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SUPERFICIES EN EL GRUPO DE
HEISENBERG

Christian Figueroa

Resumen

Discutiremos la existencia de las superficies umbilicas en el
grupo de Heisenberg usando la aplicacion normal de Gauss.
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1 El Grupo de Heisenberg

El 4lgebra de Heisenberg, hs, es un dlgebra de Lie de dimensién
3 el cual es nilpotente de orden 2. Debido al teorema de Ado podemos
considerar todo algebra de Lie como un subalgebra del algebra de las
transformaciones lineales, gl(V). En el caso particular de un &lgebra
nilpotente, se garantiza que, existe un vector v € V no nulo tal que
Av = 0 para todo A € h3. Como consecuencia, existe una base de V tal
que todo A € h3 se puede representar como una matriz triangular con
ceros en la diagonal, es decir

0 a ¢
A=10 0 b
0 00

Debido a la correspondencia biunivoca entre las 4lgebras de Lie y los
grupos de Lie simplemente conexos, al grupo simplemente conexo cuya
algebra es b3 lo denotaremos por Hz y lo Hamaremos de grupo de
Heisenberg. Usando la férmula de Campbell-Hausdorff se puede de-
mostrar que la aplicacién exponencial exp : hs — Hsz dada por

A2 1 a C+%b
exp(A)=T+A+—=]0 1 b
2 00 1

con a, b, ¢ € R. es un difeomorfismo global. Aprovechamos este resultado
para representar este grupo de una manera mas simple. Primero iden-
tificamos el algebra bz con el espacio vectorial R® mediante el siguiente
isomorfismo (de espacios vectoriales):

0 a ¢
¢:(a,byey— | 0 0 b
0 0O

Usando este isomorfismo y la aplicacién exponencial, inducimos en R3
la operacion del grupo H3, es decir,
biaz | aibs
(a1,b1,¢1) * (az, b2, c3) = (01 +as, by +by,c1+c2 — —~ + — )
donde (a;, b;, c;) € R3. De esta manera la aplicacidon ¢ resulta un isomor-
fismo de grupos de Lie y de ahora en adelante consideraremos al grupo
de Heisenberg como R? junto con esta operacién *.
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El corchete del dlgebra de Heisenberg, en términos de la base canénica
{e1,e2,e3} de R3, esta dada por

[61,62] = €3
[6,’,63] = 0,7:=1,2,3.

Considerando el producto interno en el espacio tangente de la identi-
dad de tal manera que la base conénica {e;,ez,e3} resulte una base
ortonormal, cbtenemos una base ortonormal para los campos invariantes
a izquierda.

0 wyo 0 z0 0

E:—————, = — 4+ =—— = —_—

YT 0c 20z TP By 28z ° @82
y la métrica invariante a izquierda asociada a este producto interno,
puede ser expresada de la siguiente forma.

2
ds* = dz® + dy® + (-;-ydz - %xdy + dz)

Provista de una métrica invariante a izquierda, el grupo de
Heisenberg se convierte en una variedad riemanniana la cual tiene una
rica estructura geométrica reflejada en el hecho de que su grupo de isome-
tria Jso (#3,g) es de dimensién 4.

La siguiente proposicién nos da informacién sobre el grupo de isome-
tria de Hs.

Teorema 1. Sea g una métrica invariante a izquierda en Hs. Entonces
el grupo de isometrias de Hs es isomorfa al producto semidirecto de Hs
con SO (2), donde Hs actia por translaciones a izquierda.

Demostracién. Ver [1]

2 La Aplicacién Normal de Gauss

Recordemos que la aplicacién normal de Gauss para una superficie
regular S dentro del espacio euclideano R® es una aplicacién v : S —
S?que hace corresponder a cada punto de la superficie su normal unitaria.
Esto significa lo siguiente: Sea p € S, N (p) la normal unitaria a S en
el punto py L_,(q) = q — p, la traslacién en R3, entonces v (p) =
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dL_, (N (p)). El diferencial de esta aplicacién define la segunda forma
fundamental de esta superficie en R3. El siguiente teorema generaliza
la situacién anterior para hipersuperficies dentro de un grupo de Lie
cualquiera.

Teorema 2. Sea S una hipersuperficie del grupo de Lie G, entonces
dLp o dvyp (v) = — (44 (v) + a5 (v))

donde v € TS, A, es la aplicacidn de Weingarten de S y ag = V7 con
7l es un campo invariente a izquierda tal que n (p) = 7 (p).

Demostracién. Sean {E;} una base ortonormal de los campos
invariantes a izquierda y n el campo normal unitario a S, entonces
n =Y a;E;. Sie€ G es el elemento identidad, tenemos que:

dyp (v) = > v(a)E;(e)
dLpody, (v) = > v(a;)E;(p)

Por otro lado

V1

]

Y- v (a;) E; (p) + a; (p) Vo E;
Y v(a;) E;i(p)+Vy > a:(p) E;
dLy ody, (V) + Vi

i

En el caso particular de las superficies en H3 podemos expresar de
manera explicita a los operadores dL, o d, y o cuando la superficie es
el grafico de una funcién f. Paramatrizando esta superficie como

X (z,y) = (z,9, f (z,9))

donde (z,y) € U C R?, tenemos la base del espacio tangente T,S aso-
ciada a esta parametrizacién

X: = (1,0,fz) = Ei+ gfz +¥) Es (1)
Xy (0,1, fy) Ey+ (fy— %) Es

Entonces, el campo normal unitario a la superficie S estd dado por

U(I,y)=—(f$;%)E1—(fy;%>E2+%E3 (2)

I
i
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donde w = \/1 + (fe + ‘12‘)2 + (fy - %)2

Por otro lado, la aplicacién normal de Gauss v :— S? ={vehs:|v}=1}
estd dada por

v(p) = dLp-1 o7 (p)
Notemos que

dvy (T,S) TA,(Z,)S2
{v(}*
= de—l (TpS)

Es decir, dL,, o dy (TpS) C T,S. La matriz que representa al operador
dLy, o dvp, en la base {X;, Xy}, estd dada por

N

_(f=t% _ (Lt
(), -(s2), )
(s, ()
w z w y
Y la matriz que representa al operador a; en esta misma base, estd dada
por
i gfy"' 1“(fy“%)2 (4)
2w fm+£ 1 (f++4) (fy—3)

Veamos algunas consecuencias

Proposiciéon 3. Las inicas superficies conexas de Hz cuya aplicacidn
de Gauss es de rango 0 son los planos verticales.

Demostracién. Sea S una superficie de 3, la cual parametrizamos
como grafico de una funcién f (z,y). Como ya vimos, la base del espacio
tangente a S asociada a esta parametrizacién esta dada por

X: = (1,0,fz) = Ei+(fe+1)E;
Xy = (0,1,f) = E2+(fy—§)E3

Si existe un p € S tal que dy, = 0, entonces dL,-1 (T},S) es una subalge-
bra de hs, ver ([2]). Pero por otro lado, [dL; ! (X,),dL," (X,)] = e3 ¢
dL, 1(T,S), para todo p € S, lo que nos lleva a una contradiccién.

En el caso de que la superficie S sea vertical, podemos considerarla
como una superficie reglada por rectas verticales, que son geodésicas en
Hs3. Esto nos permite parametrizarla de la siguiente forma:

X(tas) = (a(t))b(t)as)
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donde t € I,s € R. La base del espacio tangente 7,5 asociada a esta
parametrizacién, estd dada por

X, = d(t)E1+V () B+ 1(a'b-ab)Es
Xs = E3

luego, la normal unitaria a esta superficie estd dada por
b a'
n(t,s) = E, - E,
(@)” + (v)? (a)” + (1)

Si n es constante entonces a' (t) = ap y b’ (t) = b es decir, la superficie
es un plano vertical. [ ]

Otra consecuencia se refiere a las superficies umbilicas. Previamente
recordemos algunas definiciones. Sea S C M una superficie (o subva-
riedad de codimensién 1) de una variedad riemanniana M de dimensién
3, decimos que S es umbilica si para todo p € S, la segunda forma
fundamental B en p satisface la siguiente igualdad

<B(X,Y),p>({) =X(p < X,Y >

donde <,> es la métrica del espacio ambiente y la métrica de inducida
en Sy X eY son dos campos vectoriales tangentes a la subvariedad.
Esto es equivalente a decir la aplicacién de Weingarten A4, es un muiltiplo
de la identidad. Es un resultado conocido, que las superficies umbilicas
de R3, con la métrica euclideana, estan contenidas en un plano o una
esfera. Para mayor informacién, ver [3]. En el caso particular del grupo
de Heisenberg, H3, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4. No existen superficies umbilicas en Hs.

Demostracién. Sea S una superficie umbilica tal que esta paramé-
trizada como grafico de una funcién diferenciable f. Entonces

A,,(Xz) = X,
An(Xy) = )‘Xy

La ecuacién Codazzi, en el caso umbilico, se escribe de la siguiente ma-
nera:

R(Xe, Xy)n=X,(N) X, - X: (M) Xy
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Sustituyendo (1) y (2) en la ecuacién anterior, obtenemos las siguientes
igualdades

¥

T

A, = —(f=2
Y w

Como Azy = Ayg, tenemos que la matriz que representa a dL, o d),
en la base anterior resulta una matriz simétrica. Debido al teorema (2)
concluimos, también, que la matriz que representa al operador oy, en la
misma base es simétrica. Esto obliga a que

w=+v3

(#:+5),= (-3,

Pero esto implica

lo cual es absurdo.

Si la superficie umbilica fuera vertical entonces podemos conside-
rarla como una superficie reglada, la cual podemos parametrizarla como
antes, es decir

X (t,5) = (t,a(t),s)

donde t € I, s € R. Los coeficientes de la primera fundamental son

E = 1+(@)+L@-td)
F = Ll(a—td)
G =1

Y los coeficientes de la segunda forma fundamental en esta base, son

I = (a—ta')(1+(a')2)—2a"
24/1+(a’)?

= Vi+@)*
M - YOEE

N =0

Como la superficie es umbilica, entonces las entradas de la matriza de
Weingarten son nulas, en cualquier base, esto implica que GM = 0
(absurdo) [ |

Recordando que una subvariedad totalmente geodésica es aquella
que tiene su segunda forma fundamental nula, es decir toda geodésica
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de la subvariedad es también geodésica del espacio ambiente, entonces
una consecuencia inmediata de la dltima proposicién es que no existen
superficies totalmente geodésicas en el grupo de Heisenberg.
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