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Resumen

Tanto en dimensión dos como en dimensión tres la reducción de sin-

gularidades de foliaciones holomorfas de codimensión uno pasa por dos

etapas: la primera es pasar de la singularidad dada a la sigularidad

presimple, la segunda de la singularidad presimple a la simple. En este

art́ıculo establecemos las formas normales de la singularidades presim-

ples siguiendo los art́ıculos [2], [4] y [3]. También caracterizamos las

singularidades presimples con hojas cerradas.
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1. Introducción

Uno de los aspectos de la teoŕıa de campos vectoriales holomorfos es

entender su comportamiento en torno de sus puntos singulares, es decir,

puntos donde el campo se anula. En un espacio ambiente de dimensión

dos, el tipo más sencillo de singularidades queda definido por campos

lineales.

Sea X es un campo vectorial sobre (C2,0) con parte lineal, D0X,

no nula. Si D0X satisface ciertas propiedades (por ejemplo, cuando los

autovalores se encuentran en el dominio de Poincaré o Siegel [8]), enton-

ces X es linealizable. Cuando el campo no tiene parte lineal, es posible

aplicar un proceso de reducción de singularidades. Este proceso trans-

forma sus singularidades en un número finito de ellas, cuyo campo, cerca

de estas singularidades, admite parte lineal y su comportamiento es re-

lativamente sencillo.

En dimensión dos una singularidad es llamada simple si la par-

te lineal del campo es no nula y tiene autovalores λ1, λ2 sujetos a la

condición

λ1.λ2 6= 0 y
λ1
λ2

/∈ Q+ ó

λ1 = 0 y λ2 6= 0 ó λ1 6= 0 y λ2 = 0 (referido en adelante como silla

nodo).

Por el teorema de Seidenberg [9], toda singularidad se puede reducir

a singularidades simples mediante un número finito de explosiones. La

singularidades simples fueron estudiadas muchos años antes de la publi-

cación del teorema de Seidenberg, lográndose con ello formas normales

(las llamadas formas normales de Poincaré, Dulac y Siegel).

Cuando el espacio ambiente es de dimensión tres, la existencia de

una reducción de singularidades para foliaciones de codimensión uno

fueron estudiadas por F. Cano y D. Cerveau [4] en el caso no-dicŕıtico y

por F.Cano [3] en el caso dicŕıtico.

Cuando la dimensión es superior a tres, aún no se cuenta con un

resultado análogo. En este art́ıculo, describimos brevemente las singu-
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laridades presimples y simples de una foliación de codimensión uno en

un espacio ambiente de dimensión finita, objetos que generalizan las sin-

gularidades presimples y simples de dimensión dos. Propondremos los

modelos formales para singularidades presimples y, a partir de estos, de-

finiremos las singularidades simples. Los modelos formales son deducidos

directamente de la “jordanización” formal [7] de álgebras conmutativas

de campos de vectores [3], y de una forma normal formal de una 1-forma

integrable. En la última sección caracterizamos las singularidades pre-

simples con la propiedad de que todas sus hojas sean cerradas.

2. Foliaciones singulares adaptadas

Sea X una variedad anaĺıtica compleja de dimensión n. Fijemos la si-

guiente notación.

El haz de gérmenes de funciones holomorfas sobre X será

denotado OX . La fibra en cada punto P ∈ X será denotado por

OX,P .

El haz ideal maximal del haz OX será denotado mX . La fibra

en cada punto P ∈ X es el ideal maximal del anillo local OX,P
denotado por mX,P .

Un subconjunto anaĺıtico de codimensión uno, E ⊂ X, es un divisor

con cruzamientos normales si para todo punto P ∈ X existe una

vecindad coordenada (U, (x1, x2, . . . , xn)), donde P = (0, . . . , 0), tal que

E|U :
∏
i∈A

xi = 0; A ⊂ {1, 2, . . . , n}.

Si E ⊂ X es un divisor con cruzamientos normales denotamos por

e = e(E,P ) el número de componentes irreducibles de E que pasan por

el punto P . Obsérvese que se satisface

e(E,P ) ≤ n, para P ∈ X.
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Denotemos por ΩX [−E] el haz de gérmenes de 1-formas meromorfas

con polos simples a lo largo del divisor E. Una sección ω alrededor de

un punto P ∈ X de este haz en las coordenadas (U, (x1, x2, . . . , xn)), se

expresa como

ω =
∑
i∈A

ai
dxi
xi

+
∑
i/∈A

aidxi,

donde ai son funciones holomorfas en U .

Una foliación F en X de codimensión uno adaptada al divisor E

es un par (F , E), donde F es un OX -submódulo de ΩX [−E] sujeto a las

siguientes condiciones:

a) F es localmente libre de rango uno,

b) F es integrable, es decir satisface F ∧dF = 0, con d el diferencial

exterior y

c) F es saturado, es decir, el cociente
ΩX [−E]

F es libre de torsión.

Observación 2.1. El OX-módulo de torsión del cociente
ΩX [−E]

F
es definido como

Tor

(
ΩX [−E]

F

)
=
{
η : existe g ∈ O∗X − {0} tal que g.η = 0

}
. (2.1)

Dado que
ΩX [−E]

F es libre de torsión, se tiene

Tor

(
ΩX [−E]

F

)
= {0},

es decir, dado η ∈ ΩX [−E], existe g ∈ O∗X tal que g.η ∈ F , en donde se

tiene necesariamente η ∈ F . Como F tiene rango uno, existe una 1-forma

ω ∈ ΩX [−E] que genera F , esto es, se cumple F = ω.OX . Localmente,

en las coordenadas (x1, . . . , xn), esta 1-forma se expresa cual

ω =
∑
i∈A

ai
dxi
xi

+
∑
i/∈A

aidxi. (2.2)

54 Pro Mathematica, XXX, 59 (2017), 51-97, ISSN 2305-2430



Singularidades presimples y simples de foliaciones de codimensión uno

Observación 2.2. Si el cociente
ΩX [−E]

F es libre de torsión entonces

el máximo común divisor mcd(a1, . . . an), vale 1. En efecto, supongamos

que existen gérmenes g, b1, · · · , bn, no nulos ni unidades del anillo OXP
,

tales que gbi = ai. De ser aśı, la 1-forma meromorfa

η =
∑
i∈A

bi
dxi
xi

+
∑
i/∈A

bidxi

satisface g.η = w ∈ F . Se tendrá aśı η /∈ F , pues caso contrario b seŕıa

una unidad. Luego la clase η 6= 0 representaŕıa un elemento del módulo

cociente.

Sea (F , E) una foliación adaptada. Definimos el orden adaptado

de (F , E) en P ∈ X como el orden mX,P−ádico del submódulo FP de

ΩX [−E], esto es,

ν(F , E, P ) = máx
{
k : FP ⊂ mkX,PΩX,P [−E]

}
.

Por definición el lugar singular Sing(F , E) de la foliación adaptada

al divisor E es el conjunto de puntos P ∈ X que cumplen ν(F , E, P ) ≥ 1.

Para ω como en (2.2), el generador de F , se tiene

ν(F , E, P ) = mı́n
{
νP (ai) : i = 1, . . . , n

}
.

Si consideramos A∗ = {i : xi no divide a ai}, entonces la foliación

G : Ω =

(∏
i∈A∗

xi

)
.w,

admite un conjunto singular de codimensión mayor o igual que 2.

Observación 2.3. De hecho A∗ es el conjunto de ı́ndices correspon-

diente a las componentes irreducibles F de E en torno a P que obedecen

Ω |F= 0, es decir, F resulta ser separatriz de Ω.

Si i está en A, mas no en A∗, diremos que xi = 0 es una compo-

nente dicŕıtica de E para (F , E).
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Un subespacio anaĺıtico Y de X se dice que tiene cruzamientos

normales con E si en las coordenadas (2.2) existe B ⊂ {1, · · · , n} tal

que

IY,P =
∑
i∈B

xiOX,P .

Definimos los órdenes adaptados a (F , E) en Y como

µ(F , E, Y ) = mı́n({νY (ai) : i /∈ B −A} ∪ {νY (ai) + 1 : i ∈ B −A}),

ρ(F , E, Y, P ) = mı́n({νP (ai) : i /∈ B −A} ∪ {νP (ai) + 1 : i ∈ B −A}),

donde νY (ai) = máx{n : ai ∈ InY,p} y νP (ai) = máx{n : ai ∈ mnX,P }.

En el caso Y = {P}, diremos que µ(F , E, {P}) es la multiplicidad

adaptada de (F , E) en P .

Observación 2.4. Si µ(F , E, Y ) = r, entonces se tiene

ρ(F , E, Y, P ) = r ó ρ(F , E, Y, P ) = r + 1,

es decir, siempre se cumple

µ(F , E, Y ) ≤ ρ(F , E, Y, P ).

Sea F una foliación en X de codimensión uno, E un divisor con

cruzamientos normales en X e Y ⊂ X una subvariedad de X. Decimos

que Y es centro permitido en un punto P ∈ Y si se satisfacen las

condiciones

a) Y ⊂ Sing(F),

b) Y ⊂ X tiene cruzamientos normales con E en P y

c) µ(F , E, Y ) = ρ(F , E, Y, P ).

Decimos que Y es centro permitido para (F , E) si todo punto de Y es

un centro permitido.
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Ejemplo 2.5. Consideremos E : x2x3 = 0, Y : x1 = x3 = 0 y

ω = x1x2dx1 + x3
dx2
x2

+ x21x2
dx3
x3

;

acá se tendrá A = {2, 3} y B = {1, 3}. Un cálculo simple conduce a

µ(F , E, Y ) = mı́n ({νY (ai) : i /∈ B −A} ∪ {νY (ai) + 1 : i ∈ B −A})
= mı́n({νY (a2), νY (a3)} ∪ {νY (a1) + 1})
= mı́n({1, 2} ∪ {2}) = 1.

Si P = (0, 0, 0) tenemos

ρ(F , E, Y, P ) = mı́n(νP (ai) : i /∈ B −A} ∪ {νP (ai) + 1 : i ∈ B −A})
= mı́n({νP (a2), νP (a3)} ∪ {νP (a1) + 1})
= mı́n({1, 3} ∪ {3}) = 1.

Si Q = (0, y, 0), donde y 6= 0, tenemos

ρ(F , E, Y,Q) = mı́n({νQ(ai) : i /∈ B −A} ∪ {νQ(ai) + 1 : i ∈ B −A})
= mı́n({νQ(a2), νQ(a3)} ∪ {νQ(a1) + 1})
= mı́n({1, 2} ∪ {2}) = 1.

De este modo la curva Y es un centro permitido para la foliación adap-

tada (F , E).

Ejemplo 2.6. Para E : x2x3 = 0, Y : x1 = x3 = 0 y

ω = x1x2dx1 + x33
dx2
x2

+ x21x2
dx3
x3

,

se tiene

µ(F , E, Y ) = mı́n({νY (a2), νY (a3)} ∪ {νY (a1) + 1})
= mı́n({3, 2} ∪ {2}) = 2.

Si P = (0, 0, 0), tenemos

ρ(F , E, Y, P ) = mı́n({νP (a2), νP (a3)} ∪ {νP (a1) + 1})
= mı́n({3, 3} ∪ {3}) = 3.
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Si Q = (0, y, 0), donde y 6= 0, tenemos

ρ(F , E, Y,Q) = mı́n({νQ(a2), νQ(a3)} ∪ {νQ(a1) + 1})
= mı́n({3, 2} ∪ {2}) = 2.

Como se tiene µ(F , E, Y ) = ρ(F , E, Y,Q) y µ(F , E, Y ) < ρ(F , E, Y, P ),

resulta que Y no es centro permitido en P .

3. Explosión con centro permitido

Consideremos el divisor E :
∏
i∈A

xi = 0, con A ⊂ {1, · · · , n}, e Y : xi = 0,

donde i ∈ B ⊂ {1, · · · , n}, un conjunto anaĺıtico que tiene cruzamientos

normales con E.

Una explosión con centro en Y está formada por una terna

(X ′, E′, π), donde

X ′ =

{(
x, [l]

)
∈ X × Pk−1: xilj = xj li, i, j ∈ B

}
,

con x = (x1, · · · , xn), l = (li : i ∈ B), k es el número de elementos de B

y π es la restricción a la subvariedad X ′ de la proyección

pr1 : X × Pk−1 → X,

llamada la aplicación de explosión. La transformada de E por π es

un divisor con cruzamientos normales E′ = π−1(E ∪ Y ). Obsérvese que

X ′ es una variedad de la misma dimensión que X y π, localmente (en las

coordenadas (x′1, . . . x
′
n) de X ′), queda descrita como sigue: para t ∈ B,

con t fijo, tenemos

π =

{
xi = x′i, para todo i /∈ B o i = t,

xi = (x′i + ζi)x
′
t, para todo i distinto de t,

(3.1)
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donde ζi ∈ C es la constante de traslación.

Consideremos ω ∈ ΩX,p[−E] como en (2.2). Los términos de π∗ω

quedan descritos como sigue.

Si i ∈ B − (A ∪ {t}), tenemos∑
i∈B\(A∪{t})

(ai◦π) d((x′i+ζi)x
′
t) =

∑
i∈B\(A∪{t})

(ai◦π) (x′tdx
′
i+(x′i+ζi)dx

′
t).

Si i ∈ B ∩ (A− {t}), se tiene∑
i∈B∩(A\{t})

(ai◦π)
d((x′i + ζi)x

′
t)

(x′i + ζi)x′t
=

∑
i∈B∩(A\{t})

(ai◦π)

(
dx′i

x′i + ζi
+
dx′t
x′t

)
.

Si i /∈ B, tenemos∑
i∈A\B

(ai ◦ π)
dx′i
x′i

+
∑

i/∈(A∪B)

(ai ◦ π) dx′i.

Por otro lado, si i = t ∈ B − A, en uso de (2.2) aparecen términos

de la forma (at ◦ π)dx′t. De manera similar, si i = t ∈ B ∩ A, mediante

(2.2) se obtienen términos de la forma (at ◦ π)
dx′t
x′t

.

Al agrupar lo anterior, llegamos a

π∗ω =

 ∑
i∈B∩A

(ai ◦ π) +
∑

i∈B−A
(

xi︷ ︸︸ ︷
x′t(x

′
i + ζi)(ai ◦ π))

 dx′t
x′t

+
∑

{i∈B∩(A−{t}):ζi=0}

(ai ◦ π)

(
dx′i
x′i

)

+
∑

{i∈B∩(A−{t}):ζi 6=0}

(ai ◦ π)

(
dx′i

x′i + ζi

)
+

∑
i∈B−(A∪{t})

(x′tai ◦ π) dx′i +
∑

i/∈(A∪B)

(ai ◦ π) dx′i

+
∑

i∈(A−B)

(ai ◦ π)
dx′i
x′i
.
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Observación 3.1. Sea µ(F , E, Y ) la máxima potencia de x′t que divide

a π∗ω en Ω[−E′], donde E′ es el transformado de E, es decir

µ(F , E, Y ) = máx
{
k :

π∗ω

(x′t)
k
∈ Ω[−E′]

}
.

Con esta notación, la forma que define la transforma estricta (F ′, E′) de

(F , E) queda definida por la 1−forma

(F ′, E′) =
π∗ω

(x′t)
µ(F,E,Y )

.

El siguiente teorema se usa en la primera etapa del proceso de re-

ducción de singularidades, etapa que no discutiremos en este trabajo y

que consiste en pasar de una singularidad arbitraria a una singularidad

presimple.

Teorema 3.2. [3, Theorem 2.7] Sea Y un centro permitido para (F , E),

π : X ′ → X una explosión con centro en Y con P ′ ∈ X ′ y P = π(P ′).

Entonces se cumple

ν(F ′, E′, P ′) ≤ ν(F , E, P ).

�

4. Singularidades dicriticas y no-dicŕıticas

En esta sección se enunciarán resultados sobre la primera etapa de la

reducción de singularidades, la cual consiste en pasar de una singularidad

arbitraria una singularidad presimple.

Sea (F , E) una foliación adaptada sobre X. Decimos que una com-

ponente irreducible F de E es una componente dicŕıtica de E para

(F , E) si F no es una separatriz del saturado de (F , E).

Diremos que la foliación adaptada (F , E) es dicŕıtica si existe una

sucesión finita{
X(i),F(i), E(i), Y (i), π(i+ 1)

}N−1
i=0

, con N ≥ 1,
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que obedece

a) X(0) = X, (F(0), E(0)) = (F , E),

b) π(i+1) : X(i + 1) → X(i) es la aplicación de explosión con centro

Y (i) ⊂ (F(i), E(i)), para i = 0, · · · , N − 1,

d) (F(i+ 1), E(i+ 1)) es la transformada estricta de (F(i), E(i)) por

π(i+ 1) y

e) existe al menos una componente dicŕıtica de E(N) para la foliación

adaptada (F(N), E(N)).

Caso contrario diremos que (F , E) es no dicŕıtica.

Observación 4.1. Si E no tiene componente dicŕıtica para (F , E), en-

tonces F está generada por

ω =
∑
i∈A

ai
dxi
xi

+
∑
i/∈A

aidxi, ai ∈ O(Cn,0),

donde se tiene A = A∗ =

{
i : xi no divide ai

}
. Aśı, el saturado resulta

ser

F =

∏
j∈A

xj

ω =
∑
i∈A

∏
j∈A

xj

 ai
dxi
xi

+
∑
i/∈A

∏
j∈A

xj

 aidxi

=
∑
i∈A
j 6=i

aidxi +
∑
i/∈A

∏
j∈A

xj

 aidxi

=
∑
i∈A

bidxi +
∑
i/∈A

bidxi

=

n∑
i=1

bidxi.

Obsérvese que con ello obtenemos

ν(F , E, P ) = mı́n{νP (bi) : i = 1, . . . , n}
= mı́n({νP (ai) + e− 1 : i ∈ A} ∪ {νP (ai) + e : i /∈ A})
= µ(F , E, P ) + e(E,P )− 1.
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En general escribiremos bi = biν + biν+1 + · · · , donde bik es polinomio

homogéneo de grado k. También, para simplificar la notación usaremos

Bi = biν .

Lema 4.2. Si

n∑
i=1

xiBi = 0, entonces (F , E) es dicŕıtico.

Demostración. Sea π una explosión con centro en P = (0, . . . , 0) y fije-

mos t = 1 ∈ B = {1, . . . , n}, para tener

π =



x1 = x′1
x2 = x′1x

′
2

x3 = x′1x
′
3

...

xn = x′1x
′
n.

Si ponemos

Ω =
∑
i∈A

bidxi +
∑
i/∈A

bidxi =

n∑
i=1

bidxi,

tendremos

π∗Ω =

n∑
i=1

(bi ◦ π)dxi

= (b1 ◦ π)dx′1 +

n∑
i=2

(bi ◦ π)(x′idx
′
1 + x′1dx

′
i)

=

(
(b1 ◦ π) +

n∑
i=2

(bi ◦ π)x′i

)
dx′1 + x′1

n∑
i=2

(bi ◦ π)dx′i

=

(
(x′1)ν [(B1(1, x′2, . . . , x

′
n) + x′1b

1
ν+1(1, x′2, . . . , x

′
n) + · · · )

+

n∑
i=2

(Bi(1, x
′
2, . . . , x

′
n) + x′1b

i
ν+1(1, x′2, . . . , x

′
n) + · · · )x′i]

)
dx′1

+(x′1)ν+1

n∑
i=2

(
Bi(1, x

′
2, . . . , x

′
n) + x′1b

i
ν+1(1, x′2, . . . , x

′
n) + · · ·

)
dx′i.

62 Pro Mathematica, XXX, 59 (2017), 51-97, ISSN 2305-2430



Singularidades presimples y simples de foliaciones de codimensión uno

Lo anterior nos lleva a

π∗Ω

(x′1)ν
=

(
[(B1(1, x′2, . . . , x

′
n) + x′1b

1
ν+1(1, x′2, . . . , x

′
n) + · · · )

+

n∑
i=2

(Bi(1, x
′
2, . . . , x

′
n) + x′1b

i
ν+1(1, x′2, . . . , x

′
n) + · · · )x′i]

)
dx′1

+x′1

n∑
i=2

(
Bi(1, x

′
2, . . . , x

′
n) + x′1b

i
ν+1(1, x′2, . . . , x

′
n) + · · ·

)
dx′i.

(4.1)

Por hipótesis se tiene

n∑
i=1

xiBi = 0, lo que conduce a

B1(1, x′2, . . . , x
′
n) +

n∑
i=2

Bi(1, x
′
2, . . . , x

′
n)x′i = 0.

Al reemplazar (4.1) resulta

π∗Ω

(x′1)ν
=

(
(x′1b

1
ν+1(1, x′2, . . . , x

′
n) + · · · )

+

n∑
i=2

(x′1b
i
ν+1(1, x′2, . . . , x

′
n) + · · · )x′i

)
dx′1

+ x′1

n∑
i=2

(
Bi(1, x

′
2, . . . , x

′
n) + x′1b

i
ν+1(1, x′2, . . . , x

′
n) + · · ·

)
dx′i.

π∗Ω

(x′1)ν+1
=

(
(b1ν+1(1, x′2, . . . , x

′
n) + · · · )

+

n∑
i=2

(biν+1(1, x′2, . . . , x
′
n) + · · · )x′i

)
dx′1

+

n∑
i=2

(
Bi(1, x

′
2, . . . , x

′
n) + biν+1(1, x′2, . . . , x

′
n) + · · ·

)
dx′i.

Al hacer x′1 = 0 se tiene π∗Ω 6= 0, de donde se deduce que x′1 = 0

no es invariante por F ′ (es decir, no es separatriz de F ′), acá F ′ es
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el transformado estricto del saturado (F , E). Concluimos que (F , E) es

dicŕıtico.

Ejemplo 4.3. Consideremos E : x1x3 = 0, Y : x1 = x3 = 0 y

F : ω = (x2x
2
3 + x31)

dx1
x1
− x23dx2 − x31

dx3
x3

.

Observamos que la foliación (F , E) es dicŕıtica en uso del lema 1, pues

el saturado es

Ω = (x2x
3
3 + x31x3)dx1 − x1x33dx2 − x41dx3.

De esto deducimos la igualdad

x1(x2x
3
3 + x31x3) + x2(−x1x33) + x3(−x41) = 0.

El siguiente teorema es otro resultado estructural que se usa en la

primera etapa del proceso de reducción de singularidades.

Teorema 4.4. [3, Theorem 3.3] Sea (F , E) una foliación adaptada en X

no dicŕıtica, Y ⊂ X una subvariedad de X, y π : X ′ → X una explosión

con centro permitido en Y . Si (F ′, E′) es la transformada estricta de

(F , E) por π, entonces se tiene

µ(F ′, E′, P ′) ≤ µ(F , E, P )

para todo P ′ ∈ X ′, donde P = π(P ′). �

5. Singularidades presimples y simples

En esta sección se describen las formas normales de aquellas singula-

ridades que aparecen tras de un número finito de explosiones. Estas

singularidades son llamadas singularidades simples y generalizan las

singularidades simples de dimensión dos.

SeaX una variedad compleja. Denotamos por ΘX,P (respectivamen-

te Θ̂X,P ) el anillo de gérmenes de campos holomorfos (respectivamente
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de campos formales) sobre la variedad X en torno del punto P . Dado un

campo vectorial formal D ∈ m̂Θ̂X,P y un entero k ≥ 1, queda inducida

una derivación v́ıa

Dk : m/mk+1 → m/mk+1

f + mk+1 7→ D(f) + mk+1.

Debido a la identificación m̂/m̂k+1 = m/mk+1, no hay inconveniente en

sustituir m por m̂ en la definición de Dk. Diremos que D es semisimple

si Dk es semisimple para todo k ≥ 1, además será nilpotente si Dk es

nilpotente para todo k ≥ 1.

Sea D ∈ m̂Θ̂X,P un campo formal que se anula en el punto P y

(x1, . . . , xn) un sistema formal linealizable para DS con autovalores λ =

(λ1, . . . , λn). Adoptaremos la siguiente notación:

I = (i1, . . . , in) ∈ Nn, xI = xi11 . . . x
in
n

junto con

〈λ, I〉 =

n∑
j=1

λjij , |I| =
n∑
j=1

ij .

Proposición 5.1. Un campo vectorial D ∈ m̂Θ̂X,p es semisimple si y

solo si existe un sistema de coordenadas formales (x1, . . . , xn) y números

complejos λ1, . . . , λn con los cuales se tiene

D =

n∑
j=1

λixi
∂

∂xj
.

Demostración. Si existen coordenadas formales (x1, . . . , xn) y escalares

λ1, . . . , λn ∈ C sujetos a

D =

n∑
j=1

λixi
∂

∂xj
,

entonces una base de m/mk+1 está dada por los monomios xI , con |I| ≤
n. En tal caso tendremos

D(xI) =< λ, I > xI ,
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esto es, una base de autovectores para D.

Rećıprocamente, construiremos por inducción un sistema de coorde-

nadas formales (x1, · · · , xn), sujeto a D(xi) = λixi. Comencemos consi-

derando una base
{
vk1 , . . . , v

k
rk

}
de m/mk+1, para cada k, cuyos elementos

son autovectores de Dk. Esta base satisface

πk(vk+1
i ) = vki , para todo i = 1, 2, . . . , rk,

donde πk es el homomorfismo natural m/mk+2 → m/mk+1. Estas bases

pueden ser escogidas de la siguiente manera. Fijemos
{
vk1 , . . . , v

k
rk

}
una

base cuyos elementos son autovectores deDk. Buscaremos vk+1
1 , . . . , vk+1

rk+1
,

autovectores de Dk+1. Para ello escojamos una base
{
uk+1
1 , . . . , uk+1

rk+1

}
cuyos elementos son autovectores de Dk+1. Si reordenamos los ı́ndices

podemos suponer que
{
πk(uk+1

1 ), . . . , πk(uk+1
rk

)
}

es una base de m/mk+1

de vectores propios Dk. En la práctica tenemos una matriz cambio de

base Ak para la que se tiene(
vk1 , . . . , v

k
rk

)
=
(
πk(uk+1

1 ), . . . , πk(uk+1
rk

)
)
·Ak.

Sea vk+1
i = uk+1

i para i > rk y(
vk+1
1 , . . . , vk+1

rk

)
=
(
uk+1
1 , . . . , uk+1

rk

)
·Ak.

Al cumplirse xi = ĺım
k
vki en la topoloǵıa de Krull para i = 1, . . . , n,

tenemos Dk(xi) = λixi, i = 1, . . . , n.

Aprovechamos la construcción efectuada en la proposición 5.1 para

destacar el siguiente corolario.

Corolario 5.2. Sea D ∈ m̂Θ̂X,P un campo semisimple y (x′1, . . . x
′
s)

coordenadas formales con 1 ≤ s ≤ n tales que

D(x′i) = λ′ix
′
i, λ′i ∈ C, i = 1, . . . , s.

Entonces existe un sistema de coordenadas formales (x1, . . . , xn) de ÔX,P
en donde se tiene

D =

n∑
i=1

λixi
∂

∂xi
,
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con xi = x′i y λi = λ′i para i = 1, . . . , s.

Demostración. Las coordenadas x′i, . . . , x
′
s proporcionan una base par-

cial cuyos elementos son autovectores de los Dk. Basta entonces comple-

tar esta base y hacer tender k a infinito.

Proposición 5.3. Un campo formal D ∈ m̂Θ̂X,P es nilpotente si y solo

si su parte lineal D1 es nilpotente.

Demostración. Por definición, si D es nilpotente resulta que D1 es nil-

potente.

Rećıprocamente, si D1 es nilpotente existe un entero n ≥ 1 tal que

el n-ésimo iterado (D1)n de D1 es nulo, es decir, cumple

Dn(f) ∈ m2, para todo f ∈ m.

Para mostrar que Dk es nilpotente hay que determinar nk ≥ 1 tal que

el nk-ésimo iterado (Dk)nk es nulo, lo cual equivale a mostrar

Dnk(f) ∈ mk+1, para todo f ∈ m.

En efecto, por inducción, para k ≥ 2 asumamos que existe nk−1 tal que

Dnk−1(g) ∈ mk, para todo g ∈ m. (5.1)

Si ponemos nk = 3nk−1, entonces para todo f ∈ m tendremos

Dnk(f) = D2nk−1(Dnk−1(f)) = D2nk−1(g),

donde g = Dnk−1(f). Al satisfacerse g ∈ mk ⊂ m2 podemos escribir

g =

r∑
i=1

aibi, con ai, bi ∈ m,

obteniéndose aśı

D2nk−1(g) =

r∑
i=1

2nk−1∑
j=0

(
2nk−1

j

)
D2nk−1−j(ai)D

j(bi). (5.2)
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Como se cumple D ∈ m̂Θ̂X,P , tenemos Ds(f) ∈ mk+s para todo f ∈ mk

y con ello

D2nk−1−j(ai)D
j(bi) ∈ mk+1.

Puesto que se satisface 2nk−1 − j ≥ nk−1, es decir j ≥ nk−1 , para todo

0 ≤ j ≤ 2nk−1, cada término de (5.2) pertenece a mk+1 por (5.1). Por

lo expuesto Dk es nilpotente.

Teorema 5.4 (Martinet). Para todo campo formal D ∈ m̂Θ̂X,P existe

un campo semisimple DS y un campo nilpotente DN tal que se tiene

a) D = DS +DN ,

b) [DS , DN ] = 0. Además, DS y DN son los únicos con dichas

propiedades.

Demostración. La unicidad es consecuencia de la unicidad de una des-

composición de Jordan, Dk = Dk
S + Dk

N , con [Dk
S , D

k
N ] = 0 para todo

k ∈ N.

Para la existencia, exhibiremos coordenadas x = (x1, . . . , xn) en

donde DS = Lλ,x =

n∑
i=1

λixi
∂

∂xi
, aśı λ = (λ1, . . . , λn).

Comencemos considerando una base x1 = (x11, . . . , x
1
n) tal que D1

se exprese en forma canónica de Jordan cual

D1 = Lλ,x1 +N1 =

(
n∑
i=1

λix
1
i

∂

∂xi

)
+

(
n∑
j=1

∑
|I|≥1

b1j,I [x
1]I

∂

∂x1j

)
.

Como Lλ,x1 y N1 conmutan hasta orden uno, se obtiene siempre |I| ≤ 1;

aśı b1j,I 6= 0 implica 〈λ, I〉 = λj .

Supongamos por inducción que ya tenemos elegido un sistema de

coordenadas a doble ı́ndice xk,s = (xk,s1 , . . . , xk,sn ), k ≥ 1, s ∈ {1, . . . , n},
que satisface las siguientes propiedades:

• xk,s − xk−1,n ∈ mk × · · · ×mk,

• Para |I| < k ó para |I| = k con j ≤ s se tiene que bk,sj,I 6= 0 implica

〈λ, I〉 = λj .
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Luego, en estas coordenadas, el campo se expresa cual D = Lλ,xk,s +

Nk,s, donde

Nk,s =

n∑
j=2

εjx
k,s
j−1

∂

∂xk,sj
+

n∑
j=1

∑
|I|≥1

bk,sj,I [xk,s]I
∂

∂xk,sj
.

Para hallar las coordenadas, consideramos dos casos s < n y s = n.

Si s < n, definimos el cambio de coordenandas

xk,sj =

{
xk,sj , j 6= s+ 1.

xk,sk,s+1 +Qk,ss+1(xk,s), j = s+ 1,

donde Qk,ss+1 es un polinomio homogeneo de grado k dado por

Qk,ss+1(xk,s) =
∑
|I|=k

qI(x
k,s)I .

Expresamos D en estas coordenadas para obtener

D(xk,s+1
j ) =

∑
|I|≥1

bk,s+1
j,I (xk,s+1)I . (5.3)

Por otro lado, el cambio de coordenadas

D(xk,s+1
j ) =

{
D(xk,sj ) j 6= s+ 1,

D(xk,ss+1) +Q(xk,ss+1) j = s+ 1,

conduce a

D(xk,s+1
j ) =

∑
|I|<k

bk,sj,I (xk,s+1)I +
∑
|I|≥k

bk,s+1
j,I (xk,s+1)I . (5.4)

Comparamos las identidades (5.3) y (5.4) y obtenemos

bk,s+1
j,I = bk,sj,I , para |I| < k, y j ∈ {1, . . . , n}.

Si j ≤ s, se tiene D(xk,s+1
j ) = D(xk,sj ), es decir, si
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λjx
k,s
j + εjz

k,s
j−1 +

∑
|I|≤2

bk,sj,I (xk,s)I = λjx
k,s+1
j + εjz

k,s+1
j−1

+
∑
|I|≤k

bk,sj,I (xk,s+1)I +
∑
|I|>k

bk,s+1
j,I (xk,s+1)I

se tiene bk,s+1
j,I = bk,sj,I , cuando |I| = k y j ≤ s. Finalmente, para j = s+1

se obtendrá

D(xk,s+1
s+1 ) =D(xk,ss+1 +Q) = D(xk,ss+1) +D(Q)

=λs+1(xk,s+1
s+1 −Q) + εs+1z

k,s+1
s +D(Qs+1)

+
∑
|I|≥2

bk,ss+1,I(x
k,s)I .

Si escribimos D(Q) =
∑
|J|≥1

cJ(xk,s+1)J , la expresión anterior implica,

cuando |I| = k, la igualdad

bk,s+1
s+1,I = −λs+1qI + cI .

Luego tenemos

cI = 〈λ, I〉qI +

n∑
j=2

qI′j εj(ij + 1),

donde I = (i1, . . . , in) y I ′j = I − ej + ej−1. En otras palabras se cumple

bk,s+1
s+1,I = (〈λ, I〉 − λs+1)qI +

n∑
j=2

qI′j εj(ij + 1).

Por inducción sobre el multíındice I, con |I| = k, ordenados lexicográfi-

camente, podemos fijar los qI de modo que se tenga bk,s+1
s+1,J = 0 cuando

〈λ, I〉 − λs+1 6= 0. Para s = n el tratamiento es análogo y se deja como

ejercicio para el lector.

Por la inducción establecida, consideramos el sistema de coordena-

das ĺımite x = ĺım
k
xk,n. De aqúı se obtiene D = Lλ,x + N , con N =
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∑
j,I

bj,Ix
I ∂

∂xj
nilpotente. Por construcción de la coordenada x, la rela-

ción 〈λ, I〉−λj 6= 0 implica bjI = 0, lo cual equivale a [Lλ,x, N ] = 0.

Dado un campo D ∈ m̂Θ̂X,P , el teorema de Martinet (ver Teorema

5.4) asegura una descomposición D = DS + DN , con DS semisimple y

DN nilpotente, términos que además conmutan (esto es, [DS , DN ] = 0).

Por la proposición 5.1, existen coordenadas (x1, . . . , xn) en donde DS =
n∑
j=1

λjxj
∂

∂xj
. De este modo se tiene

[
DS , x

I ∂

∂xi

]
(f) = DS

(
xI

∂f

∂xi

)
− xI ∂

∂xi

 n∑
j=1

λjxj
∂f

∂xj

 . (5.5)

Al reemplazar las identidades

DS

(
xI

∂f

∂xi

)
= xI〈λ, I〉 ∂f

∂xi
+ xI

n∑
j=1

λjxj
∂2f

∂xj∂xi

y

xI
∂

∂xi

 n∑
j=1

λjxj
∂f

∂xj

 = xIλi
∂f

∂xi
+ xI

n∑
j=1

λjxj
∂2f

∂xi∂xj
,

en (5.5), obtenemos[
DS , x

I ∂

∂xi

]
(f) = (〈λ, I〉 − λi)xI

∂f

∂xi
. (5.6)

De ello se desprende que los xI ∂
∂xi

representan los autovectores de DS

asociados con los autovalores 〈λ, I〉 − λi. Al escribir DN como una serie

formal

DN =

n∑
j=1

∑
|I|≥1

aI,jx
I ∂

∂xj
,
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de la condición [DS , DN ] = 0 y de (5.6) se recupera

0 =[DS , DN ]=

n∑
j=1

∑
|I|≥1

aI,j

[
DS , x

I ∂

xj

]
=

n∑
j=1

∑
|I|≥1

aI,j

(
〈λ, I〉−λj

)
xI

∂

∂xj
.

Aśı, obtenemos aI,j

(
〈λ, I〉 − λj

)
= 0 para j = 1, . . . , n y |I| ≥ 1. De

este modo la condición (〈λ, I〉 − λj) 6= 0 implica aI,j = 0. En resumen,

se tiene

D = DS +DN =

n∑
j=1

λjxj
∂

∂xj
+

n∑
j=1

∑
|I|≥1

〈λ,I〉=λj

aI,jx
I ∂

∂xj
, (5.7)

donde DN tiene, por la proposición 5.3, parte lineal nilpotente.

Sea (F , E) : ω =
∑
i∈A

ai
dxi
xi

+
∑
i/∈A

aidxi una foliación adaptada, con

E : πi∈Axi = 0. El punto P = (x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0) ∈ Sing(F) es

llamado punto singular presimple si se cumple una de las siguientes

condiciones:

a) ν(F , E, P ) = 0,

b) ν(F , E, P ) = µ(F , E, P ) = 1 y existe i tal que a1i (la parte lineal

de ai) no depende de las coordenadas xi para todo i ∈ A.

Consideramos el subespacio

D(ω)(P ) =
{
D(P ) : D ∈ ΘX,P y ω(D) = 0

}
de TPX. La codimensión de D(ω)(P ) en TPX es llamada el tipo di-

mensional de (F , E), y denotada en adelante por τ = τ(F , P ).

Lema 5.5. Supongamos que P es una singularidad presimple para (F , E)

con νP (F) = n − 1. Entonces se tiene n − 1 ≤ e(E,P ) ≤ n y existen

coordenadas formales (x1, . . . , xn) que cumplen lo siguiente.
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• Si e(E,P ) = n− 1, (F , E) está generada por ω = dx1 +

n∑
i=2

ai
dxi
xi
.

• Si e(E,P ) = n, (F , E) está generada por ω =
dx1
x1

+

n∑
i=2

ai
dxi
xi
.

Además, existen n− 1 campos conmutativos tangentes a (F , E), los

cuales son:

ai
∂

∂x1
− xi

∂

∂xi
, i = 2, . . . , n; cuando e(E,P ) = n− 1 y

x1ai
∂

∂x1
− xi

∂

∂xi
, i = 2, . . . , n, ; cuando e(E,P ) = n.

donde νP (ai) ≥ 1, para todo i.

Demostración. Supongamos que e = e(E,P ) no valga n − 1 ni n. En-

tonces, al reordenar las variables si fuese necesario, podemos suponer

(F , E) : ω = a1
dx1
x1

+ · · ·+ ae
dxe
xe

+ ae+1dxe+1 + · · ·+ andxn,

donde mcd(a1, . . . , an) = 1. De este modo, se obtiene

F : ω =x2 · · ·xea1dx1 + · · ·+ x1 · · ·xe−1aedxe+
+ x1 · · ·xeae+1dxe+1 + · · ·+ x1 · · ·xeandxn.

Por hipótesis se tiene νP (F) = n− 1, y se cumple{
e− 1 + νP (ai) ≥ n− 1, para i = 1, . . . , e

e+ νP (ai) ≥ n− 1, para i = e+ 1, . . . , n.

Dado que e 6= n− 1, e 6= n y además e ≤ n se sigue e ≤ n− 2, luego{
νP (ai) ≥ n− e ≥ 2, i = 1, . . . , e

νP (ai) + 1 ≥ n− e ≥ 2, i = e+ 1, . . . , n.

Esto implica

µ(F , E, P ) = mı́n
{
νP (a1), . . . , νP (ae), νP (ae+1)+1, . . . , νP (an)+1

}
≥ 2,
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lo que contradice el hecho de que P sea una singularidad presimple.

Por otro lado, si e(E,P ) = n− 1, tendremos

(F , E) : ω = a1
dx1
x1

+ · · ·+ an−1
dxn−1
xn−1

+ andxn,

donde mcd(a1, . . . , an) = 1. En consecuencia, el saturado está generado

por la 1-forma

F : Ω = x2 · · ·xn−1a1dx1+· · ·+x1 · · ·xn−2an−1dxn−1+x1 · · ·xn−1andxn.

De esta expresión y de la hipótesis νP (F) = n− 1, se sigue νP (ai) ≥ 1,

para i = 1, . . . , n−1, y νP (an) ≥ 0. Como la singularidad P es presimple,

tenemos las siguiente opciones.

• Si νP (F , E, P ) = 0, tan solo νP (an) = 0 es posible, es decir, an es

unidad y podemos considerar an = 1. En consecuencia, los n−1 campos

tangentes a (F , E) están dados por xi
∂

∂xi
−ai

∂

∂xn
, con i = 1, · · · , n−1.

• Si ν(F , E, P ) = 1 = µ(F , E, P ), podemos considerar varias opcio-

nes. Si νP (an) = 0, resulta que an es unidad y el problema se reduce al

caso anterior. Si νP (ai) = 1, para algún i = 1, . . . , n− 1, digamos i = 1,

un cambio lineal de coordenadas lleva a
∂a1
∂xn

(0) = 1, y aśı se logra

a1 = xn +
∑
|I|≥2

aIx
I + xna

′,

con ν(a′) ≥ 1, donde el segundo término no contiene xn. Sea I0 =

(i01, . . . , i
0
n−1) = mı́n {I : aI 6= 0}, el mı́nimo con el orden lexicográfico

graduado. Si I0 =∞ se tiene aI = 0, para todo I, y en consecuencia xn
divide a a1. Mientras que de satisfacerse I0 <∞, mediante el cambio de

coordenadas xn = xn − aI0xI0 , reducimos la expresión a

a1 = xn − aI0xI0 +
∑
I≥I0

aIx
I + (xn − aI0xI0)a′.

74 Pro Mathematica, XXX, 59 (2017), 51-97, ISSN 2305-2430



Singularidades presimples y simples de foliaciones de codimensión uno

Nuevamente en a′ agrupamos los términos que contienen a xn y los

que no contienen a xn para expresar a′ =
∑
I>I1

a′Ix
I +xna

′′; obteniéndose

a1 = xn +
∑
I>I0

aIx
I + xna

′′′.

Al continuar con este proceso, podremos suponer que xn divide a a1, es

decir,

a1 = xnã1, con ν(ã1) = 0.

De ω ∧ dω = 0 se deriva que xn divide a ai para i < n, es decir,

ai = xnãi. La foliación adaptada (F , E) está generada por

ω = xnã1
dx1
x1

+ · · ·+ xnãn−1
dxn−1
xn−1

+ andxn.

Como ã1 es una unidad, nuevamente podemos suponer ã1 = 1. Luego

(F , E) está igualmente generada por la 1-forma

(F , E) : ω =
dx1
x1

+ ã2
dx2
x2

+ · · ·+ ãn−1
dxn−1
xn−1

+ an
dxn
xn

.

Por lo tanto, (F , E) tiene n− 1 campos tangentes dados por

x1ai
∂

∂x1
− xi

∂

∂xi
,

con i = 2, . . . , n, donde ai = ãj , j = 1, . . . n− 1. Observemos que en este

último caso formalmente se tiene e(E,P ) = n.

Finalmente, si e(E,P ) = n, la foliación adaptada (F , E) está gene-

rada por la 1-forma

(F , E) : ω = a1
dx1
x1

+ · · ·+ an
dxn
xn

,

donde mcd(a1, . . . , an) = 1. Luego, el saturado F está generado por la

1-forma

F : Ω = x2 · · ·xna1dx1 + · · ·+ x1 · · ·xn−1andxn.
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Como se tiene νP (F) = n − 1 para algún i, la serie ai es una unidad.

Si suponemos que esta es a1, pondremos, por supuesto, directamente

a1 = 1. Por lo tanto, podemos expresar

(F , E) : ω =
dx1
x1

+ a2
dx2
x2

+ · · ·+ an
dxn
xn

.

En conclusión los campos tangentes a (F , E) resultan ser

x1ai
∂

∂x1
− xi

∂

∂xi
, i = 2, . . . , n.

Teorema 5.6 (Cano-Cerveau). Si P es una singularidad presimple

para la foliación adaptada (F , E) en dimensión dos con νP (F) = 1,

entonces existen coordenadas formales (x1, x2) en ÔX,P tales que (F , E)

está generada por alguna de las siguientes 1−formas:

A. ω = λ1
dx1
x1

+ λ2
dx2
x2

, donde λ1, λ2 ∈ C∗;

B. ω = p1
dx1
x1

+ p2
dx2
x2

+ ϕ(xp11 x
p2
2 )

dx2
x2

, donde p1, p2 ∈ Z>0;

C. ω = dx1 + (−p1x1 + xp11 )
dx2
x2

, donde p1 ∈ Z>0.

Demostración. Por el lema 5.5, el valor e = e(F , E) es 1 ó 2 y la foliación

adaptada (F , E) está generada, dependiendo de e, por la 1-forma

ω = dx1 + a2
dx2
x2

ó ω =
dx1
x1

+ a2
dx2
x2

.

De este modo, existe un campo tangente a (F , E) dado

D2 = a2
∂

∂x1
− x2

∂

∂x2
, en el primer caso y por

D2 = x1a2
∂

∂x1
− x2

∂

∂x2
, en el segundo.
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Evidentemente, del campo D2 se puede recuperar la foliación adap-

tada. Vı́a el teorema 5.4 existen coordenadas, que seguimos denotando

por (x1, x2), en las que D2 se descompone como suma de su parte semi-

simple y nilpotente, es decir,

D2 = λ2x1
∂

∂x1
− x2

∂

∂x2
+

( ∑
m1+m2≥1

λ2m1−m2=λ2

am1m2
xm1
1 xm2

2

)
∂

∂x1
.

Para determinar D2, debemos hallar las soluciones del sistema

λ2(m1 − 1) = m2, donde m1 +m2 ≥ 1. (5.8)

Consideramos los siguientes casos.

Si m1 = 0, se tiene λ2 = −m2 ∈ Z≤0. Con ello el sistema (5.8)

arroja como única solución el par (m1,m2) = (0,−λ2). En consecuencia

el campo vectorial resulta ser

D2 = λ2x1
∂

∂x1
− x2

∂

∂x2
+ a(0,−λ2)x

−λ2
2

∂

∂x1
;

aśı (F , E) es de tipo C generada por

dx1 − (λ2x1 + a(0,−λ2)x
−λ2
2 )

dx2
x2

.

Si m1 = 1, se tiene m2 = 0, con λ2 es arbitrario. Por la proposición

5.3, el par (1, 0) no es solución del sistema (5.8). Luego, el campo es

lineal, es decir, se tiene

D2 = λ2x1
∂

∂x1
− x2

∂

∂x2
,

y la 1-forma que genera la foliación adaptada es de tipo A .

Si m1 ≥ 2, el número λ2 ha de ser racional positivo:

λ2 =
p2
q
∈ Q≥0.

Pro Mathematica, XXX, 59 (2017), 51-97, ISSN 2305-2430 77



P. Fernández, H. Neciosup, N. Saravia

Además, el campo se podrá escribir

D2 = λ2x1
∂

∂x1
− x2

∂

∂x2
+ x1ϕ(xq1x

p2
2 )

∂

∂x2
,

con ν0(ϕ) ≥ 1. Luego, la forma que genera la foliación adaptada es de

tipo B.

Teorema 5.7. Supongamos que G ⊂ m̂Θ̂X,P sea una álgebra de Lie

abeliana de dimensión finita. Entonces existen dos álgebras G1 y G2 de

dimensión finita en m̂Θ̂X,P tales que se satisface

• G ⊂ G1 ⊕ G2,

• si D ∈ G1 (respectivamente D ∈ G2), entonces D es semisimple (res-

pectivamente nilpotente),

• [G1,G2] = 0.

Demostración. Tomemos la parte semisimple DS y nilpontente DN de

cada elemento D ∈ G para obtener las algebras

G1 = {DS : D ∈ G} y G2 = {DN : D ∈ G};

con esto quedan constatadas las dos primeras propiedades.

Para demostrar el tercer item, consideremos la adjunta del operador

D ∈ m̂Θ̂X,P dado por

adD : m̂Θ̂X,P −→ m̂Θ̂X,P

F 7−→ [D,F ].

Este operador lineal se descompone en su parte semisimple y nilpotente

de manera única:

adD = adSD + adND ,

donde [adSD, adND ] = [adND , adSD]. Más aún, tenemos que se cumple

adSD = adDS
y adND = adDN

.

Como G es una álgebra conmutativa, para D,D′ ∈ G tenemos

adD(D′) = [D,D′] = 0,
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lo cual significa queD′ es un autovector de adD con autovalor nulo. Por lo

expuesto, tenemos la misma situación para adSD = adDS
. Aśı tendremos

adD′(DS) = [D′, DS ] = −[DS , D
′] = −adDS

(D′) = 0,

es decir, DS será un autovector de adD′ . Luego, también es un autovector

para adSD′ = adD′S y cumplirá

[D′S , DS ] = adD′S (DS) = 0.

Esto prueba que G1 es una álgebra de Lie abeliana.

Por último, de las tres últimas identidades se tiene directamente

[DS , D
′
N ] = 0 y [DN , D

′
N ] = 0,

y G2 resulta una algebra de Lie abeliana.

El siguiente resultado es consecuencia de la proposición 5.1.

Proposición 5.8. Sea G ⊂ m̂Θ̂X,P una álgebra de Lie abeliana de di-

mensión finita y (x′1, . . . x
′
s), con 1 ≤ s ≤ n, coordenadas formales tales

que D(x′i) = λ′i(D)x′i, con λ′i(D) ∈ C, i = 1, . . . , s, para todo D ∈ G. En-

tonces existe un sistema de coordenadas formales (x1, . . . , xn) de ÔX,P
tal que

D =

n∑
i=1

λi(D)xi
∂

∂xi
, para todo D ∈ G,

donde xi = x′i y λi(D) = λ′i(D) para i = 1, . . . , s y D ∈ G.

Demostración. En cada paso de la recurrencia definida en la proposición

5.1 hay que aplicar un hecho conocido: una familia de operadores que

conmutan entre śı se puede diagonalizar simultáneamente en una base

donde cada una de ellas es diagonalizada. A partir de alĺı, la prueba sigue

el rumbo de la proposición 5.1.

Sea G ⊂ M̂Θ̂X,P un álgebra de Lie abeliana de dimensión finita.

Por la proposición anterior, existen coordenadas formales (x1, . . . , xn)

que linealizan simultaneamente los DS para todo D ∈ G.
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Dada D ∈ G una derivación, denotemos por

λ(D) = (λ1(D), . . . , λn(D))

los correspondientes autovalores. Por el teorema 5.7 tenemos

[DS , D
′
N ] = 0, para todo D,D′ ∈ G.

Esto significa que D = DS +DN puede ser reescrito como

D =

n∑
j=1

λj(D)xj
∂

xj
+

n∑
j=1

∑
|I|≥1

〈λ(D),I〉=λj(D), ∀D∈G

aI,j(D)xI
∂

xj
. (5.9)

Teorema 5.9 (Cano). Sea P una singularidad presimple para la fo-

liación adaptada (F , E) y tal que νP (F) = n − 1, con tipo dimensio-

nal τ = τP (F , E). Entonces existen coordenadas formales (x1, . . . , xn)

tales que las componentes no dicŕıticas End de E están contenidas en

∪τi=1(xi = 0) y (F , E) es generado por ω = 0; acá ω resulta de uno de

los siguientes tres tipos.

A. Existen λi ∈ C∗, i = 1, . . . , τ , tales que

ω =

τ∑
i=1

λi
dxi
xi
.

B. Existen 1 ≤ k ≤ τ , p1, . . . , pk ∈ Z>0, (α2, . . . , ατ ) ∈ Cτ−1 − {0},
αk+1, . . . , ατ ∈ C∗, ϕ ∈ C[[t]], ϕ(0) = 0 tales que

ω = p1
dx1
x1

+ · · ·+ pk
dxk
xk

+ ϕ(xp11 · · ·xpkk )

(
τ∑
i=2

αi
dxi
xi

)
.

C. Existen 2 ≤ k ≤ τ , p2, . . . , pk ∈ Z>0, (α2, . . . , ατ ) ∈ Cτ−1 − {0},
αk+1, . . . , ατ ∈ C∗ tales que

ω = dx1−x1
(
p2
dx2
x2

+ · · ·+ pk
dxk
xk

)
+(xp22 · · ·xpkk )

(
τ∑
i=2

αi
dxi
xi

)
.
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Demostración. Trabajamos por inducción sobre n.

Para n = 2, se tiene necesariamente τ = 2 y el resultado es el

teorema 5.6.

Supongamos entonces que el resultado se cumple para n − 1. Si la

dimensión es n, podemos suponer τ = n, caso contrario tenemos un

campo regular D tangente a F , y al rectificar D se tendrá τ ≤ n− 1 con

lo que por la hipótesis inductiva obtenemos el resultado deseado. Por

otro lado, la multiplicidad de F en el punto P es νP (F) = n − 1. Del

lema 5.5 tenemos n−1 ≤ e(E,P ) ≤ n. Dependiente del valor de e(E,P )

se tienen las 1-formas

I. ω = dx1 +

n∑
i=2

ai
dxi
xi

,

II. ω =
dx1
x1

+

n∑
i=2

ai
dxi
xi

que generan la foliación adaptada (F , E). Luego, existen n − 1 campos

tangentes a (F , E) dados por:

Dj = aj
∂

∂x1
− xj

∂

∂xj
, j = 2, . . . , n en el caso Iy

Dj = x1ai
∂

∂x1
− xj

∂

∂xj
, j = 2, . . . , n en el caso II.

Evidentemente, estos campos permiten recuperar la foliación adaptada.

Al aplicar el teorema 5.7 al ágebra conmutativa de dimensión finita de-

finida por

G = CD2 + · · ·+ CDn,

aparecen coordenadas formales donde cada Di se expresa como la su-

ma de su parte semisimple y nilpotente, con la parte semisimple lineal

en estas coordenadas. Aśı, en estas nuevas coordenadas (que seguimos

denotando por (x1, . . . , xn)), se tendrá

Dj = λjx1
∂

∂x1
−xj

∂

∂xj
+

( ∑
m1+···+mn≥1

λim1−mi=λi para i=2,...,n

ajm1···mn
xm1
1 · · ·xmn

n

)
∂

∂x1
,
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para j = 2, . . . , n; obsérvese que el tercer término es nilpotente por la

proposición 5.3. Para determinar estos campos debemos hallar soluciones

del sistema

λi(m1 − 1) = mi, i = 2, . . . , n; sujeto a m1 + · · ·+mn ≥ 1. (5.10)

Con m1 en mente tenemos tres situaciones a considerar.

Si m1 = 1, entonces el sistema (5.10) no tiene solución; es decir, los

campos

Dj = λjx1
∂

∂x1
− xj

∂

∂xj
, j = 2, . . . , n,

son lineales. Por lo tanto, la 1-forma que genera la foliación adaptada

(F , E) es de tipo A.

Si m1 ≥ 2, los λi =
pi
q
∈ Q≥0, para i = 2, . . . , n, son racionales

positivos. En este caso, los campos se escriben

Dj = λjx1
∂

∂x1
− xj

∂

∂xj
+ x1ϕi(x

q
1x
p2
2 · · ·xpnn )

∂

∂x1
,

con ν0(ϕ) ≥ 1. Por la condición de integrabilidad ϕi = αiϕ, resulta que

(F , E) es de tipo B.

Si m1 = 0, se tendrá λi = −mi ∈ Z≤0, i = 2, . . . , n. El sistema (5.10)

tendrá aśı una única solución (m1,m2, . . . ,mn) = (0,−λ2, . . . ,−λn). Los

campos vectoriales quedan presentados cual

Dj = −mix1
∂

∂x1
− xj

∂

∂xj
+
(
ai(0,−λ2,··· ,−λn)

x−λ2
2 · · ·x−λn

n

) ∂

∂x1
.

En consecuencia (F , E) es de tipo C y

dx1 + x1

(
p2
dx2
x2

+ · · ·+ pk
dxk
xk

)
+ xp22 · · ·xpkk

(
α2
dx2
x2

+ · · ·+ αn
dxn
xn

)
es la 1-forma que genera la foliación adaptada (F , E).

Sean las foliaciones generadas por las formas ω de tipo A y B como

en el teorema 5.9. Un vector v definido por

v =

{
(λ1, . . . , λτ ); en el caso A.

(αk+1, . . . , ατ ); en el caso B,
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es llamado vector residual de la forma normal ω.

Sea v = (v1, . . . , vs) un vector de Cs. Una s-upla n = (n1, . . . , ns) ∈

Zs≥0 es una resonancia de v si 〈n, v〉 =

s∑
i=1

nivi = 0. El vector v es no

resonante si la única resonancia es n = 0.

Una singularidad presimple P de (F , E) es llamada simple cuando

(F , E) es generada por una 1-forma normal de tipo A o B y el vector

residual es no resonante.

6. Singularidades presimples con hojas ce-

rradas

En esta última sección estudiaremos las foliaciones definidas en un en-

torno de una singularidad presimple donde todas las hojas son cerra-

das. Un tipo especial de estas foliaciones son las foliaciones con integral

primera meromorfa alrededor de una singularidad presimple. Para este

estudio revisaremos el paso de las singularidades presimples a las simples

estudiadas por F. Cano [3] y por M. Fernández [5].

6.1. Singularidades de tipo C

En este apartado estudiaremos las singularidades presimples de tipo C

de tipo dimensional τ , con k ∈ N tal que 2 ≤ k ≤ τ , como en el teorema

5.9 . Por simplicidad, solo trataremos el caso de tipo dimensional τ = 3,

lo que implica analizar los casos k = 2 y k = 3. Cuando la dimensión es

mayor el estudio es análogo (ver [5]).

Si k = 2, la foliación adaptada (F , E) está definida por

ω = dx1 − p2x1
dx2
x2

+ xp22

(
α2
dx2
x2

+ α3
dx3
x3

)
. (6.1)

Las singularidades y las separatrices de la foliación F son

Sing(F) = (x1 = x2 = 0) ∪ (x2 = x3 = 0) y
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Sep(F) = (x2 = 0) ∪ (x3 = 0).

Realicemos una explosión con centro en la recta Y1 : x1 = x2 = 0.

La variedad (X(1), E(1), π(1)), donde E(1) = (π(1))−1(Y1), aśı obtenida

es cubierta por dos sistemas coordenadas, ver figura 1. Analicemos la

transformada de la foliación en cada una de ellas

x1

x2

x3

Dulac silla nodo

Regular

Dulac resonante - traza
x3 x3

x2

x1

s t

Figura 1: Cortes transversales a los ejes coordenados en torno de una

singularidad de tipo C y explosión con centro Y1.

En las coordenadas (t, x2, x3) de X(1), donde la explosión π(1) es

determinada por la relación x1 = tx2, la transformada de la foliación

(F , E) queda impĺıcita por la 1−forma

(π(1))∗ω

x2
= dt− (p2 − 1)t

dx2
x2

+ xp2−12

(
α2
dx2
x2

+ α3
dx3
x3

)
,

y su tipo de singularidad coincide con en de la foliación (6.1), al cambiar

p2 − 1 por p2.

En las coordenadas (x1, s, x3) de X(1), donde π(1) es determinada

por la relación x2 = sx1, la transformada de la foliación adaptada queda

definida por la 1-forma

− (π(1))∗ω

x1
= (p2−1)

dx1
x1

+p2
ds

s
+sp2xp2−11

(
−α2

dx1
x1
− α2

ds

s
− α3

dx3
x3

)
.

84 Pro Mathematica, XXX, 59 (2017), 51-97, ISSN 2305-2430



Singularidades presimples y simples de foliaciones de codimensión uno

Si suponemos p2 > 1 (el caso p2 = 1 será tratado a continuación),

entonces esta singularidad es presimple de tipo B con vector de reso-

nancia −α3 6= 0. Por definición, la singularidad es no resonante y, por

consiguiente, es simple.

Supongamos que hemos realizado p−1 explosiones a partir de (6.1)

con centro los ejes coordenados que aún no son simples. La transformada

de la foliación está descrita por la 1−forma

ω = dx1 − x1
dx2
x2

+ x2

(
α2
dx2
x2

+ α3
dx3
x3

)
.

Realicemos una explosión adicional con centro la recta Y2 : x1 = x2 = 0

y determinemos cómo es la transformada de la foliación sobre la va-

riedad (X(2), E(2), π(2)), donde E(2) = (π2)−1(Y2). En las coordenadas

(t, x2, x3), donde π(2) localmente está dada por la relación x1 = tx2, se

tiene
(π(2))∗ω

x2
= dt+ α2

dx2
x2

+ α3
dx3
x3

,

de tipo dimensional 2; esto equivale a que α2
dx2
x2

+α3
dx3
x3

sea simple en

(C2, 0).

En las coordenadas (x1, s, x3), donde π(2) localmente está dada por

la relación x2 = sx1, tenemos

(π(2))∗ω

x1
= α2s

dx1
x1

+ (−1 + α2s)
ds

s
+ α3s

dx3
x3

= (−1 + α2s)
ds

s
+ s

(
α2
dx1
x1

+ α3
dx3
x3

)
=

ds

s
+ s(−1 + α2s)

−1
(
α2
dx1
x1

+ α3
dx3
x3

)
=

ds

s
+ ϕ(s)

(
α2
dx1
x1

+ α3
dx3
x3

)
, con ϕ(0) = 0.

Ahora debemos eliminar la resonancia
−n
m

=
α3

α2
∈ Q−, con n,m enteros

positivos. Para ello se toma α3 = −n y α2 = m con m > n. De todo esto
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logramos

ω1 =
ds

s
+ ϕ(s)

(
m
dx1
x1
− ndx3

x3

)
. (6.2)

En adelante realizaremos explosiones con centro en ĺıneas proyecti-

vas (curvas compactas). Comenzamos con la ĺınea proyectiva Y3, dada

localmente por las ecuaciones x1 = x3 = 0. La variedad (X(3), E(3), π(3)),

donde E3 = (π(3))−1(Y3), obtenida por esta explosión es cubierta nueva-

mente por dos sistemas de coordenadas, ver figura 2. En las coordenadas

(x1, x2, u), donde π(3) está dada por la relación x3 = ux1, se tiene

(π(3))∗ω1 =
ds

s
+ ϕ(s)

(
(m− n)

dx1
x1
− ndu

u

)
,

la cual resulta resonante. Y en las coordenadas (v, x2, x3), donde π(3)

está dada por la relación x1 = vx3, se tiene

(π(3))∗ω1 =
ds

s
+ ϕ(s)

(
(m− n)

dx3
x3

+m
dv

v

)
,

la cual resulta no resonante.

x3

x1

s

· · · · · ·

s s

x3
v u x

1

s s

Figura 2: Proceso de reducción de singularidades de (6.2).

Continuando con este proceso, determinado por el algoritmo de la

división de m y n, la foliación dada por (6.2) es transformada en la

foliación definida por la 1−forma

ω2 =
ds

s
+ ϕ(s)

(
dx1
x1
− dx3

x3

)
. (6.3)
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Realicemos una explosión más con centro en la ĺınea proyectiva Y4, que

en estas coordenadas está dada, localmente, por las ecuaciones x1 = x3 =

0, como en los casos anteriores. La variedad obtenida (X(4), E(4), π(4))

necesita dos sistemas de coordenadas para ser descrita.

En las coordenadas (x1, s, u), en donde π(4) es dada por la relación

x3 = ux1, se tiene

(π(4))∗ω2 =
ds

s
− ϕ(s)

du

u
.

Esta foliación es dicŕıtica de tipo dimensional 2 con una silla nodo sobre

el divisor de ecuación x1 = 0.

En las coordenadas (v, s, x3), donde π(4) es definida por la relación

x1 = vx3, se tiene

(π(4))∗ω2 =
ds

s
+ ϕ(s)

dv

v
.

Nuevamente, la foliación es dicŕıtica de tipo dimensional 2, que es una

silla nodo sobre el divisor de ecuación x3 = 0.

En resumen, el tipo de singularidad (6.1) no tiene todas sus hojas

cerradas puesto que tiene una silla nodo (ver [1]).

Si k = 3, la foliación (F , E) está definida por

ω = dx1 − x1
(
p2
dx2
x2

+ p3
dx3
x3

)
+ xp22 x

p3
3

3∑
i=2

αi
dxi
xi
. (6.4)

La singularidad de F está formada por tres rectas

Sing(F) = (x2 = x3 = 0) ∪ (x1 = x3 = 0) ∪ (x1 = x2 = 0).

Las rectas (x1 = x3 = 0) y (x1 = x2 = 0) son singularidades de tipo

traza (ver [4]), donde se tiene

Sep(F) = (x2 = 0) ∪ (x3 = 0).

Realizamos una explosión con centro en Y1 : x1 = x2 = 0 y analizamos

la transformada de la foliación sobre la variedad inducida por esta explo-

sión (X(1), E(1), π(1)), donde E(1) = (π(1))−1(Y1). Esta variedad queda
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descrita por dos sistemas de coordenadas. En las coordenadas (x3, x2, t),

donde π(1) es determinada por la relación x1 = tx2, se tiene

(π(1))∗ω

x2
= dt−t

(
(p2 − 1)

dx2
x2

+ p3
dx3
x3

)
+xp2−12 xp33

(
α2
dx2
x2

+ α3
dx3
x3

)
,

foliación que resulta del mismo tipo que la dada por (6.4) al cambiar p2
por p2−1. En las coordenadas (s, x1, x3), donde π(1) es determinada por

la relación x2 = sx1, se obtiene la 1−forma

− (π(1))∗ω

x1
= (p2 − 1)

dx1
x1
− p2

dx2
x2

+ p3
dx3
x3

+

+ sp2xp2−11 xp33

(
−α2

ds

s
− α2

dx1
x1
− α3

dx3
x3

)
,

la cual define una foliación con una singularidad presimple de tipo B. Si

p2 > 1 no hay vector residual y por lo tanto la singularidad será simple.

Si p2 = 1, entonces el vector residual es −α2 6= 0 y al no tener resonancia,

la singularidad es también simple.

Ahora realizamos una explosión con centro Y2 : x1 = x3 = 0 (ver

figura 3) y analizamos la transformada de la foliación sobre la varie-

dad (X(2), E(2), π(2)) inducida por esta explosión. En las coordenadas

(s, x2, x3), donde π(2) es determinada por x1 = sx3, de (6.4) se obtiene

(π(2))∗ω

x3
= ds−s

(
(p3 − 1)

dx3
x3

+ p2
x2
x2

)
+xp22 x

p3−1
3

(
α2
dx2
x2

+ α3
dx3
x3

)
,

foliación en la que se ha cambiado p3 por p3 − 1. En las coordenadas

(s, x2, x3), donde π(2) está definida por la relación x3 = tx1, se tiene

gracias a (6.4) la siguiente expresión

− (π(2))∗ω

x1
= (p3 − 1)

dx1
x1
− p2

dx2
x2

+ p3
dt

t
+

+ xp3−11 xp32 t
p3

(
−α3

dx1
x1
− α2

dx2
x2
− α3

dt

t

)
.
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x1

x2

x3

x2

x2

x1

x3

s

t

Figura 3: Explosión con centro Y2.

Esta singularidad es de tipo B. Si p1 > 1 no hay vector residual y

por consiguiente es una singularidad simple. Cuando p1 = 1, el vector

residual es −α2 6= 0, no resonante, y en consecuencia también simple.

Supongamos que hemos realizado p3 − 1 explosiones con centro el

eje x3 y p2−1 explosiones con centro el eje x2 a la foliación inducida por

la 1−forma (6.4). La foliación transformada por estas explosiones queda

definida por la 1−forma

ω = dx1 − x1
(
dx2
x2

+
dx3
x3

)
+ x2x3

(
α2
dx2
x2

+ α3
dx3
x3

)
.

Si realizamos una explosión adicional con centro el eje x3, esta explosión

genera una variedad (X(3), E(3), π(3)), donde X(3) es cubierta por dos

sistemas coordenadas. Analicemos la foliación transformada en cada una

de ellas.

En las coordenadas (t, x2, x3), donde π(3) está dada por la relación

x1 = tx2, obtenemos

ω1 = dt− tdx3
x3

+ x3

(
α2
dx2
x2

+ α3
dx3
x3

)
.

Observe que ω1 es equivalente a (6.1). Luego se sigue como en el caso
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k = 2. Es decir, se realiza una explosión adicional con centro el eje x3 y

a continuación se elimina la resonancia que aparece en una componente

dicŕıtica de la foliación inducida.

En las coordenadas (x1, s, x3), donde π(3) está definida por la rela-

ción x2 = sx1, se tiene

(π(3))∗ω = dx1 − x1
(
dx1
x1

+
ds

s
+
dx3
x3

)
+

+ x1sx3

(
α2

(
dx1
x1

+
ds

s

)
+α3

dx3
x3

)
= −x1

(
ds

s
+
dx3
x3

)
+ x1sx3α2

(
dx1
x1

+
ds

s

)
=
ds

s
+
dx3
x3

+ α2sx3

(
dx1
x1

+
ds

s

)
.

Aśı, el vector residual es 1 y es, por lo tanto no resonante. Por consi-

guiente la singularidad es simple. Aśı, la foliación definida por (6.4) no

puede tener todas sus hojas cerradas dado que admite una silla nodo.

Concluimos del análisis que las singularidades de tipo C no tienen

todas sus hojas cerradas (ver [1]).

6.2. Singularidades de tipo B

En este apartado analizaremos las singularidades de tipo B que tienen

todas sus hojas cerradas. En este caso, la foliación está definida por la

1−forma

ω =

k∑
i=1

pi
dxi
xi

+ ψ (xp11 · · ·xpkk )

 τ∑
j=2

αi
dxi
xi

 ,

donde p1, . . . pk ∈ Z>0, (α2, . . . , ατ ) ∈ Cτ−1 − {0}, αk+1, . . . , ατ ∈ C∗,
ϕ ∈ C[[t]], ϕ(0) = 0. Estas foliaciones tienen singularidades y separatrices
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dadas por las ecuaciones

Sing(F) =

τ⋃
i=1

(x1 = . . . = xi−1 = xi+1 = . . . = xτ = 0),

Sep(F) =

τ⋃
i=1

(xi = 0).

Para k = τ = 3, tenemos

ω = p1
dx1
x1

+ p2
dx2
x2

+ p3
dx3
x3

+ ψ (xp11 x
p2
2 x

p3
3 )

(
α2
dx2
x2

+ α3
dx3
x3

)
.

Como se tiene p1, p2, p3 > 0, la singularidad no admite vector residual,

y es simple.

Para k = 2, τ = 3 tenemos

ω = p1
dx1
x1

+ p2
dx2
x2

+ ψ (xp11 x
p2
2 )

(
α2
dx2
x2

+ α3
dx3
x3

)
.

Como se tiene p1, p2 > 0, el vector residual es α3 6= 0 y no hay resonancia:

es simple. Observemos que en este caso los ejes x1 y x2 son sillas nodos

de tipo dimensional dos.

Para k = 1, τ = 3 se tiene

ω = p1
dx1
x1

+ ψ (xp11 )

(
α2
dx2
x2

+ α3
dx3
x3

)
.

Como p1 > 0, el vector residual es (α2, α3) y la resonancia surge cuando

se tiene

− n
m

=
α2

α3
∈ Q−, n,m > 0.

De este modo, hay que continuar el algoritmo de la división aplicado a

n y m. Al explotar únicamente el eje x1 (x2 = x3 = 0), en el penúltimo

paso logramos

p1
dx′1
x′1

+ ψ(xp11 )

(
dx′2
x′2
− dx′3

x′3

)
.

Una explosión más con centro el eje x1 lleva a una variedad (X ′, E′, π),

con E′ un divisor dicŕıtico. En las coordenadas (x′2, t, x
′
3), la aplicación
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π′ está dada por x2 = tx3. La foliación transformada está definida por

la 1−forma

p1
dx′1
x′1

+ ψ(xp11 )
dt

t
,

esto es, una silla-nodo.

En las coordenadas (x′2, s, x
′
3), la aplicación π queda determinada

por la relación x3 = sx2. La foliación transformada está definida por la

1−forma

p1
dx′1
x′1

+ ψ(xp11 )
ds

s
,

que también representa una silla-nodo.

En resumen, las singularidades de tipo B con τ = k, son foliaciones

que pueden tener sus hojas cerradas; en los demás casos siempre tenemos

sillas-nodos y por lo tanto, no será posible que todas sus hojas sean

cerradas (ver [1]).

6.3. Singularidades de tipo A

En este caso, la foliación está dada por la 1−forma

ω =

τ∑
i=1

λidxi = λ1
dx1
x1

+ λ2
dx2
x2

+ λ
dx3
x3

, λ∗i ∈ C.

Solo analizaremos el caso τ = 3 y supondremos además que es resonante.

Consideremos los Q−espacios vectoriales V0 y W0 definidos por

V0 =
{
r ∈ Q3 : r1λ1 + r1λ2 + r3λ3 = 0

}
,

W0 =

t ∈ Q3 :

3∑
j=1

rjtj = 0, para todo r ∈ V0

 .

Observemos que la condición dimV0 = 0 equivale a que el vector

residual (λ1, λ2, λ3) sea no resonante. Aśı, tenemos

dimV0 + dimW0 = 3 y 1 ≤ dimV0 ≤ 2.
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(λ1, λ2, λ3)
W0

V
0

V
0

Figura 4: Q−espacios vectoriales V0,W0, a partir de (λ1, λ2, λ3).

Analicemos los dos posibles casos: dimV0 = 1 y dimV0 = 2.

Cuando dimV0 = 1, consideremos r0 = (r1, r2, r3) una resonancia

de (λ1, λ2, λ3), con mcd(r1, r2, r3) = 1. Veamos el comportamiento al

realizar una explosión con centro Y0 = Tij = (xi = 0)∩ (xj = 0). Al fijar

dos ı́ndices i, j con ri, rj > 0, sin perdida de generalidad consideremos

i = 1, j = 2 y r1 > r2. La explosión π con centro Y0, genera la variedad

(X ′, E′, π), donde E′ = π−1(Y0). Esta variedad está descrita por dos

sistemas de coordenadas (ver figura 5 ).

En las coordenadas (t, x2, x3), donde π está dada por la relación

x1 = tx2, la transformada de la foliación queda definida por la 1−forma

(π)∗ω = λ1

(dt
t

+
dx2
x2

)
+ λ2

dx2
x2

+ λ3
dx3
x3

= λ1
dt

t
+ (λ1 + λ2)

dx2
x2

+ λ3
dx3
x3

.

Una resonancia (s1, s2, s3) del vector residual (λ1, λ1 + λ3, λ3) es

tal que s1λ1 + s2(λ1 + λ2) + s3λ3 = 0, que es lo mismo que escribir

(s1 +s2)λ1 +s2λ2 +s3λ3 = 0. Aśı, podemos suponer mcd(s1, s2, s3) = 1.

Como dimV0 = 1, se tiene nr1 = s1 + s2, nr2 = s2 y nr3 = s3 para

algún n ∈ Z, n ≥ 0. Dado que ambas resonancias tienen máximo común
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x1

x2

x3 x3 x3

x1

x2
ts

Figura 5: Explosión con centro Y0 = Tij .

divisor igual a 1, se tiene

s1 = r1 − r2, s2 = r2, s3 = r3.

Por otro lado, al tenerse r1 > r2, hay sitio para resonancias siempre y

cuando queden sujetas a

s1 + s2 + s3 < r1 + r2 + r3.

En las coordenadas (x1, s, x2), donde π está definida por la rela-

ción x2 = x1s, la transformada de la foliación está determinada por la

1−forma

(π′)∗ω = λ1
dx1
x1

+ λ2

(ds
s

+
dx1
x1

+ λ3
dx3
x3

)
= (λ1 + λ2)

dx1
x1

+ λ2
ds

s
+ λ3

dx3
x3

.

Sea (s1, s2, s3) una resonancia de (λ1 + λ2, λ2, λ3), esto es, valores que

cumplen s1(λ1 +λ2) + s2λ2 + s3λ3 = 0, lo que equivale a escribir s1λ1 +

(s2 + s1)λ2 + s3λ3 = 0. Como dimV0 = 1, de s1 = nr1, s1 + s2 =

nr2 y s3 = nr3 se pasa a

s2 = n(r2 − r1).
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Ahora, como se cumple s2 ≥ 0 y r2−r1 < 0, necesariamente se tiene n =

0. Luego (λ1 + λ2, λ2, λ3) es no resonante y por lo tanto, la singularidad

es simple.

Supongamos ahora dim(V0) = 2. Entonces existe α ∈ C∗ tal que

α(λ1, λ2, λ3) = (p,−q,−n),

donde p, q ∈ Z+. En efecto, sea {(r1, r2, r3), (s1, s2, s3)} una base de V0.

Una menor de la matriz, formada por los vectores de la base de V0,

es diferente de cero. Supongamos que esta menor es r1s3 − s1r3 6= 0.

Aśı, al multiplicar por s1 y por r1 obtenemos r1λ1 + r2λ2 + r3λ3 = 0 y

s1λ1 + s2λ2 + s3λ3 = 0, respectivamente. En consecuencia, arribamos a

λ3
λ2

=

(
s1r1 − r1s2
s1r3 − r1s3

)
=
p3
p2
∈ Q′,

con p2, p3 ∈ Z. Luego, al multiplicar por
p2
λ2

la ecuación r1λ1 + r2λ2 +

r3λ3 = 0, obtenemos

r1
λ1
λ2
p2 + r2p2 + r3p3 = 0; (6.5)

Aśı,
λ1
λ2

=
p′1
p′2
∈ Q y al multiplicar (6.5) por p′2 llegamos a r1p1 +

r2p2 + r3p3 = 0. Por lo tanto α =
p2p
′
2

λ2
∈ C∗ satisface α(λ1, λ2, λ3) =

(p1, p2, p3) ∈ Z3.

Ahora, por la existencia de una resonancia, las tres componentes no

pueden ser positivas (o negativas) simultáneamente. Podemos asumir que

al multiplicar por el signo adecuado dos son positivas y una negativa,

digamos p3 = p ∈ Z+, p2 = −q y p3 = −n con q, n ∈ Z+. En esta

situación, realizamos una explosión con centro x1 = x2 = 0 o x1 = x3 =

0. El vector residual es (p− q,−q,−n) o (p, q− p,−n), respectivamente.

En ambos casos la suma de las componentes del vector residual es menor

que la suma de las componentes del vector (p,−q,−n). Este proceso no

se puede repetir indefinidamente.

Resumimos lo trabajado en esta sección en dos teoremas.
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Teorema 6.1 (Cano, Fernández). Las singularidades presimples tras un

número finito de explosiones con centro permitidos en curvas regulares

se transforman en singularidades simples.

Teorema 6.2. Las singularidades presimples de tipo C y las tipo B con

τ 6= k no tienen todas sus hojas cerradas.
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Abstract

In dimension 2 as in 3, singularity reduction of holomorphic foliations

of codimension 1 have two phases: first, from the given singularity to

the presimple singularity; second, form the presimple singularities to the

simple ones. In this article we establish the normal forms of presimple

singularities according to the papers [2], [4] and [3]. Also, we characterize

presimple singularities with closed leafs.
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pfernan@pucp.edu.pe

hneciosup@pucp.pe

nsaraviam@pucp.edu.pe

Pro Mathematica, XXX, 59 (2017), 51-97, ISSN 2305-2430 97


	9_primera_Percy
	10_fernandez

