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Ecuaciones Diferenciales y Sistemas Dindmicos*

Rodrigo Bamén *

Estos apuntes contienen dos partes bien definidas. La Primera, es una breve introduccién
a la teoria general de ecuaciones diferenciales incluyendo los teoremas de existencia y unicidad
de soluciones, diferenciabilidad con respecto a condiciones iniciales y algunos otros resultados
importantes, que por lo demés estin en todo texto de ecuaciones diferenciales. Si bien se
incluyen algunas demostraciones,hemos preferido describir métodos de resolucién y trabajar
con abundantes ejercicios.

La Segunda parte es una introduccién a la teoria cualitativa de las ecuaciones diferen-
ciales o Sistemas Dindmicos. Se dan algunos conceptos fundamentales para describir las
propiedades dinimicas de un sistema y se exponen algunos resultados fundamentales. Nue-
vamente aqui, se privilegian los ejemplos y los ejercicios.

Primera Parte

1 Existencia y Unicidad de soluciones

En esta parte, asi como en muchas otras hacia adelante, nos servird de texto guia el libro
"Licoes de equacoes diferenciais ordindrias” de Jorge Sotomayor.

Una ecuacién diferencial auténoma definida en un abierto U de R™ es un objeto de la

forma
z = f(z) zelU

donde f:U — R™ es una funcién por lo menos continua.

*Apuntes pars un curso dictado en Peri bajo el marco del convenio Sociedade Brasileira de
Matemética - Sociedad Peruana de Mateméticas y con aportes del .C.T.P.
tDepto.de Matemética, Facultad de Ciencias, Universidad de Chile. Casilla 653. Smmago Chile
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Una ecuacién no auténoma tiene la forma:
z = f(t,z) (tz)eQCRxR"
y f:9 — R" continuay {1 abierto.
Asociado a una ecuacién diferencial estd la nocién de solucién de la ecuacién.
Una golucién de
&= f(t,z) (t’z) en,
es una funcién diferenciable ¢ : I — R"™ (I intervalo de R) de modo que

te®)en Vtel,

2 (6) = f(t,0(0) Vel

Las siguientes notaciones suelen utilizarse

o) = ) = (0.

Ejemplo: Considere & = 3z%/* =z € R, ecuacién diferencial definida en la recta real.
‘Entonces ¢(t) =0 es una solucién. Otras soluciones son

0 t<e
¢e(t)={
(t-c)® t2¢

donde ¢ es un niimero arbitrario pero fijo.
El problema que consideraremos inicialmente es el siguiente: Dada una ecuacién diferen-
cial
z = f(t,z) (t,z) e CRxR",
) abierto, y dada una condicién inicial z(to) = 2o con (%o,20) € 2, ; cuéndo es que existe

una solucién ¢ : I = R™ con 1 € I tal que ¢(ty) = zo ? j cudndo o bajo qué condiciones,
ésta solucidn es tinica?. A éste problema se le suele llamar el problema de Cauchy.
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Ejemplo:Comprobar que
olt) = el ez,
es una solucién al problema de Cauchy:
z = a(t)z teR, z€eR
{ z(to) = 7o

Ejercicios: Resolver:
l.i=2? z(0)=20 z€R
2.2=az z(0)=20 z€R
3. 2=t-2? z(ts)=20 z€R
4 z2=Az z(0)=2o z€R"

A continuacién enunciamos los dos principales teoremas de existencia y unicidad de
soluciones para el problema de Cauchy:

{ 2= f(t,z)

z(to) = o
Recordamos que una funcién f : 2 = R" con 2 € R x R*, ) abierto, se dice
Lipschitziana (en la segunda variable) en 2 si existe constante K tal que

1)

If(t,z) — f(t,9)| < K|z -yl
para todos (8,z), (t,y) € Q. . K se llama la constante de Lipschitz de f en 0.
Ejercicio:

a) Pruebe quesi f es Lipschitziana en ) entonces es continua con respecto a la segunda
variable. _

b) Pruebe que si f es diferenciable respecto a la segunda variable entonces en Lips-
_ chitziana.
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Teorema 1 Sea Q = I, x By donde

I, = {t/|t - to| < a}

By = {z/|z — zo| < 8}
y suponga |f|< M en Q.
Entonces;

a) (Peano) Si f es odntinua en 2 entonces (1) tiene al menos una solucién definida en
I, donde a = min{a,b/M}.

b) (Picard) Si f es continua y Lipschitziana en Q entonces (1) tiene una tnica solucién
definidaen I,.

En vez de pmbﬁ éste teorema (cuyas demostraciones se encuentran en todos los textos

de ecuaciones diferenciales) aqui sélo enunciamos algunos resultados necesarios para ésta
prueba.

Lema de la contraccién: Sea (X,d) un espacio métrico completoy F: X — X una
contraccién, es decir
d(F(z),F(y)) < Kd(z,y) con 0<K <1 Vz,y.

Entonces existe un tnico punto fijo p. Mds atin- Vz € XF*(z) - p si n — oo.
Teorema de Arzel&-Ascoli: Sea (X,d) un espacio métrico completo. Sea: F una familia
equicontinua de funciones ¢ : X — R. Si F es uniformemente acotada, entonces toda
sucesion {¢,} en F tiene una subsucesién uniformemente convergente en X.

2 Meétodos de resoluciéon de ecuaciones diferenciales.
Ahora que sabemos cuando una ecuacién diferencial tiene (al menos localmente) una solucién,

nos dedicaremos a dar informacién y describir algunos métodos para efectivamente encontrar
tal solucién.
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2.1 Ecuaciones lineales.

z = a(t)z
tiene solucién general
z(t) = ef oMoz

La solucién con condicién inicial z(to) =z e8 z(t) = ef"o '(')"zo.

2.2 Ecuacién lineal no homogénea.
Probar que
z =a(t)r + Yt) 2(to) =20

tiene solucién de la forma

st = el ey
para alguna funcién +(t). Encontrar 4(t) y por ende la solucién a

& =a(t)z + 1)
{ z(to) = zo

2.3 Variables separables.
Puesto que & = %, la ecuacién & = f(z) se escribe § = f(z), o bien % = dt.
Integrando
) dr t
L =L
se obtiene la solucién. Los mismo se puede hacer para las ecuaciones de variables separables
= g(t)f(2)-
Ejercicios:
a) Resuelva &= giy; & =651
b) z =tz%' z(0)=2.

o) §=ts
d) (1 + cosb)dr = rsenbdf.
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2.4 Ecuaciones lineales auténomas en varias variables.

t=Az con z€R"

y A una matriz real n x n se llama sistema lineal auténomo en R™.
Tiene por solucién general:

z(t) = etz
donde
A = T+tA+ 8+
= il gﬁ:
Ejercicios:

a) Considerar [|A]| = supyuges |l A(2)ll, probar que

lla- Bl < |AIBI
¥ que e#* converge para todo t. Probar que %‘ﬁ = Aett,

y grafique algunas curvas soluciones.
c) Pruebe que

( a —p ): ( cosft —senft
e\B o ) _cu

senfit cosft )
y grafique alguna de las curvas soluciones de

()-G20)
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Ejercicios:
a) Pruebe que si AB = BA entonces
(APBY _ Bt

Notacién: En lo que sigue la solucién del problema de Cauchy & = f(z) 2(0) =z, la
anotaremos por (t,zo). Es decir en una segunda coordenada ponemos el punto inicial
para t=0.

Ejercicio 5:
a) Compruebe que la solucién ¢(t,z,) de & = Az verifica (2 + 8, z0) = o(t, (s, 2o))-

b) Pruebe que toda solucién ¢(t,z,) de un sistema auténomo z = f(z) es aditiva, es
decir ‘P(t + s, 30) = ‘P(t’ V’(J, z1)))-

2.5 Sistemas de orden superior.
Una ecuacién diferencial de la forma

F(z,2',2",---,20*"V) = 2™ VeR Vi 2
se denomina ecuacibén diferencial de orden n.
Una solucién de (2) es una funcién z: I — R tal que

z)(t) = F(z(t),2'(t),- - -, 2"V(2)) vitel.
Ejemplos:

a) @ +pr’+kz=0 k>0, u>0. Oscilador arménico con roce .
b) 0" + ksend = 0. Péndulo sin roce.
Introduciendo variables u.u;dliﬁesesposible reducir una ecuyacién de orden n en un

sistema de orden 1. De hecho para una ecuacién de segundo orden F(z,z') = z”
denominando y =z’ se obtiene el sistema de primer orden:

Lo
y = F(z,y)
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Ejercicio:

a) Pruebe que si z(t) es solucién de F(z,z') = z" entonces (t) = (z(t),z'(t)) es
solucién de

o
v = F(z,9)
Reciprocamente, si (z(t),y(t)) es solucién de

Lo
vy = F(=z9)

entonces z(t) es solucién de F(z,z’) = z*.

b) Considere la ecuacién del oscilador arménico y transformela en un sistema de primer
orden.
Encuentre las soluciones del sistema correspondiente.

c) Pruebe que si los autovalores de una matriz 2 dimensional A son complejos entonces
las soluciones de # = Az espiralan en torno al origen. Pruebe el reciproco.

d) Averigue cuindo las soluciones del oscilador arménico oscilan en torno al punto de
equilibrio. Interprete mecinicamente.

2.6 Cambio de variables

Dado un sistema & = f(z), z € R", a veces es conveniente escribir la misma ecuacién en
otras coordenadas. Suponga que y = ¥)(z) representa un cambio de coordenadas. Es decir
la funcién ¢ es diferenciable y tiene inversa z = ¢~*(y), también diferenciable. Entonces
por regla de la cadena

v =Dz
Reemplazando z y # se obtiene
¥ = Dp=f(2) = Dby f($7'(v))-

En resiimen:

§ = Dy f(#7'(¥)) ®

es la ecuacién z = f(z) en la nueva coordenada y.
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Ejercicio:
a) Pruebe que si z(t) es solucién de & = f(z) entonces y(t) = ¥(z(t)) es solucién de
(3) y reciprocamente .
b) Cambie coordenadas y = Pz en el sistema lineal = Az (aqui P es una matriz
invertible).
Observe que todo sistema & = Az se puede escribir mediante cambio de
coordenadas como un sistema lineal # = Jz con J una matriz de Jordan.

Ejercicio:
a) Pruebe que el cambio de variables z!~* =y transforma la ecuacién de Bernoulli
z = a(t)z + c(t)z™ en una ecuacién lineal.
b) Una ecuacién de la forma &= f(3) t#0 se llama ecuacién homogénea. Pruebe
que el cambio de variable 2z = yt transforma ésta ecuacién en una de variables
separables.

¢) Encuentre valores de @ y § de modo que & = at® + bz® se transforma en una
ecuacién homogénea mediante un cambio de variable z = y™. :

3 Algunos resultados fundamentales.

Sea & = f(x) una ecuacién diferencial auténoma definida en un abierto U de

R*. (i.e.f : U —» R"). Suponga f diferenciable. A partir del teorema de existencia y

unicidad local se prueba que para cada punto z € U existe una tinica solucién de

z=f(z) ;2(0)=2z dadapory,:I, = U con 0 € I, e I, intervalo maximal bajo estas

condiciones. _

Anotando la condicién inicial z en la segunda coordenada de ¢ se obtiene una funcién
¢:D={(t,z)/zel, tel;} U

tal que

W0)=z YD) =flplts) W Ve

La funcién ¢ se denomina el flujo de la ecuacién & = f(z).
En el siguiente teorema resumimos una serie de propiedades importantes del flujo.

Teorema 2° a) Si I, =(a,b) con b< co entonces p(t,z) — OU cuando t — b.
Andlogamente si a > —oo.
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b) La aplicacién @ : D — U es continua y verifica
le(t,z) — p(t,y)l < M|z — y] Vte N1,

donde K es una constante de Lipschitz para f en U (para la prueba use
desigualdad de Gronwall). _

¢) ¢: D = U es diferenciable. Mds aiin t — Dyp(t,z) es solucion del siguiente
sistema lineal no auténomo de ecuaciones diferenciales para matrices:

DfpenyZ Z € M(n xn)

{ z
20 =1 I la matriz identidad

d) detDyp(t, z) = elo Hvflete=))is
Esta férmula no es otra que la férmula de Liouville aplicada al sistema en c).
Ejercicio:
a) Considere el sistema auténomo & = f(z) con f diferenciable y divf =0. Pruebe
que el flujo del sistema preserva volumen.

b) Pruebe que dado ¢ >0 y T € I, T > 0, entonces existe é§ > 0 tal que
Tel, Yy con ly—z|<§ yademis |lp(t,z) —p(t,y)ll <e Ve€[0,T]

4 Miscelanea de Ejercicios.

a) Pruebe que las soluciones del sistema z = A(f)z z € R* forman una R—espacio
vectorial.
Sean z;{t) i=1,---,n soluciones de i = A(t)z tales que
z;(0) = ¢; = (0,0,---,0,1,0,---,0) donde el 1 estd en la i-esima coordenada.
Pruebe que toda solucién z(t) de &= A(t)z es combinacién lineal de las {z:i(t)}.

Resuelva
z
{ z(0)

B() = (2it) za(t) -+ 2n(t)

donde los z(t) se escriben como columnas es una matriz fundamental del sistema.
Pruebe que x(t) = ®(t)zo es la solucién al problema de Cauchy anterior.

A(t)z

To = (33’33,' . ’33)

La matriz
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b) Sean

(410 0 0) -1 1 .00 0)
04100 0 -1 0 0
A=|loo0o4 0 0| yB={0 0 200

000 1 1 0 0 00 -3

\0 00 -1 1) \0 0 03 0 )
i) Encuentre una base de soluciones para £ = Az y pruebe que toda solucién de esta
ecuacién tiende para 0 cuando ¢ — —oo.

ii) Encuentre la solucién z(t) de £ = Bz con z(0) = (ay,a3,a3,4a4,a5). Pruebe que
|£(t)| ‘es acotada si y solo si gy = a2 =a3=0.

c) Pruebe
i) |eA] < Ml ii) deteA = ETrazaa

d) Suponga que x no es valor propio de A. Pruebe que la ecuacién & = AX + e*'b
tiene una solucién de la forma z(t) = ve®.

e) Encuentre la solucién de % + z = g(t) con z(fo) =z z'(to) = z.

f) Pruebe que no necesariamente #(t) = efo 44 e5 matriz fundamental de
& = A(t)z. Encuentre condiciones bajo las cuales ésto si ocurre.

g) Haga un esquema aproximado de las soluciones de & = Az en los siguientes casos:

N R !
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Segunda Parte

Esta Segunda parte es algo independiente de la Primera. A quienes ya han seguido un
curso de Ecuaciones Diferenciales se les recomienda omitir la Primera Parte y comenzar por
la Segunda.

El punto fundamental aqui es que no nos interesa resolver ecuaciones diferenciales. Nos
interesa si, conocer propiedades geométricas o dindmicas de éstas: ; Existen soluciones
estacionarias?, ; periédicas?, | hay recurrencias?, jhay soluciones estables?, etc, etc. Estas
son tipos de preguntas que nos interesa responder para un sistema dado. Otro tipo de
inquietud tiene que ver con propiedades genéricas, estabilidad estructural, etc. No nos
detendremos mucho en éstos asuntos.

1 Generalidades

En todo primer curso de ecuaciones diferenciales aprendemos que

{;

es una ecuacién diferencial en dos variables z,y, (z,y) € U. En general se supone que
fy g son funciones diferenciales. Si escribimos X : U — R?, X(z,y) = (f(=,¥),9(z,¥))
entonces hablamos de un campo de vectores en U : a cada punto (z,y) € U se le asigna
un vector, a saber, X(z,y). Fig.la.

@(X(x.y) ( %/4—*(

Fig.1a: Campo de vector en U C R? Fig.1b: Flujo del Campo.

Sabemos también por los cursos de ecuaciones diferenciales que dado un campo de vec-
tores X en U ydado p € U, existe una tinica curva ¢ :Ja,b{— U con 0 €la,d], la, b
maximal, y tal que p(0) =p y ¢(t) = X(p(t)) Vt €]a,b].

Tal curva se llama solucién (u érbita) de X por p. El punto p sellama condicién inicial
y es costumbre anotar éste punto como segunda coordenada para . Es decir se escribe
@(t,p) y se habla del flujo de X. La condicién (t,p) = X(p(,p)) indica que (t,p) es
aquella curva que tiene su vector tangente ¢’(t,p) prescrito por el campo X. Fig.1b.

f(z,y) (z,9) €U, U abierto de R?
9(z,y)
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tiene flujo (2, (20, %0)) = (€'zo, ')

o N
w8
nu
@ 8

tiene flujo (2, (Zo, ¥0)) = (€0, €™"y0)

P,
@ §-
na
| 8
w2

{3270 demetiio winteotion= (S0 o) (%)

Si en cada uno de estos ejemplos graficamos en el plano cada una de sus érbitas, obten-
dremos las siguientes configuraciones de dérbitas:

1)——;;2._" 2) _Jr\\_ x 3) ]

Vemos asi que el conjunto de rbitas de un campo de véctores constituye una particién
del plano la cual denominamos configuracién de érbitas o diagrama de fase de X en U.

Ejemplo 4:
T = z—y . . _ ¢+ cost —sent Zg
{ i o= z+4y tiene flujo (¢, (2o, ¥0)) = ¢ (sent cost ) ( Yo )
y
y diagrama de fase:

En lo que sigue de éstas notas daremos informacién acerca de los diagramas de fase de
campos de vectores en el plano y en particular de campos polinomiales, es decir, campos
X(z,y) = (f(2,9),9(z,y)) donde fyg son expresiones polinomiales en z e y.

Observamos que en todos los ejemplos anteriores (que corresponden a campos polinomi- |
ales de grado 1) hemos dado expresiones explicitas para el flujo y a partir de éste (graficando
cada curva solucién) hemos encontrado el diagrama de fase correspondiente. Esto no sera
ni puede ser el procedimiento general para obtener diagramas de fase. Basta considerar por
ejemplo

z = —y+23
=z

157



para ver la dificultad de encontrar el flujo de un campo. Hacer esto significaria de hecho
resolver la ecuacién diferencial, y todos sabemos por los cursos de ecuaciones diferenciales
que son muy pocas las ecuaciones para las cuales se conocen métodos de resolucién.

Desde 1a invencién del clculo infinitesimal y la consiguiente aparicién de las ecuaciones
diferenciales, se intent6 por siglos (y fué objetivo principal) encontrar métodos para resolver
mas y mas tipos diferentes de ecuaciones diferenciales. Fué Henri Poincaré, en 1881, quien
puso énfasis no en la expresién cuantitativa de las soluciones, pero si en sus propiedades
cualitativas. A partir de entonces, crece el interés por estudiar propiedades geométricas y/o
topologicas de las soluciones de una ecuacién diferencial. Nacen nuevos conceptos, métodos
y perspectivas.

Estas notas corresponden a una breve introduccién al estudio de diagramas de fase de
campos de vectores en el plano. Definiremos algunos conceptos en términos de los cuales
podemos deicribir los diagramas de fase y daremos también algunos métodos para llegar a
describirlos. Daremos ejemplos sin hacer demostracién alguna, estas quedan para el lector.

Para terminar, digamos algunas palabras sobre campos polinomiales: El interés por este
tipo de campos tiene principalmente dos fuentes: la primera reside en que Henri Poincaré
inicié el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales considerando precisamente éstos
campos. Es interesante (y un desafio) notar que aiin quedan sin resolver importantes pre-
guntas, como por ejemplo las contenidas en el problema 16 de Hilbert, las cuales enunciamos
en la Seccién 3 de éstas notas. La otra fuente de interés reside en las aplicaciones. En efecto,
campos polinomiales en el plano modelan a menudo diversos tipos de fenémenos naturales:
oscilador harménico en mecénica, ecuacién de Van der Pol en circuitos electrénicos y otros,
ecuaciones de Volterra-Lotka en dindmica de poblaciones. Eeto para citar los ejemplos més
conocidos.

2 Diagrama de fase
En esta Seccién consideraremos campos
x{ &
¥y

con fyg diferenciales. Describimos conceptos y métodos para estudiar sus diagramas de
fase.

J(z.y)
g(z,y)

]

2.1 Singularidades y puntos regulares

Un punto (zo,y0) se dice singularidad de X si X (%o, ) = (0,0). En caso contrario se dice
que es un punto regular de X.

Si po = (zo,y0) es singularidad de X entonces (t,;) = py Vi. Es decir, la érbita
de X por py esti estacionada en py. Es por esto que a veces se le llama también

punto de equilibrio.
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En la vecindad de un punto regular py, las érbitas pasan con velocidades préximas a
X(po) (ver Figura) y el flujo en esa vecindad es un conjunto de curvas ”paralelas”.

En la vecindad de una singularidad las rbitas tienen diversos tipos de comportamientos.
Revisando los éjemplos vistos anteriormente encontramos los siguientes:

Esta singularidad se llama podo: las %
érbitas vecinas salen (nodo repulsor) o entran ——— o
(nodo atractor) de la singularidad con direcciones %

Esta singularidad se llama gilla. Hay dos J

érbitas que salen y dos que entran en la singularidad. j

Las demés érbitas pasan.

Eeta singularidad se llama gentro. Todas 4

las érbitas vecinas son curvas cerradas. —@‘
Esta singularidad se llama foco. Las

érbitas espiralan desde (foco repulsor) o @

hacia (foco atractor) la singularidad .
Si po = (Z0,40) es una singularidad de X = (f,g) entonces la matriz
(%é(m) %,t(po))
DX,, =
£ B

contiene informacién respecto a qué tipo de singularidad corresponde py. De hecho si
A1y Az son los valores propios de DX, entonces

i) My'A3 <0 =29 es unasilla.

. ) P nodorepulsorsi ), >0
ll) A+A2>0, N tul#{b 4 i A <0

iif) Ax=a+iﬂ,ﬂ#°=’{: xm: :::

iv) My =i, B3# 0=> ps las érbitas giran en torno al origen.
v) MAy =0 => puede aparecer otro tipo de singularidades.
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Ejemplo 5: { : : fy tiene diagrama de fase \* \\

22—

_y para distintos valores de e.

Ejercicio 1: Haga diagrama de fase de { :

2.2 Orbitas periddicas

Si ¢(t,p) es una érbita del campo X = (f,g) tal que (T,p) =p para algin T > 0,
entonces p(T+t,p) = p(t,p) Vi € R y decimos que la érbita por p es una érbita periédica.
Ella serd atractora o respulsora segin si las 4rbitas vecinas espiralan hacia o desde ella.

— e ———

O D

érbita periddica atractora  6rbita periédica repulsora

Una forma de reconocer el caricter de una érbita periddica (atractora o repulsora) es
calcular su exponente caracteristico:

1= [} (Zeoten + Zeoten)

Si 1> 0 la érbita es repulsora y si I < 0 la érbita es atractora.
Si I =0 la érbita puede ser tanto atractora, repulsora o de otro tipo.

Observacién: Esta integral es casi siempre dificil de calcular, siendo posible tan sélo (a
véces) estimar su signo.

Ejercicio 2: Pruebe que {(z,y)/2* +y* =1} es una érbita periddica de
—y+ (-2 +y)z

z
{ o= z+(1-2+y')y
iEs atractora?, j Repulsora?.

2.3 Teorema de Poincaré Bendixon (versién parcial)

Sea X un campoen R? ysea pé€ R2
Se define el w— limite y a— limite de_p en la siguiente forma:

w(p) ={z € R*3t; » 00 tq o(ti,p) — z si i— oo}

160



a(p) = {z €R}/3; - —o0 tg @(ti,p) ~— z si i— oo}

Estos conjuntos corresponden a los puntos donde las érbitas positivas y negativas de p
se acumulan.

Ejercicio 8: Encuentre w((1,0)), «((1,0)), w((%,O)) y a((%,O)) para el campo del
Ejercicio 2.

" Una parte del teorema de Poincaré-Bendixon dice que si para un punto p, w(p) es un
conjunto acotado y no contiene singularidades, entonces w(p) es una drbita periédica del
campo. Lo mismo vale para a(p). Por otra parte si el campo tiene finitas singularidades y
w(p) a(p) no contiene puntos regulares, entonces es una tnica singularidad.

Ejercicio 4: Suponga que

{:i f y:z-—z Ecuacién de Van der Pol

¥ -
tiene una 6rbita de la forma:
—
(i Podria probar ésto 7) V

y pruebe que tiene por lo menos una érbita penodnca.

Ejercicio 5: Pruebe que en la regién acotada por una érbita periédica existe por lo menos
una singularidad.

2.4 Campos de direcciones.

A veces, para determinar el diagrama de fase de un campo, resulta itil dibujar en el plano
algunos de los vectores del mismo. Por ejemplo: El campo X(z,y) = (—y + 23,z) =
(-v,z) + (2%,0) asigna a un punto (z,y) la suma de los vectores (—y,z) [el cual es
ortogonal a (z,y)] y (2°,0)

Una componente hace rotar a las érbitas y la otra las hace alejarse del origen. Podemos
conjeturar entonces que el diagrama de fase consiste de un foco repulsor en el origen.
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Aprovechemos este punto para hacer la siguiente observacién:

Si f:U — R es diferenciable y positivaen U, U abierto de R?, entonces para un
campo X se tiene que X y fX tienen exactamente el mismo diagrama de fase en U.
De hecho, lo tinico que hace la multiplicaci'on por f es cambiar la velocidad de las curvas

soluciones.
z v { z
-y ¥

tienen respectivamente diagramas de fase:

Je

Ejercicio 8: Aplicar éstos métodos al campo en el ejercicio 2.

(y—2)z

Ejemplo: Los campos { p —(y—2)y

2.5 Simetrias

Suponga que X(0,0) = (0,0) y que DX(o0) tiene autovalores +i8. Segin vimos en
2.1 las 6rbitas giran en torno al origen. Si ademis X = (P,Q) es tal que P(-z,y) =
P(z,y) yP(—z,y) = ~Q(=z,y) el lector puede comprobar que si (t) = (z(t),y(t)) es una
solucién de X entonces @(t) = (—z(t),y(t)) es solucién de —X. Se concluye con esto
que el origen es un centro para X. Este ejemplo ilustra que la existencia de simetrias en el
campo tiene implicancias en el diagrama de fase del mismo.

2.6 Divergencia

La divergencia de un campo X = (f,g) se define por divX(z,y) = %é(z,y) + g"l(z, y).

Si X tiene una érbita periédica v y si divX # 0 en la regién acotada por 4 entonces
esta region intersecta tanto {divX < 0} como {divX > 0}. Es decir, la divergencia
cambia de signo en la region acotada por 7. Esto resulta inmediatamente del Teorema de
Green

//Adidezdy=:!:/“X-ndt

donce n es vector normal a 9A.

Ejercicio 7: Encuentre los diagramas de fase de los siguientes campos en el plano:
. z
i) { 3
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o [ &3 o= =(y+2?) s sy
ii . ruebe que no tiene orbitas periédicas
) { = —p*f2—2% p q p
iii) ¢ = ay pruebe que no tiene 6rbitas periédicas
§ = 1—22%42zy )
zy

pruebe que tiene dos centros.

i { ;

2.7 Criterio de Dulac Bendixon

Segiin vimos en 2.4., al multiplicar un campo X por una funcién posmva, f, el campo
resultante fX tiene el mismo diagrama de fase que X. Asi por ejemplo, si uno de ellos
tiene érbitas periddicas, el otro también. Por otra parte, vimos en 2.6 que si divX >
0 (o divX < 0) entonces X no tiene érbitas periédicas. A veces ocurre que divX cambia
de signo en una regidon U, pero existe una funcién f, positivaen U, tal que divfX pno
cambia de signo, implicando que X no tiene érbitas periddicas contenidas en U. Una tal
funcién f se llama funcién de Dulac de X and U.

Ejercicio 8: Considere el campo
2(m +az + by)

&
X'{ﬂ y(n + cz + dy)

a) Pruebe que si X tiene una érbita periédica, ella esta contenida en algin cuadrante
(Suponga que ad — be # 0).

b) Suponga ad—bc#0y an(b— d) +dm(c—a) #0 y pruebe que X tiene funcién de
Dulac de la forma f(z,y) = z~'y*~! en cada cuadrante.

a+mz+aezr® a>0,a<0

<. §.

c) Encuentre el diagrama de fase de X bajo las condiciones dadas en b).

2.8 Integrales primeras

Si X =(f,g9) es un campo de vectores en UyE:U—»Restalque f+ 28,=0 en
U, decimos que E es una integral primera para X en U. Lo interesante de una ta.l funcién
E (si es que existe) es que toma el mismo valor a lo largo de cada solucién de X. Es decir
E(p(t,p)) no depende de ¢ (compruébelo derivando con respecto a t). Asi, las soluciones
de X se encuentran sobre los niveles de la funcién E.

Ejemplo { z f ;—y
Loe niveles de E son circulos en torno al origen y el diagrama de fase de X son éstos
mismos circulos recorridos en sentido antihorario.

tiene integral primera E(z,y) = z? + y°.

Ejemplo { £ : ;’i 2 tiene integral primera E(z,y) = f-}ﬁ - £‘- , cuyas curvas

de nivel estan dadas en la figura adjunta.
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El diagrama de fase de X se obtiene orientando correctamente el sentido en que éstos
niveles son recorridos. (; Puede usted hacerlo?)

2.9 Funciones de Lyapunov

Dado un campo de vectores X = (f,g), una funcién V:U — R, U abierto de R?, se
denomina funcién de Lyapunov para X en U toda vez que 3% f + %"—'-g >0(<0)en U.

Lo interesante de una funcién de Lyspunov (si existe) es que toda solucién (¢, p)
contenida en U crece (o-decrece) en los niveles de U. Es decir ¢ — V(p(t, P)) es creciente
(decreciente). Esto implica por ejemplo que X ng tiene érbitas periddicas contenidas en
U (toda vez que una Srbita crece en los niveles de V' no regresa al punto inicial).

2 = z—y-—-2°
V= z+y-¢°
Indicacién: Use la funcién de Lyapunov V(z,y) = 22 +¢2.

Ejercicio 9: Pruebe que tiene por lo menos una érbita periédica.

2.10 Campos hamiltonianos y factores integrantes

A toda funcién diferenciable H : R? = R se le puede asociar el campo

z = —%’-
Xy:

i= %

al cual denominamos campo hamiltoniano asociado a 'H. Para un tal campo la misma fun-
cién H resulta ser una integral primera (como el lector ficilmente puede comprobar) y por
lo tanto el diagrama de fase de Xy se obtiene orientando correctamente las curvas de nivel
de H.

Ahora bien, dado un campo X = (f,g) podemos siempre preguntarnos si acaso es
hamiltoniano de alguna funcién H. En tal caso f= —% yg= %z’i. La forma de decidir
ésto reside en el siguiente criterio:; X es un campo hamiltoniano si y sélo si divX = 0.
De hecho, si divX = 0, integrando f(z,y) = —%(z,y) con respecto a y se obtiene
H(z,y) = [ f(z,3)ds+¢(z), lo que reemplazandoen g = % permite obtener una ecuacién
diferencial en z, y séloen z (esto pues divX =0), para ¢. De esta forma encontramos
H tal que X = Xjg.

A veces ocurre que div # 0, pero existe una funcién positiva f(z,y) tal que div(fX) =
0 con lo cual tanto fX y X tienen unaintegral primera H. Una tal funcién f se denomina
factor integrante de X.
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Ejercicio 10: Pruebe que el campo de vectores del ejercicio 8 o tiene un centro o no tiene
6rbitas periddicas. [Es decir este campo no tiene ciclos limites (ver definicién en la seccidén

siguiente)].

3 Campos Polinomiales

Sean X eY dos campos de vectores en R’ Decimos que X eY son topoldgicamente
equivalentes si existe un homeomorfismo % : R? —» R? que lleva érbitas de X en érbitas
de Y preservando orientacidn. Es decir, h establece una correspondencia uno a uno entre
las érbitas de X y las érbitas de Y. Especificamente: h(dx(t,p)) = oy(t', h(p)) con
t-t'>0.

Ejercicio 11:
i) Si p es singularidad de X entonces h(p) es singularidad de Y.
ii) Si 6(p) (6rbita de p) es periédica para X entonces 0(h(p)) es periddica para Y.

iii) h(w(p)) =w(h(r)) Vpe€R™

Podemos ahora enunciar el Problema fundamental para campos
polinomiales en el plano: Fijado un grado n, clasificar médulo equivalencia topolégica,
todos los diagramas de fase de campos polinomiales de tal grado.
. _ y = ataz+by
Por ejemplo, para n =1 todo campo { § = B+er+dy
es topodgicamente equivalente a uno de los siguientes:

a) {: : (1) campo lineal sin singularidades.
T =z i

P15 =y _;7\;\’?'{_ repulsor

c) z —q’lt.\:_. silla

"
4
S

-y 71\—-‘— atractor

centro

-9
N’
e P, i, e,
. 83 @« 8. . e .
nu
|
L
<

«. n
W
8 |

<
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0{iz}
w{;ze

Ejercicio 12: Pruebe que para un abierto y denso en los coeficientes (a,5,4,b,¢,d) se
tiene sdlo los casos b), ¢) y d).

Para n > 2, la clasificacién completa estd lejos de ser alcanzada. Para ver ésto necesi-
tamos primero definie algunos conceptos.

Un ¢iclo limite de un campo en el plano es una drbita periédica aislada. Ee decir, una
orbita periddica tal que cualquier otra érbita en una vecindad de ella no es periédica. Por
ejemplo, las drbitas periddicas de los ejercicios 2 y 4 son ciclos limites. El principal y gran
problema para obtener una clasificacién de los diagramas de fase de campos polinomiales
esti contenida en el llamado problema 16 de Hilbert; Dado n, describir la posicién relativa

" de orbitas periédicas y dar cota para el mimero de ciclos lfmites de campos polinomiales de
grado n.

En lo que sigue damos un breve esquema de algunos de los resultados que en este momento
se saben (y no se saben) al respecto.

Las érbitas periddicas (si existen) de campos cuadriticos (grado 2) estin ubicadas en
dos series de érbitas concéntricas”; las de una serie giran en un sentido, las de la otra serie
giran en sentido opuesto

Las posicién relativa de drbitas periédicas de campos ciibicos (grado 3) no tiene ain
descripcién completa. Lo mismo ocurre para campos de grado mayor.

Existen ejemplos de campos cuadriticos con las siguientes configuraciones de ciclos
limites: :

i) 1 ciclo limite (7
ii) 2 ciclos limites a2 @
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iii) 3 ciclos limites @ &

1) 4 ciln it o

Asi vemos que no se ha encontrado campos cuadriticos con mds de 4 ciclos limites. De
hecho, se conjetura que 4 es una cota superior. Nadie ha probado adn que una tal cota
exista.

Para campos ciibicos se ha encontrado ejemplos con 11 ciclos limites, y no existe con-
jetura razonable sobre una posible cota. Més aiin, sélo recientemente se ha podido probar
que todo campo polinomial tiene apenas un niimero finito de ciclos limites. De hecho, el
llamado Problema de Dulac pedia probar la finitud de ciclos limites para todo campo polino-
mial. Esto fué primero probado para campos cuadraticos y sélo recientemente para campos
polinomiales cualesquiera.

Finalmerte, para terminar estas notas, describimos una propiedad interesante que ver-
ifican los campos polinomiales en el plano (y en R") y que fué descubierta por Poincaré
en el siglo pasado. En breve, este propiedad puede enunciarse asi: Todo campo polinomial
admite una extensién al co (borde de R?). '

Si ponemos el plano R? tangente a la esfera §? = {(z,y,2)/z*+y*+2% = 1} enel polo
norte (0,0,1) y lo proyectamos centralmente en la esfera, obtenemos dos correspondencias
diferenciables punto a punto ¢, y ¢- : una, ¢,, entre R? y el hemisferio superior
{(z,y,2) € $?/2 > 0} ylaotra, ¢_, entre R? y el hemisferio inferior {(z,y,z2) € §?/z <
0}. El ecuador {(z,y,2)/z =0} representa los puntos en el infinito.

Si X esun campo en R?, entonces ¢, (¢.) traslada a X hacia un campo X, (X_)
en el hemisfério superior (inferior). Lo interesante esti en que si X es polinomial, entonces
existe un campo analitico en {oda Ia esfera S? que extiende a los campos X, y X_,. Es
decir, los campos X, y X., son la restriccién a los hemisferios de un campo analitico en
toda la esfera.

A este campo en la esfera se le llama la Compactificacién de Poincaré de X y se denota
por P(X).

En la prictica, para estudiar el comportamiento de P(X) en el infinito, se hacen los
siguientes cambios de coordenadas en el infinito:
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. = A
Nk ) |

Ejercicio 13: Pruebe que todo campo polinomial de grado par tiene al menos una singu-
laridad en el infinito.

—y — 1022 + 5zy + y*
z + 22 — 25zy

Ejercicio 14: Pruebe que { ';

tiene al menos un ciclo limite.
Indicacién: Estudie el campo sobre la recta 1+ z — 25y =0 y sobre el infinito.
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