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Abstract

We give examples of germs of surfaces containing a rational

curve with positive self-intersection and with zero, one or

two independent meromorphic functions.
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1. Introduction

LetX be a complex surface, not necessarily compact, and Y ⊂ X a

smooth rational curve, we denote by (X,Y ) the germ of neighborhood. In

these notes we study the field C(X,Y ) of germs of meromorphic functions

defined on small open sets of X containing Y . Denote by d = Y 2 the

self-intersection of Y , that is, the degree of the normal bundle NY |X .

We say that the pair (X,Y ) is a d-neighborhood. In the case d < 0 the

germ of neighborhood is linearizable and when d = 0 is isomorphic to

(C, 0)×P1 (see [6] and [11] respectively), thus we shall focus on the case

d > 0. In this case, following Andreotti [1] we know that C(X,Y ) has

transcendance degree bounded by 2 = dimX.

In [4] the authors proved the existence of germs of smooth surfacesX

along a smooth rational curve Y with arbitrary positive self-intersection

without meromorphic functions other than constants, that is such that

tr degC C(X,Y ) = 0. Actually, it is proven that there are germs of

surfaces with no foliations containing such rational curves.

On the other hand, in [9] S. Lvovski gives examples of non-

algebrizable germs of surfaces X containing a smooth rational curve

with any positive self-intersection such that tr degC C(X,Y ) = 2.

Recently, in [5, Theorem A] it is proven that for any complex

projective manifold Y of dimension n and any pair of natural numbers

(l,m) with m ≥ 2n and l ≤ m, there exists a germ of manifold X of

dimension m containing Y such that the normal bundle of Y in X is

ample and tr degC C(X,Y ) = l. The construction here is simpler than

the one given in [4] and one of the main ingredients is the construction

of smooth manifolds transverse to holomorphic foliations.

By a specialization of the method in [5] to the case of Y ∼= P1 we

produce examples of germs of surfaces (X,Y ) with self-intersection d ≥ 2

and such that the trascendence degree of C(X,Y ) over C is arbitrary

between 0 and 2. Moreover, with some extra work we can prove the

following generalization of [4].

8 Pro Mathematica, 32, 64 (2023), 7-14, issn 1012-3938
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Theorem A. For any d ≥ 1 and l ∈ {0, 1, 2} there exists a pair (X,Y ),

where Y ∼= P1 and X is a germ of surface containing Y such that Y 2 = d

and tr degC C(X,Y ) = l. Moreover, in the case l = 0 we can find X such

that it does not admit any web.

2. Some preliminaries

We give here some definitions and results that will be used in the

proof of our theorem.

Given a field extension K ⊆ L, a transcendence basis is a maximal

algebraically independent subset S of L over K, that is the elements of

S do not satisfy any non-trivial polynomial equation with coefficients in

K. Note that if S is a transcendence basis then the extension K(S) ⊆ L
is algebraic. All transcendence bases of a field extension have the same

cardinality, called the transcendence degree of the extension and denoted

by tr degK L. If we have two extensions K ⊆ L ⊆M then tr degKM =

tr degLM + tr degK L. In particular, if L ⊆M is an algebraic extension

then tr degK L = tr degKM . We will use these concepts in the context

of germs of neighborhoods and ramified covergins.

Let X̂, X be complex manifolds and $ : X̂ → X a ramified covering

of order d with ramification locus Ŷ and branching locus Y , that is:

Ŷ is the set of points x ∈ X̂ such that $ is not a local

biholomorphism at x,

Y = $(Ŷ ) and

The restriction $ : X̂ \ Ŷ → X \Y defines an unbranching covering

of order d.
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We will denote this by $ : (X̂, Ŷ )→ (X,Y ). The group

Deck($) =
{
φ ∈ Aut(X̂)/$ ◦ φ = $

}
of all automorphisms of the branched covering $ is called the deck

transformation group. The ramified covering $ : (X̂, Ŷ ) → (X,Y ) is

said to be Galois if Deck($) acts transitively on each fiber of $.

Proposition 2.1. Let $ : (X̂, Ŷ ) → (X,Y ) be a Galois ramified

covering of order d, then $ induces an algebraic extension C(X,Y ) ⊆
C(X̂, Ŷ ). In particular

tr degC C(X̂, Ŷ ) = tr degC C(X,Y ).

Proof. Observe first that $ induces, by composition, a natural

isomorphism

C$(X̂, Ŷ ) := {f ∈ C(X̂, Ŷ ) : f ◦ φ = f, ∀φ ∈ Deck($)} ' C(X,Y ).

Take now h ∈ C(X̂, Ŷ ) and consider the set of functions {h ◦ φ /φ ∈
Deck($)} = {h1 = h, h2, . . . , hd}. Then, if sj(x1, . . . , xd) stands for the

symmetric functions on (x1, . . . , xd) we clearly have that sj(h1, . . . , hd) ∈
C$(X̂, Ŷ ). So the polynomial p(T ) := (T − h1) . . . (T − hd) belongs to

Cφ(X̂, Ŷ )[T ] and vanishes at T = h, then h is algebraic over C(X,Y ) as

we wanted.

For the sake of completeness we end this section recalling the method

used in [5] applied to our particular case Y ∼= P1.

Given a holomorphic foliation F on a complex manifold W , we

say that a submanifold Z ⊂ W \ sing(F) is weakly transverse to F if

TzZ∩TzF = {0} for every z ∈ Z. For the case W = PN , the existence of

projective manifolds of big codimension weakly transverse to a foliation

by curves is achieved by applying Kleinman’s transversality of a general

translate [8, Theorem 2].

10 Pro Mathematica, 32, 64 (2023), 7-14, issn 1012-3938
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Lemma 2.2 (Lemma 3.5 of [5]). Let F be a foliation by curves on Pm+1

with isolated singularities. Let Y ⊂ Pm+1 be a projective submanifold of

dimension n. If m ≥ 2n then Y is weakly transverse to g∗F for any

general g ∈ Aut(Pm+1).

Take now Z = P1 linearly embedded on P3 and F a foliation by

curves weakly transverse to Y . Then for a sufficiently small tubular

neighborhood U of Z in P3, the leaf space X = U/F of F|U is a

complex surface and the quotient morphism π : U → X has the following

properties (see Proposition 3.1 and Lemma 3.2 of [5])

1. the leaves of F|U coincide with the fibers of π; and

2. the morphism π maps Z isomorphically to a submanifold Y of X

with normal bundle isomorphic to the quotient of NZ/P3 by the

image of TF |Z inside it; and

3. the field of germs of meromorphic functions C(X,Y ) is isomorphic

by π∗ to the field of germs of meromorphic first integrals of

F , C(F).

3. Proof of Theorem A

Consider the foliation F on P3 defined by the vector field

v =

3∑
i=1

λixi
∂

∂xi
.

with λi ∈ C. Then the Zariski closure of the general leaf of F has

dimension equal to the Q-vector subspace of C generated by λ1, . . . , λ3.

Acording to [2], there exists a unique foliation by algebraic leaves G
containing F and such that C(F) = C(G), in particular cod G =

tr degC C(F). Thus choosing appropriately the λ’s we have that G has

dimension 1, 2 or 3 and so C(F) has any transcendence degree between

Pro Mathematica, 32, 64 (2023), 7-14, issn 1012-3938 11
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0 and 2. We conclude that for any k ≥ 1 and any l ∈ {0, 1, 2} there is a

foliation F on P3 of degree k with C(F) of transcendence degree l.

We apply the previous construction to F and Z = P1 weakly

transversal to F in order to obtain the germ of surface (X,Y ) such

that Y ∼= P1 and tr degC C(X,Y ) = l. On the other hand, since

NZ = OZ(1) ⊕ OZ(1) and TF = OP3(1 − k) we have that Y 2 =

degNY |X = 2− (1−k) = k+1. This proves the theorem for Y 2 = d ≥ 2.

Take now a 2-neighborhood (X,Y ) with tr degC C(X,Y ) = l and

consider the ramified covering

$ : (X̂, Ŷ )→ (X,Y )

of order 2 totally ramifying over Y and inducing a cyclic covering of order

2 over X − Y . Then Ŷ 2 = 1 and the pair (X̂, Ŷ ) is a 1-neighborhood.

By Proposition 2.1 we have that tr degC C(X̂, Ŷ ) = l.

Finally, for the case l = 0 we will give examples of neighborhoods

with no singular webs (in particular without foliations). First observe

that any web on X gives place by pull-back to a web on U tangent to

F|U and we can use [10, Theorem 3.2] to extend this web to P3 tangent

to F. On the other hand it follows from [7, Proposition 3.3] and [3] that

a generic foliation F of degree k ≥ 2 on P3 does not admit a tangent

web. Therefore we can construct our desired neighborhood (X,Y ) for

Y 2 = k + 1 ≥ 3.

Take now a 3-neighborhood (X,Y ) with no webs and consider the

ramified covering

$ : (X̂, Ŷ )→ (X,Y )

of order 3 totally ramifying over Y and inducing a cyclic covering of

order 3 over X − Y with Galois automorphism φ. Then Ŷ 2 = 1 and

(X̂, Ŷ ) does not admit any web. In fact, if Ŵ is a web on X̂ then

Ŵ�φ∗(Ŵ)�(φ◦2)∗(Ŵ) would be a web invariant by φ therefore inducing

by push-forward a web on X, which is imposible.

By a similar argument, we can take a 2 : 1 ramified covering of a

+4-neighborhood (X,Y ) in order to establish the case of self-intersection

two.

12 Pro Mathematica, 32, 64 (2023), 7-14, issn 1012-3938
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Resumen

Damos ejemplos de germenes de superficies conteniendo un curva

racional con autointersección positiva y con cero, una o dos funciones

meromorfas independientes.
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holomorfa.
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Resumen

En este art́ıculo se introduce un nuevo concepto de solución

de un sistema lineal singular (sistema descriptor), basado en

minimización. Se demuestra que, imponiendo una hipótesis

en las matrices del sistema descriptor, la solución basada en

minimización existe y es única para cualquier condición

inicial. En particular, si la condición inicial es consistente,

entonces la solución basada en minimización coincide con la

solución clásica. En este trabajo también se da un ejemplo

numérico donde se calcula la solución basada en

minimización para diferentes condiciones iniciales.

MSC(2020): 93C05.

Palabras clave: sistemas lineales singulares, descomposición en valores
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1. Introducción

El estudio de los sistemas lineales singulares se remonta al siglo

IXX. El pionero en este campo fue Karl Weierstrass, quien en [20]

analiza a los sistemas lineales singulares que poseen la propiedad de

regularidad. Posteriormente, Leopold Kronecker en [12] extiende esta

teoŕıa para casos generales. Varias décadas después, Gantmacher dedica

un caṕıtulo del libro [7] al estudio de los sistemas lineales singulares,

realizando aportes a la teoŕıa conocida hasta esa fecha.

En la década de 1970 se presentan las primeras aplicaciones

prácticas de los sistemas lineales singulares, esto aconteció en el campo

de la economı́a con los sistemas singulares dinámicos de Leontief [13].

Posterior a ello, las aplicaciones de los sistemas lineales singulares se

incrementaron, incursionando en campos como los circuitos eléctricos

[16, 17], el análisis demográfico [2], los sistemas a gran escala [4], entre

otros. A finales de la década de 1970 y comienzos de la década de

1980 el desarrollo teórico de estos sistemas cobra gran interés, lo que

contribuye al aumento de estudios en esta materia. Estos estudios se

enfocaron, principalmente, en la existencia y unicidad de soluciones, la

controlabilidad y la observabilidad de los sistemas lineales singulares.

En este periodo destacan los trabajos de Luenberger [14], Campbell et

al. [2, 3], Dziurla y Newcomb [6], Yip y Sincovec [21], entre otros. Años

más tarde, Dai en [4] presenta un compendio de la teoŕıa de los sistemas

lineales singulares aplicada a los sistemas de control.

Gantmacher [7] y Luenberger [14, 15] afirman que un aspecto

importante para la existencia de la solución son las condiciones iniciales

consistentes, y que junto con la regularidad del sistema garantizan

la unicidad de la solución. Usando una descomposición matricial de

Weierstrass es posible obtener de forma expĺıcita esta solución [4, 21, 1].

Además, Ishihara y Terra [10, 11] usan una descomposición matricial

en valores singulares para analizar la regularidad y la estabilidad del

sistema lineal singular. Una recopilación teórica de estos resultados se

encuentra en el libro de Duan [5], y en la tesis de Guerrero [9].

16 Pro Mathematica, 32, 64 (2023), 15-30, issn 1012-3938
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En este art́ıculo, se propone un nuevo concepto de solución del

sistema (2.1), basado en minimización. A diferencia de la solución clásica,

la solución basada en minimización puede existir sin imponer condiciones

iniciales consistentes. En la Sección 2 se introduce la notación utilizada

a lo largo de este art́ıculo, y también se presentan las caracteŕısticas

del sistema (2.1). En la Sección 3 se utiliza la descomposición en

valores singulares para demostrar que, bajo ciertas condiciones del

sistema, existe una única solución basada en minimización para cualquier

condición inicial. Si la condición inicial es consistente, entonces la

solución basada en minimización coincide con la solución clásica. En

la última sección se presenta un ejemplo numérico que confirma los

resultados de este art́ıculo.

2. El sistema y la notación utilizada

El espacio euclideano n−dimensional de números reales es denotado

por Rn y el conjunto de números enteros no-negativos, por Z+. El espacio

de matrices de orden m×n en R es denotado porMm×n(R) y, de manera

breve, Mn(R) denota al espacio de matrices de orden n× n. La norma

euclideana de un vector v ∈ Rn (inducida por el producto punto usual)

es denotada por ||v||. El complemento ortogonal de un subespacio W

de Rn es denotado por W⊥ y, si v es un vector de Rn, la proyección

ortogonal de v sobre W es denotada por ProyW v. Finalmente, W1 ⊕W2

denota la suma directa de los subespacios W1 y W2 de Rn.

Considere el siguiente sistema:

Sx(k + 1) = Ax(k) , (2.1)

donde k ∈ Z+, x(k) ∈ Rn y S , A ∈ Mn(R). Sea ρ = rank(S) ∈
{0, 1, · · · , n}. Cuando ρ = n, el sistema (2.1) es denominado no-singular,

de otro modo es llamado singular. En cualquier caso, S tiene una

descomposición en valores singulares S = UΣV T [18, 19, 8], donde

Pro Mathematica, 32, 64 (2023), 15-30, issn 1012-3938 17
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Σ ∈Mn(R) es la siguiente matriz diagonal:

Σij =

{
σi si i = j ≤ ρ
0 en caso contrario,

y σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σρ son los valores singulares positivos de S.

Las matrices U , V ∈ Mn(R) son ortogonales. Es más, las primeras ρ

columnas de U forman una base ortonormal de R(S), imagen de S,

y las últimas columnas constituyen una base ortonormal de R(S)⊥.

Análogamente, las últimas n − ρ columnas de V forman una base

ortonormal de N(S), núcleo de S, y las primeras columnas constituyen

una base ortonormal de N(S)⊥.

Finalmente, introducimos la siguiente estructura de Σ, U y V :

Σ =

[
Σf
0

]
, (2.2)

U =
[
Uf Ul

]
, (2.3)

V =
[
Vf Vl

]
, (2.4)

donde: Σf ∈ Mρ×n(R), 0 ∈ M(n−ρ)×n(R), Uf ∈ Mn×ρ(R), Ul ∈
Mn×(n−ρ)(R), Vf ∈Mn×ρ(R), y Vl ∈Mn×(n−ρ)(R).

Observación 2.1. Note que cuando ρ = 0: S = 0 = Σ ∈ Mn(R) (i.e. Σf
no existe), U = Ul ∈ Mn(R) (i.e. Uf no existe), y V = Vl ∈ Mn(R)

(i.e. Vf no existe). Y cuando ρ = n: S es no-singular, Σ = Σf ∈Mn(R),

U = Uf ∈ Mn(R) (i.e. Ul no existe), y V = Vf ∈ Mn(R) (i.e. Vl no

existe).

3. Solución basada en minimización

Definición 3.1. Considere el sistema (2.1) con condición inicial x0 ∈
Rn. Se dice que la sucesión {x(k)}∞k=0 es una solución (clásica) de (2.1)

con condición inicial x0 si: x(0) = x0 y Sx(k + 1) = Ax(k), para todo

k ∈ Z+.

18 Pro Mathematica, 32, 64 (2023), 15-30, issn 1012-3938
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Observación 3.2. Cuando el sistema es no-singular (ρ = n) la solución

clásica existe y se puede encontrar de manera recursiva. Sin embargo,

cuando el sistema es singular (ρ < n) debemos exigir que Ax0 ∈ R(S)

para que exista x(1), una solución de la ecuación Sx(1) = Ax(0). En

ese sentido, se dice que la condición inicial x0 debe ser consistente; es

una condición necesaria (aunque no suficiente) para la existencia de una

solución clásica del sistema singular.

Definición 3.3. Considere el sistema (2.1) con condición inicial x0 ∈
Rn. Se define el siguiente conjunto:

S =

{
x : Z+ −→ Rn

∣∣∣ x(0) = x0 y

∞∑
k=0

||Sx(k + 1)−Ax(k)||2 <∞

}
.

Observación 3.4. S no es vaćıo pues: la sucesión {x(k)}∞k=0 con x(0) = x0
y x(k) = 0 ∈ Rn para k = 1, 2, · · · es tal que

∞∑
k=0

||Sx(k + 1)−Ax(k)||2 = || −Ax(0)||2 <∞.

Definición 3.5. Considere el sistema (2.1) con condición inicial x0 ∈
Rn. Se dice que la sucesión {x(k)}∞k=0 es una solución de (2.1), basada

en minimización, si resuelve el siguiente problema:

mı́n
x∈S

∞∑
k=0

||Sx(k + 1)−Ax(k)||2 .

Este art́ıculo da condiciones suficientes para que exista una única

solución basada en minimización (Teorema 3.8); antes de ello se enuncian

los siguientes lemas.

Pro Mathematica, 32, 64 (2023), 15-30, issn 1012-3938 19
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Lema 3.6. Considere el sistema (2.1) con condición inicial x0 ∈ Rn. Si

{x(k)}∞k=0 es una sucesión en S entonces

∞∑
k=0

||Sx(k + 1)−Ax(k)||2 = ||ProyR(S)⊥(−Ax(0))||2 +

∞∑
k=0

{
||ProyR(S)(Sx(k + 1)−Ax(k))||2 +

||ProyR(S)⊥(−Ax(k + 1))||2
}

(3.1)

y por tanto

∞∑
k=0

||Sx(k + 1)−Ax(k)||2 ≥ ||ProyR(S)⊥(−Ax(0))||2 . (3.2)

Demostración. Como Rn = R(S)⊕R(S)⊥ [18] , tenemos que, para todo

k ∈ Z+:

||Sx(k + 1)−Ax(k)||2 = ||ProyR(S)(Sx(k + 1)−Ax(k))||2 +

||ProyR(S)⊥(Sx(k + 1)−Ax(k))||2

= ||ProyR(S)(Sx(k + 1)−Ax(k))||2 +

||ProyR(S)⊥(−Ax(k))||2 .

Aśı, para todo N ∈ Z+:

N∑
k=0

||Sx(k + 1)−Ax(k)||2 =

N∑
k=0

{
||ProyR(S)(Sx(k + 1)−Ax(k))||2 +

||ProyR(S)⊥(−Ax(k))||2
}

= ||ProyR(S)⊥(−Ax(0))||2 +

N−1∑
k=0

{
||ProyR(S)(Sx(k + 1)−Ax(k))||2 +

||ProyR(S)⊥(−Ax(k + 1))||2
}

+

||ProyR(S)(Sx(N + 1)−Ax(N))||2 . (3.3)
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Por otro lado, como
∑∞
k=0 ||Sx(k + 1) − Ax(k)||2 < ∞, entonces

ĺımN→∞ ||Sx(N + 1)−Ax(N)||2 = 0. Y, como

0 ≤ ||ProyR(S)(Sx(k + 1)−Ax(k))||2 ≤ ||Sx(k + 1)−Ax(k)||2

para todo k ∈ Z+, entonces ĺım
N→∞

||ProyR(S)(Sx(N+1)−Ax(N))||2 = 0.

Finalmente, al tomar ĺımite a ambos lados de (3.3), obtenemos (3.1).

Además, como la serie del lado derecho de (3.1) es no-negativa, tenemos

la desigualdad (3.2).

Lema 3.7. Considere el sistema (2.1) y una sucesión {x(k)}∞k=0

arbitraria. También considere una descomposición en valores singulares

S = UΣV T con la notación dada en (2.2), (2.3) y (2.4). Para cada

k ∈ Z+ se cumple lo siguiente:

||ProyR(S)(Sx(k + 1)−Ax(k))|| = ||ΣfV Tx(k + 1)− UTf Ax(k)|| ,
(3.4)

||ProyR(S)⊥(−Ax(k))|| = || − UTl Ax(k)|| . (3.5)

Demostración. Primero observe que, de la descomposición en valores

singulares y de las igualdades (2.2) y (2.3) tenemos:

UTf S = UTf UΣV T

= UTf
[
Uf Ul

] [ Σf
0

]
V T =

[
I 0

] [ Σf
0

]
V T

= ΣfV
T .

Por tanto, para todo k ∈ Z+:

UTf (Sx(k + 1)−Ax(k)) = UTf Sx(k + 1)− UTf Ax(k)

= ΣfV
Tx(k + 1)− UTf Ax(k) . (3.6)
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Por otro lado, se sabe que las ρ columnas de Uf forman una

base ortonormal de R(S). Por tanto, las ρ coordenadas del vector

ProyR(S)(Sx(k+1)−Ax(k)), en esa base, constituyen el vector columna

UTf (Sx(k + 1) − Ax(k)), que es igual a ΣfV
Tx(k + 1) − UTf Ax(k), por

la ecuación (3.6). En consecuencia, al tomar la norma euclideana de este

último vector, se obtiene el mismo valor que la norma euclideana de

ProyR(S)(Sx(k+ 1)−Ax(k)) porque la base en la que se ha escrito esta

proyección es ortonormal. Es decir, tenemos la igualdad (3.4).

La igualdad (3.5) se demuestra de manera análoga: Las n − ρ

columnas de Ul forman una base ortonormal de R(S)⊥ y por tanto,

la norma euclideana del vector ProyR(S)⊥(−Ax(k)) es igual a la norma

euclideana del vector de coordenadas −UTl Ax(k).

Teorema 3.8. Considere el sistema (2.1) con condición inicial x0 ∈ Rn,

y una descomposición en valores singulares S = UΣV T con la notación

dada en (2.2), (2.3) y (2.4). Si UTl AVl ∈ Mn−ρ(R) es una matriz no-

singular entonces existe una única sucesión {x(k)}∞k=0 en S tal que

∞∑
k=0

||Sx(k + 1)−Ax(k)||2 = ||ProyR(S)⊥(−Ax(0))||2 (3.7)

y por tanto, {x(k)}∞k=0 es la única solución del sistema (2.1) basada en

minimización.

Demostración. Primero, siguiendo la notación (2.2), (2.3) y (2.4) observe

lo siguiente: [
Σf

−UTl AV

]
=

[
D 0

−UTl AVf −UTl AVl

]
(3.8)

donde D ∈ Mρ(R) es la matriz diagonal formada por los valores

singulares positivos de S. Aśı, la matriz D es no-singular y como, por

hipótesis, UTl AVl también es no-singular, entonces la matriz dada en

(3.8) es no-singular.

22 Pro Mathematica, 32, 64 (2023), 15-30, issn 1012-3938



Solución basada en minimización

Segundo, se define una sucesión {x(k)}∞k=0 de manera recursiva: Sea

x(0) = x0, la condición inicial dada; luego, para cada k ∈ Z+, se define

el vector x(k + 1) como siendo la solución del siguiente sistema (3.9):[
Σf

−UTl AV

]
· V Tx(k + 1) =

[
UTf Ax(k)

0

]
. (3.9)

Note que la solución x(k + 1) existe y es única pues, como vimos, la

primera matriz del lado izquierdo en (3.9) es no-singular, y la matriz V T

es ortonormal (i.e. V V T = I = V TV ).

Ahora, probaremos que esta sucesión satisface (3.7). Para cada

k ∈ Z+, x(k) y x(k + 1) satisfacen (3.9), es decir:

ΣfV
Tx(k + 1) = UTf Ax(k)

−UTl Ax(k + 1) = 0

Por tanto, ||ΣfV Tx(k + 1) − UTf Ax(k)|| = 0 y || − UTl Ax(k +

1)|| = 0; o equivalentemente, ||ProyR(S)(Sx(k + 1) − Ax(k))|| = 0 y

||ProyR(S)⊥(−Ax(k + 1))|| = 0 (vea el Lema 3.7).

Aśı, para todo N = 1, 2, · · · se tiene que:

||ProyR(S)(Sx(1)−Ax(0))||2 +

N∑
k=1

||ProyR(S)(Sx(k + 1)−Ax(k))||2 = 0 ,

(3.10)

y

N∑
k=1

||ProyR(S)⊥(−Ax(k))||2 = 0 .

(3.11)

Si sumamos (3.10) y (3.11) , y recordamos que ProyR(S)⊥(−Ax(k)) =

ProyR(S)⊥(Sx(k + 1)−Ax(k)), tenemos lo siguiente:

||ProyR(S)(Sx(1)−Ax(0))||2 +

N∑
k=1

||Sx(k + 1)−Ax(k)||2 = 0 .
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Y por tanto,

N∑
k=0

||Sx(k + 1)−Ax(k)||2 = ||ProyR(S)⊥(Sx(1)−Ax(0))||2 +

||ProyR(S)(Sx(1)−Ax(0))||2 +

N∑
k=1

||Sx(k + 1)−Ax(k)||2

= ||ProyR(S)⊥(−Ax(0))||2 . (3.12)

Y al tomar ĺımite a ambos lados de (3.12) se obtiene (3.7). Note que,

como la serie es finita, la sucesión {x(k)}∞k=0 está en S.

Ahora probaremos la unicidad. Sea {x′(k)}∞k=0 una sucesión en S
que satisface (3.7). Como el Lema 3.6 afirma que se debe cumplir la

igualdad (3.1), entonces se tiene lo siguiente:

∞∑
k=0

{
||ProyR(S)(Sx

′(k + 1)−Ax′(k))||2 + ||ProyR(S)⊥(−Ax′(k + 1))||2
}

= 0 .

Es decir, para cada k ∈ Z+: ||ProyR(S)(Sx
′(k + 1) − Ax′(k))|| = 0 y

||ProyR(S)⊥(−Ax′(k + 1))|| = 0, o equivalentemente ||ΣfV Tx′(k + 1) −
UTf Ax

′(k)|| = 0 y || − UTl Ax′(k + 1)|| = 0, o también:[
Σf

−UTl AV

]
· V Tx′(k + 1) =

[
UTf Ax

′(k)

O

]
. (3.13)

Finalmente, se sigue por inducción que para todo k ∈ Z+: x′(k) = x(k),

ya que x′(0) = x0 = x(0) y ya que el sistema (3.13) es igual al sistema

no-singular (3.9) que define la sucesión {x(k)}∞k=0.

Ahora probaremos que esta sucesión es la única solución del

sistema (2.1) basada en minimización. Sea {x*(k)}∞k=0 una sucesión en

S arbitraria. El Lema 3.6 nos indica que {x*(k)}∞k=0 debe cumplir la

desigualdad (3.2) con x∗(0) = x0 = x(0), y como la sucesión {x(k)}∞k=0

satisface (3.7), tenemos:

∞∑
k=0

||Sx*(k + 1)−Ax*(k)||2 ≥
∞∑
k=0

||Sx(k + 1)−Ax(k)||2 .
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Como {x*(k)}∞k=0 es una sucesión arbitraria, entonces {x(k)}∞k=0 resuelve

el problema de minimización de la serie. Además, cualquier sucesión en

S cuya serie iguale a
∑∞
k=0 ||Sx(k+ 1)−Ax(k)||2 va a satisfacer (3.7) y

por tanto, tiene que ser la sucesión {x(k)}∞k=0, como vimos arriba.

Observe que el Teorema 3.8 es válido para cualquier condición inicial

x0 (la hipóteis se refiere al sistema (2.1)); es decir, la solución basada

en minimización existe para cualquier condición inicial. Si, además, la

condición inicial es consistente (i.e. Ax0 ∈ R(S)), la solución basada

en minimización es la solución clásica. Esto se analiza en el siguiente

Corolario.

Corolario 3.9. Considere la hipótesis del Teorema 3.8. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i) La condición inicial x0 es consistente;

(ii) La solución basada en minimización es una solución clásica con

condición inicial x0;

(iii) Existe una única solución clásica con condición inicial x0.

Demostración. (i)⇒(ii): Decir que la condición inicial x0 es consistente

significa que Ax0 ∈ R(S) (vea la Observación 3.2), o equivalentemente

que ProyR(S)⊥Ax0 = 0. Además, el Teorema 3.8 garantiza la existencia

de la solución basada en minimización {x(k)}∞k=0 con x(0) = x0. En

consecuencia, la serie en (3.7) es cero , y por tanto ||Sx(k+1)−Ax(k)|| =
0 para cada k ∈ Z+. Esto quiere decir que la solución basada en

minimización es una solución clásica.

(ii)⇒(iii): Sólo resta probar la unicidad. Sea {x(k)}∞k=0 la solución

basada en minimización con x(0) = x0. Como esta solución es clásica,

tenemos que
∑∞
k=0 ||Sx(k + 1) − Ax(k)||2 = 0. Por otro lado, cualquier

solución clásica {x*(k)}∞k=0 con condición inicial x*(0) = x0 es tal que∑∞
k=0 ||Sx*(k + 1) − Ax*(k)||2 = 0, y por tanto, es una sucesión en S

que resuelve el problema de minimización. Aśı, por la unicidad vista en

el Teorema 3.8, tiene que ser igual a {x(k)}∞k=0 .
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(iii)⇒(i): Sea {x(k)}∞k=0 la solución clásica con x(0) = x0. Por tanto,

Sx(1) = Ax(0), y aśı Ax0 ∈ R(S); es decir la condición inicial x0 es

consistente.

Corolario 3.10. Considere la hipótesis del Teorema 3.8. Sea {x(k)}∞k=0

la solución basada en minimización con condición inicial x(0), y sea

{x′(k)}∞k=0 la solución basada en minimización con condición inicial

x′(0). Ambas soluciones coinciden (para k = 1, 2, . . . ) si y solo si

ProyR(S)Ax(0) = ProyR(S)Ax
′(0).

Demostración. Primero, observe que ProyR(S)Ax(0) = ProyR(S)Ax
′(0)

si solo si UTf Ax(0) = UTf Ax
′(0).

Ahora, de la demostración del Teorema 3.8, se sabe que la solución

basada en minimización se calcula de manera recursiva usando el sistema

(3.9). Por tanto, si UTf Ax(0) = UTf Ax
′(0) entonces x(1) = x′(1); y por

inducción se tiene que ambas soluciones coinciden para k = 1, 2, . . . . Y

si UTf Ax(0) 6= UTf Ax
′(0) entonces x(1) 6= x′(1) ya que el sistema (3.9)

es no-singular (inyectivo); aśı, ambas soluciones son diferentes.

4. Ejemplo

Encontraremos soluciones basadas en minimización del sistema (2.1)

para las siguientes matrices:

S =

 2 0 0

0 0 0

0 0 0

 , A =

 1 0 0

1 1 0

1 0 1

 .
Note que: n = 3, ρ = 1 y una descomposición en valores singulares es S =

UΣV T , donde Σ = S y U = I = V . Con esta descomposición calculamos

UTl AVl = I ∈ M2(R) que es no-singular; por tanto, el Teorema 3.8

garantiza la existencia de una única solución basada en minimización

para cada condición inicial x(0). En este ejemplo, hemos considerado 4

condiciones iniciales diferentes mostradas en la Tabla 1. Para cada caso,

se calculó la solución basada en minimización {x(k)}Nk=0, con N = 10.
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x(0) ProyR(S)Ax(0) ProyR(S)⊥Ax(0) Suma∗

caso 1 [5 − 5 − 5]T [5 0 0]T [0 0 0]T 0

caso 2 [5 − 4 − 5]T [5 0 0]T [0 1 0]T 1

caso 3 [5 − 5 − 4]T [5 0 0]T [0 0 1]T 1

caso 4 [5 − 4 − 4]T [5 0 0]T [0 1 1]T 2
∗ Suma =

∑N−1
k=0 ||Sx(k + 1)−Ax(k)||2

Cuadro 1: Resultados encontrados para 4 condiciones iniciales diferentes.

Como las 4 condiciones iniciales son tales que ProyR(S)Ax(0) = [5 0 0]T

(ver Tabla 1), el Corolario 3.10 nos indica que las 4 soluciones deben

coincidir para k = 1, · · · , N . Esto se confirma numéricamente: La Figura

1 muestra que las 4 soluciones difieren apenas en la condición inicial.

Finalmente, para cada caso, se calculó el vector ProyR(S)⊥Ax(0) aśı como∑N−1
k=0 ||Sx(k+ 1)−Ax(k)||2 (ver Tabla 1). Los resultados confirman lo

establecido en el Teorema 3.8: esta suma debe ser igual a la norma al

cuadrado del vector proyección. Cabe resaltar que el caso 1 corresponde

a una condición inicial consistente y por tanto, la solución es clásica.

Figura 1: Soluciones basadas en minimización calculadas para 4

condiciones iniciales diferentes.
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Abstract

This article introduces a new concept of solution of a linear singular

system (descriptor system), based on minimization. It is shown that,

by imposing a hypothesis on the matrices of the descriptor system, the

minimization-based solution exists and is unique for any initial condition.

In particular, if the initial condition is consistent, then the minimization-

based solution is equal to the classical solution. Also in this work, a

numerical example is given in order to analyze the minimization-based

solutions for different initial conditions.

Keywords: linear singular system, singular value decomposition,

minimization methods

Presentado: agosto del 2023.

Aceptado: octubre del 2023.

Juan Casavilca,

Pontificia Universidad Católica del Perú,
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teoŕıa del grado topológico. En este trabajo, usaremos la
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1. Introducción

Un problema clásico en análisis es resolver ecuaciones no lineales

de la forma

F (x) = 0,

donde F : Dn → Rm es una aplicación continua del disco unitario cerrado

Dn ⊂ Rn en Rm. Note que, si existe x ∈ ∂Dn = Sn−1 tal que F (x) = 0,

tenemos inmediatamente que tal ecuación admite solución. Aśı que, en

adelante vamos a suponer que F (x) 6= 0, para cualquier x ∈ ∂Dn = Sn−1

y consideraremos F| : Sn−1 → Rm − {0} como la aplicación restricción.

Una técnica topológica, que existe en la literatura, para la existencia

de ecuaciones no lineales es la teoŕıa del grado topológico. En este

trabajo, usaremos la teoŕıa de categoŕıa de una aplicación para resolver

el problema de existencia de soluciones de ecuaciones no lineales. Esta

teoŕıa, como mostraremos en este trabajo, da una técnica alternativa

para estudiar ecuaciones no lineales.

En el Caṕıtulo 2 daremos una revisión de Homotoṕıa. En la

Sección 2.1 presentamos la definición y propiedades básicas de la

relación de homotoṕıa entre aplicaciones. La relación de homotoṕıa

es una relación de equivalencia (Proposición 2.3). Proposición 2.6

establece que la relación de homotoṕıa se mantiene con respecto

a la operación de composición. En la Sección 2.2 recordamos la

definición y propiedades básicas de nulo homotoṕıa y contráctibilidad.

La Proposición 2.10 dice que la composición de dos aplicaciones es nulo

homotópica siempre que una de las aplicaciones sea nulo homotópica.

El caso particular cuando la identidad es nulo homotópica origina el

concepto de contractibilidad (Definición 2.11). Proposición 2.14 muestra

que toda aplicación cuyo dominio o codominio sea contráctil es nulo

homotópica. Además, la Proposición 2.15 dice que toda aplicación

continua con codominio contráctil es homotópica a una aplicación

constante deseada. En particular, cualesquier dos aplicaciones con el

mismo codominio contráctil son homotópicas (ver Corolario 2.16). La

Proposición 2.17 afirma que toda aplicación continua con dominio
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contráctil y contradominio conexo por caminos es homotópica a una

aplicación constante deseada. Como consecuencia, cualesquier dos

aplicaciones con el mismo dominio contráctil y el mismo codominio

conexo por caminos son homotópicas (Corolario 2.18). En la Sección 2.3

presentamos el concepto y propiedades básicas de retracto y retracto

por deformación. Proposición 2.27 dice que todo retracto de un espacio

contráctil es contráctil. En particular, tenemos que la esfera unitaria

Sn−1 no es un retracto del disco unitario Dn (Proposición 2.29). Como

consecuencia, se establece el famoso teorema del punto fijo de Brouwer

(Proposición 2.30). Proposición 2.35 presenta una caracterización de

retractos en términos de extensión de aplicaciones. Presentamos también

el concepto de equivalencia homotópica (Definición 2.36).

En el Caṕıtulo 3 daremos una revisión de categoŕıa de una

aplicación. En la Sección 3.1 presentamos la definición y propiedades

básicas de la categoŕıa de una aplicación. Una propiedad es

que la categoŕıa de una aplicación es un invariante homotópico

(Proposición 3.3). La Proposición 3.5 muestra el comportamiento de la

categoŕıa con respecto a la composición. Además, Proposición 3.10 dice

que si componemos a una aplicación con una equivalencia homotópica

su categoŕıa no se altera. Se cumple que la categoŕıa de una aplicación se

puede realizar como la categoŕıa de una fibración (ver Proposición 3.14).

En la Sección 3.2 recordamos la definición y propiedades básicas de

categoŕıa LS. La categoŕıa LS da una cota superior para la categoŕıa

de una aplicación (Proposición 3.19). En particular, se cumple que

la categoŕıa de una aplicación con dominio o codominio una esfera

es a lo máximo 2 (Corolario 3.21). La Proposición 3.22 da una

caracteización de cuando una aplicación continua, con dominio o

codominio una esfera, no es nulo homotópica. El comportamiento de

la categoŕıa LS para los retractos está dada en la Proposición 3.23. En

particular se muestra que la categoŕıa LS es un invariante homotópico

(Corolario 3.24). Además, se tiene que la categoŕıa LS de un espacio

siempre le gana a la categoŕıa LS de sus retractos (Corolario 3.26). La

Proposición 3.28 muestra la categoŕıa de una equivalencia homotópica.
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En la Definición 3.30 recordamos la noción de categoŕıa seccional. Una

conexión entre categoŕıa, categoŕıa seccional y categoŕıa LS está dada

en el Teorema 3.31. La Proposición 3.32 muestra una igualdad entre la

categoŕıa de una aplicación, con categoŕıa seccional uno, y la categoŕıa

LS de su codomoinio. En particular, se tiene que la categoŕıa de la

proyección sobre la primera coordenada definida sobre el espacio de

configuraciones ordenado con dos puntos coincide con la categoŕıa del

espacio, siempre que tal espacio admita una aplicación continua sin punto

fijo (Proposición 3.33).

En el Caṕıtulo 4 usaremos la teoŕıa de categoŕıa de una aplicación

para estudiar la existencia de soluciones de ecuaciones no lineales. En

la Sección 4.1 se presenta el problema clásico de análisis no lineal, en

particular de la existencia de soluciones, el cual pretendemos resolver

usando la teoŕıa de categoŕıa de una aplicación. Una conexión entre la

existencia de soluciones de una ecuación no lineal y la categoŕıa de una

aplicación está dada en el Teorema 4.5. En particular, el Corolario 4.6

presenta una condición en términos de categoŕıa para la existencia de

soluciones de una ecuación no lineal. Proposición 4.7 dice que podemos

considerar cualquier disco cerrado de cualquier radio y centrado en

cualquier punto. Una condición en términos de categoŕıa seccional para

la existencia de soluciones está dada en la Proposición 4.11. En la

Sección 4.2 presentamos una serie de ejemplos del uso de categoŕıa en la

existencia de soluciones de ecuaciones no lineales.

Adicionalmente, en cada caṕıtulo se proponen problemas que

pueden ser consideramos como proyectos de investigación a futuro.

2. Preliminares

En la Sección 2.1 presentamos la relación de homotoṕıa entre

aplicaciones. En la Sección 2.2 recordamos la definición y propiedades

básicas de nulo homotoṕıa y contráctibilidad. En la Sección 2.3

presentamos el concepto y propiedades básicas de retracto y retracto

por deformación.
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2.1. Homotoṕıa

Presentamos la definición y las propiedades básicas de la relación de

homotoṕıa entre aplicaciones. La relación de homotoṕıa es una relación

de equivalencia (Proposición 2.3). La Proposición 2.6 establece que

la relación de homotoṕıa se mantiene con respecto a la operación de

composición.

Note que, toda aplicación de la forma H : X × Z → Y define una

familia de aplicaciones {Hz : X → Y }z∈Z , donde cada Hz : X → Y está

dada por Hz(x) = H(x, z), para todo x ∈ X. Definiremos el concepto de

homotoṕıa el cuál será esencial en este trabajo.

Definición 2.1 (Homotoṕıa). Sean f, g : X → Y aplicaciones continuas.

1. Una homotoṕıa de f en g es una aplicación continua de la forma

H : X × [0, 1]→ Y tal que H0 = f y H1 = g.

2. Diremos que f es homotópica a g, denotado por f ' g, cuando

existe una homotoṕıa de f en g.

Ejemplo 2.2.

(1) Sean X un espacio topológico y f, g : X → Rn aplicaciones

continuas. Tenemos que f ' g. De hecho, consideremos la

aplicación H : X × [0, 1] → Rn dada por H(x, t) = (1 − t)f(x) +

tg(x), para todo (x, t) ∈ X × [0, 1]. Note que, H es continua (ya

que Rn es un R-espacio vectorial topológico). Además, H(x, 0) =

f(x),∀x ∈ X, y H(x, 1) = g(x),∀x ∈ X.

(2) Sean f, g : [0, 1] → S1 aplicaciones continuas dadas por f(s) =

(cos 2πs, sin 2πs) ,∀s ∈ [0, 1], y g(s) = (1, 0),∀s ∈ [0, 1]. Tenemos

que f ' g. De hecho, consideremos la aplicación H : [0, 1]×[0, 1]→
S1 dada por H(s, t) = f((1− t)s),∀(s, t) ∈ [0, 1]× [0, 1]. Note que,

H está bien definida (ya que (1− t)s ∈ [0, 1]), es continua (ya que

es composición de aplicaciones continuas) y H(s, 0) = f(s),∀s ∈
[0, 1], H(s, 1) = f(0) = (1, 0),∀s ∈ [0, 1].
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Veamos que “'” es una relación de equivalencia en el conjunto

Map(X,Y ) de todas las aplicaciones continuas de X en Y .

Proposición 2.3. La relación “'” es una relación de equivalencia en

el conjunto Map(X,Y ), o sea, cumple las siguientes propiedades:

1. Para f ∈ Map(X,Y ): f ' f (Reflexiva).

2. Para f, g ∈ Map(X,Y ): Si f ' g, entonces g ' f (Simétrica).

3. Para f, g, h ∈ Map(X,Y ): Si f ' g y g ' h, entonces f ' h

(Transitiva).

Demostración.

1. Sea f ∈ Map(X,Y ). Definamos H : X × [0, 1] → Y por H(x, t) =

f(x) para todo (x, t) ∈ X × [0, 1]. Note que, H es una homotoṕıa

de f en f . Aśı, f ' f .

2. Sean f, g ∈ Map(X,Y ) tal que f ' g. Sea H : X × [0, 1] → Y

una homotoṕıa de f en g. Definamos
←−
H : X × [0, 1] → Y por←−

H (x, t) = H(x, 1− t) para todo (x, t) ∈ X × [0, 1]. Note que
←−
H es

una homotoṕıa de g en f . Aśı, g ' f .

3. Sean f, g, h ∈ Map(X,Y ) tales que f ' g y g ' h. Sean

F : X × [0, 1]→ Y una homotoṕıa de f en g y G : X × [0, 1]→ Y

una homotoṕıa de g en h. Definamos H : X × [0, 1]→ Y por

H(x, t) =

{
F (x, 2t), si 0 ≤ t ≤ 1/2;

G(x, 2t− 1), si 1/2 ≤ t ≤ 1.

Note que, H es una homotoṕıa de f en h. Aśı, f ' h.
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Por la Proposición 2.3 podemos considerar el conjunto cociente

Map(X,Y )/ '= {[f ] : f ∈ Map(X,Y )},

donde cada clase de equivalencia [f ] = {g ∈ Map(X,Y ) : g ' f} es

llamada clase de homotoṕıa de f . Aśı, el conjunto cociente

Map(X,Y )/ ' es llamado conjunto de clases de homotoṕıa de X en Y .

Ejemplo 2.4.

(1) Sean f, g : [0, 1] → S1 aplicaciones continuas dadas por f(s) =

(cos 2πs, sin 2πs) ,∀s ∈ [0, 1], y g(s) = −f(s),∀s ∈ [0, 1]. Tenemos

que f ' g. De hecho, por el Ítem (2) del Ejemplo 2.2 tenemos

que f ' (1, 0) y g ' (−1, 0). Veamos ahora que (1, 0) ' (−1, 0).

Consideremos los caminos γ1, γ2 : [0, 1]→ S1 dados por

γ1(s) =
(1− s)(1, 0) + s(0, 1)

‖(1− s)(1, 0) + s(0, 1)‖
,

γ2(s) =
(1− s)(0, 1) + s(−1, 0)

‖(1− s)(0, 1) + s(−1, 0)‖
.

El camino γ : [0, 1]→ S1 dado por

γ(s) =

{
γ1(2s), si 0 ≤ s ≤ 1/2;

γ2(2s− 1), si 1/2 ≤ s ≤ 1

cumple que γ(0) = (1, 0) y γ(1) = (−1, 0). Luego la aplicación

H : [0, 1]×[0, 1]→ S1 dada por H(s, t) = γ(t),∀(s, t) ∈ [0, 1]×[0, 1]

es una homotoṕıa de (1, 0) en (−1, 0). Aśı, por la Proposición 2.3

podemos concluir que f ' g.

(2) Sean f, g : X → Rn \ {0} aplicaciones continuas tales que para

cada x ∈ X existe λ > 0 con g(x) = λf(x). Tenemos que f ' g.

De hecho, consideremos la aplicación H : X × [0, 1] → Rn \ {0}
dada por H(x, t) = (1− t)f(x) + tg(x),∀(x, t) ∈ X× [0, 1]. Veamos

que H está bien definida, o sea, H(x, t) ∈ Rn \ {0}, para todo
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(x, t) ∈ X × [0, 1]. Supongamos que (1 − t)f(x) + tg(x) = 0 para

algún (x, t) ∈ X × [0, 1]. Note que 0 < t < 1. Para tal x ∈ X,

consideremos λ > 0 con g(x) = λf(x). Luego,

(1− t)f(x) + tλf(x) = (0, 0),

(1− t)f(x) = −tλf(x),

(1− t)‖f(x)‖ = tλ‖f(x)‖,
1− t = tλ.

Entonces, reemplazando en la igualdad (1 − t)f(x) + tλf(x) = 0,

obtenemos que 2(1 − t)f(x) = 0. Como f(x) 6= 0 entonces t = 1,

lo cual es una contradicción. Aśı, H está bien definida. Luego,

podemos concluir que H es una homotoṕıa de f en g.

Ejemplo 2.5.

(1) Sean f, g : S1 → R2 \ {(0, 0)} aplicaciones continuas dadas por

f(x, y) = (x, y),∀(x, y) ∈ S1, y g(x, y) = (x, y) + (3, 3),∀(x, y) ∈
S1. Note que, f no es homotópica a g, ya que si H : S1 × [0, 1]→
R2\{(0, 0)} es una homotoṕıa de f en g entonces existen (x0, t0) ∈
S1 × [0, 1] tal que H(x0, t0) = (0, 0), lo cual es una contradicción.

(2) Sean f, g : S1 → R3 \ {(0, 0, 0)} aplicaciones continuas dadas

por f(x, y) = (x, y, 0),∀(x, y) ∈ S1, y g(x, y) = (x, y, 0) +

(3, 3, 0),∀(x, y) ∈ S1. Veamos que, f ' g. La aplicación F : S1 ×
[0, 1] → R3 \ {(0, 0, 0)}, H((x, y), t) = (x, y, t), es una homotoṕıa

de f en h, donde h(x, y) = (x, y, 1). Además, la aplicación G :

S1× [0, 1]→ R3\{(0, 0, 0)}, G((x, y), t) = (1−t)(x, y, 1)+tg(x, y),

es una homotoṕıa de h en g. Aśı, por la transitividad de la relación

de homotoṕıa (ver Proposición 2.3), obtenemos que f ' g.

Ahora, veamos que la relación de homotoṕıa se mantiene con

respecto a la operación de composición.

Proposición 2.6. Sean f, g : X → Y y f ′, g′ : Y → Z aplicaciones

continuas. Si f ' g y f ′ ' g′ entonces (f ′ ◦ f) ' (g′ ◦ g).
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Demostración. Sean H : X × [0, 1]→ Y una homotoṕıa de f en g y G :

Y × [0, 1]→ Z una homotoṕıa de f ′ en g′. Definamos F : X × [0, 1]→ Z

por

F (x, t) = G(H(x, t), t),∀(x, t) ∈ X × [0, 1].

Note que, F es una homotoṕıa de f ′◦f en g′◦g. Aśı, (f ′◦f) ' (g′◦g).

Corolario 2.7. Sean f, g : X → Y , h′ : W → X y h : Y → Z

aplicaciones continuas. Si f ' g entonces f ◦ h′ ' g ◦ h′ y h ◦ f ' h ◦ g.

2.2. Nulo homotoṕıa y espacio contráctil

En esta sección recordamos la definición y propiedades básicas

de nulo homotoṕıa y contráctibilidad. La Proposición 2.10 dice que

la composición de dos aplicaciones es nulo homotópica siempre que

una de las aplicaciones sea nulo homotópica. El caso particular

cuando la identidad es nulo homotópica origina el concepto de

contractibilidad (Definición 2.11). Proposición 2.14 muestra que toda

aplicación cuyo dominio o codominio sea contráctil es nulo homotópica.

Además, la Proposición 2.15 dice que toda aplicación continua con

codominio contráctil es homotópica a una aplicación constante deseada.

En particular, cualesquier dos aplicaciones con el mismo codominio

contráctil son homotópicas (ver Corolario 2.16). La Proposición 2.17

afirma que toda aplicación continua con dominio contráctil y

contradominio conexo por caminos es homotópica a una aplicación

constante deseada. Como consecuencia, cualesquier dos aplicaciones con

el mismo dominio contráctil y el mismo codominio conexo por caminos

son homotópicas (Corolario 2.18).

Definición 2.8 (Nulo homotoṕıa). Una aplicación continua f : X → Y

es llamada nulo homotópica cuando existe una constante y0 ∈ Y y una

homotoṕıa de f en la aplicación constante y0 : X → Y, x 7→ y0. O sea,

existe una aplicación continua H : X × [0, 1] → Y tal que H0 = f y

H1 = y0 (para algún y0 ∈ Y ). Tal H es llamada nulo homotoṕıa.
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Ejemplo 2.9. Toda aplicación constante es nulo homotópica.

El siguiente resultado muestra que la composición de dos

aplicaciones es nulo homotópica siempre que una de las aplicaciones sea

nulo homotópica.

Proposición 2.10. Sean f : X → Y , g : Y → Z aplicaciones continuas.

Si f o g es nulo homotópica entonces la composición g ◦ f es nulo

homotópica.

Demostración. Supongamos que f ' y0 (para algún y0 ∈ Y ). Por el

Corolario 2.7, g ◦ f ' g ◦ y0. Pero, g ◦ y0 = z0, donde z0 = g(y0). Aśı,

g ◦ f es nulo homotópica.

Ahora, supongamos que g ' z0 (para algún z0 ∈ Z), aqúı la

aplicación constante z0 es de Y en Z. Nuevamente por el Corolario 2.7,

g ◦ f ' z0 ◦ f . Pero, z0 ◦ f es la aplicación constante z0 de X en Z. Aśı,

g ◦ f es nulo homotópica.

Para un conjunto X, denotemos por 1X : X → X, x 7→ x, a

la aplicación identidad. El caso particular cuando la identidad es nulo

homotópica origina el concepto de contractibilidad.

Definición 2.11 (Contráctil).

1. Un espacio topológico X es llamado contráctil cuando la aplicación

identidad 1X : X → X es nulo homotópica. O sea, existe una

aplicación continua H : X× [0, 1]→ X tal que H0 = 1X y H1 = x0
(para algún x0 ∈ X).

2. Sea A ⊂ X. Diremos que A es contráctil en X cuando la aplicación

inclusión U ↪→ X es nulo homotópica. O sea, existe una aplicación

continua H : U × [0, 1]→ X tal que H(x, 0) = x para todo x ∈ U
y H(x, 1) = x0 para todo x ∈ X (para algún x0 ∈ X).

Note que X es contráctil si y solamente si X es contráctil en śı

mismo. Además, para A ⊂ X, si A es contráctil entonces A es contráctil

en X. La vuelta no es verdad.
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Ejemplo 2.12.

(1) El espacio euclidiano Rd es contráctil. De hecho, la aplicación

H : Rd×[0, 1]→ Rd, (x, t) 7→ H(x, t) = (1−t)x, es una homotoṕıa

de la identidad 1Rd en la aplicación constante 0 : Rd → Rd, x 7→ 0.

(2) La esfera Sn = {(x1, . . . , xn+1, xn+2) ∈ Sn+1 : xn+2 =

0} es contráctil en Sn+1. De hecho, la aplicación H : Sn ×

[0, 1] → Sn+1, (x, t) 7→ H(x, t) =
(1− t)x+ tpN
‖(1− t)x+ tpN‖

, donde

pN = (0, . . . , 0, 1) ∈ Sn+1 es el polo norte, es una homotoṕıa de

la inclusión Sn ↪→ Sn+1 en la aplicación constante pN : Sn →
Sn+1, x 7→ pN .

El cono para un espacio topológico X es dado por el espacio cociente

C(X) =
X × [0, 1]

X × {0}
.

Ejemplo 2.13. El cono C(X) es contráctil. De hecho, podemos

considerar la nulo homotoṕıa H : C(X)× [0, 1]→ C(X) dada por

H([x, s], t) = [x, (1− t)s].

Note que, si X es contráctil entonces X es conexo por caminos, o

sea, para cualesquier x, y ∈ X existe un camino continuo γ : [0, 1] → X

tal que γ(0) = x y γ(1) = y. De hecho, sea H : X × [0, 1] → X una

aplicación continua tal que H0 = 1X y H1 = x0 (para algún x0 ∈ X).

Considere γ : [0, 1]→ X por

γ(t) =

{
H(x, 2t), si 0 ≤ t ≤ 1/2;

H(y, 2− 2t), si 1/2 ≤ t ≤ 1.

Note que, γ es el camino deseado.
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Ahora, veamos que toda aplicación cuyo dominio o codominio sea

contráctil es nulo homotópica.

Proposición 2.14. Sea f : X → Y una aplicación continua. Si X o Y

es contráctil entonces f es nulo homotópica.

Demostración. Supongamos que X es contractil, o sea, la aplicación

identidad 1X : X → X es nulo homotópica. Note que f = f ◦ 1X .

Por otro lado, la Proposición 2.10 implica que f ◦1X es nulo homotópica

y aśı f es nulo homotópica.

Ahora, supongamos que Y es nulo homotópica, o sea, la aplicación

identidad 1Y : Y → Y es nulo homotópica. Note que, f = 1Y ◦ f .

Nuevamente la Proposición 2.10 implica que 1Y ◦ f es nulo homotópica

y aśı f es nulo homotópica.

Además, tenemos que toda aplicación continua con codominio

contráctil es homotópica a una aplicación constante deseada.

Proposición 2.15. Sea f : X → Y una aplicación continua con Y

contráctil y y0 ∈ Y . Entonces f ' y0.

Demostración. Sea H : Y × [0, 1] → Y una aplicación continua con

H0 = 1Y y H1 = y1 (para algún y1 ∈ Y ). Considere la aplicación

G : X × [0, 1]→ Y dada por

G(x, t) =

{
H(f(x), 2t), si 0 ≤ t ≤ 1/2;

H(y0, 2− 2t), si 1/2 ≤ t ≤ 1.

Note que G es una homotoṕıa de f en y0.

Proposición 2.15 implica la siguiente afirmación.

Corolario 2.16. Sean f, g : X → Y aplicaciones continuas con Y

contráctil. Entonces f ' g.

También, la siguiente afirmación muestra que toda aplicación

continua con dominio contráctil y contradominio conexo por caminos

es homotópica a una aplicación constante deseada.
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Proposición 2.17. Sea f : X → Y una aplicación continua con X

contráctil, Y conexo por caminos y y0 ∈ Y . Entonces f ' y0.

Demostración. Sea H : X × [0, 1] → X una aplicación continua con

H0 = 1X y H1 = x1 (para algún x1 ∈ X). Sea y1 = f(x1) y considere un

camino continuo γ : [0, 1]→ Y tal que γ(0) = y1 y γ(1) = y0. Considere

la aplicación G : X × [0, 1]→ Y dada por

G(x, t) =

{
f(H(x, 2t)), si 0 ≤ t ≤ 1/2;

γ(2t− 1), si 1/2 ≤ t ≤ 1.

Note que G es una homotoṕıa de f en y0.

Proposición 2.17 implica la siguiente afirmación.

Corolario 2.18. Sean f, g : X → Y aplicaciones continuas con X

contráctil e Y conexo por caminos. Entonces f ' g.

Consideremos el espacio infinito-dimensional R∞ dado por

R∞ =
{

(xj) : xj ∈ R y existe n ≥ 1 tal que xj = 0 para todo j ≥ n
}

y Rn = {(xj) ∈ R∞ : xj = 0 para todo j > n}. La topoloǵıa de

R∞ es tal que A ⊂ R∞ es cerrado (equivalentemente, abierto) si, y

solamente si, A∩Rn es cerrado en Rn (equivalentemente, abierto), para

todo n ≥ 1. Considere la siguiente aplicación T : R∞ → R∞ dada por

T (x1, x2, . . .) = (0, x1, x2, . . .) para todo (x1, x2, . . .) ∈ R∞.

La esfera infinito-dimensional S∞ es el subespacio de R∞ dada por

S∞ = {(xj) ∈ R∞ : x21 + x22 + · · · = 1}.

Note que tal suma x21 + x22 + · · · es finita.

Ahora, de [4, pg.111], recordemos el concepto de espacio de

configuraciones ordenado. Para X espacio topológico y k ≥ 1, el k-th

espacio de configuraciones ordenado de X es el subespacio del producto

cartesiano Xk = X × · · · ×X dado por:

Conf(X, k) = {(x1, . . . , xk) ∈ Xk : xi 6= xj para todo 1 ≤ i 6= j ≤ k}.
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Por convención Conf(X, 1) = X.

El siguiente resultado muestra que el espacio de configuraciones

Conf(R∞, k) es contráctil, para cada k ∈ {1, 2}.

Proposición 2.19. Para k ∈ {1, 2}, podemos construir expĺıcitamente

una nulo homotoṕıa para Conf(R∞, k). En particular, tenemos que

Conf(R∞, k) es contráctil.

Demostración. El caso k = 1 sigue de [5, Example 1B.3, pg. 88].

Para k = 2, considere la aplicación H : Conf(R∞, 2) × [0, 1] →
Conf(R∞, 2) dada por

Ht ((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) =(
((1− t)x1, (1− t)x2 + tx1, . . .),((1− t)y1, (1− t)y2 + ty1, . . .)

)
.

Veamos que H está bien definida. Supongamos que

((1− t)x1, (1− t)x2 + tx1, . . .) = ((1− t)y1, (1− t)y2 + ty1, . . .).

Como t 6= 1, sigue que x1 = y1 y aśı x2 = y2, x3 = y3, . . ., lo cual es una

contradicción, ya que ((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) ∈ Conf(R∞, 2). Aśı H es

una homotoṕıa entre la identidad 1Conf(R∞,2) y la aplicación H1 = T×T ,

recuerde que T (x1, x2, . . .) = (0, x1, x2, . . .).

Considere la aplicación G : Conf(R∞, 2)×[0, 1]→ Conf(R∞, 2) dada

por

Gt ((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) =

((t, (1− t)x1, (1− t)x2, . . .), (0, (1− t)y1 + t,(1− t)y2, . . .)).

Veamos que G está bien definida. Supongamos que (t, (1 − t)x1, (1 −
t)x2, . . .) = (0, (1−t)y1+t, (1−t)y2, . . .). Luego, t = 0 y aśı x1 = y1, x2 =

y2, . . ., lo cual es una contradicción, ya que ((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) ∈
Conf(R∞, 2). Aśı, G es una homotoṕıa de T×T en la aplicación constante

((1, 0, 0, . . .), (0, 1, 0, . . .)).
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Categoŕıa de una aplicación y análisis no lineal

Por la demostración del Ítem 3 de la Proposición 2.3, tenemos que

F : Conf(R∞, 2)× [0, 1]→ Conf(R∞, 2) dada por

Ft ((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) =

=

{
H2t ((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) , si 0 ≤ t ≤ 1/2;

G2t−1 ((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) , si 1/2 ≤ t ≤ 1.

es una nulo homotoṕıa de 1Conf(R∞,2) en ((1, 0, 0, . . .), (0, 1, 0, . . .)).

Por la Proposición 2.19 formulamos el siguiente problema.

Problema 2.20.

(1) Para k ≥ 3, construya expĺıcitamente una nulo homotoṕıa para

Conf(R∞, k).

(2) Para cada k ≥ 1, construya expĺıcitamente una nulo homotoṕıa

para Conf(S∞, k). Para el caso k = 1, i.e., Conf(S∞, 1) = S∞, ver

[5, Example 1B.3, pg. 88] o [1, Theorem 11.1.3, pg. 332].

Sea A una colección de subconjuntos del espacio X.

1. Se dice que A es localmente finita en X si para cada x ∈ X existe

un abierto U de X tal que el conjunto

{A ∈ A : U ∩A 6= ∅}

es finito, ver [7, pg. 278].

2. Una colección B de subconjuntos de X se dice que es un

refinamiento de A (o que refina a A) si para cada elemento B ∈ B
existe un elemento A ∈ A tal que B ⊂ A. Si los elementos de B son

conjuntos abiertos, llamamos a B un refinamiento abierto de A; si

son conjuntos cerrados, llamamos a B un refinamiento cerrado, ver

[7, pg. 280].

3. Se dice que A tiene orden m + 1 si algún punto de X pertenece

a m + 1 elementos de A, y no existe ningún punto en X que

pertenezca a más de m+ 1 elementos de A, ver [7, pg. 347].
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Sea X un espacio topológico.

1. Se dice que X es paracompacto si todo cubrimiento abierto A de

X tiene un refinamiento abierto localmente finito B que recubre

X, ver [7, pg. 288].

2. Se dice que X es de dimensión finita si existe algún entero m tal

que para todo cubrimiento abierto A de X existe un cubrimiento

abierto B de X que refina a A y que tiene orden m + 1 como

máximo. La dimensión topológica (o de cobertura) de X, denotada

por dim(X), se define como el menor valor m que satisface lo

anterior, ver [7, pg. 348].

Observación 2.21. De [10, Theorem 2.1, pg. 29] tenemos que el espacio de

configuraciones Conf(M,k) nunca es contráctil para ningún k ≥ 2, donde

M es una variedad topológica conexa de dimensión finita. Además, es

planteada la siguiente conjetura.

Conjetura 2.22. Si X es un espacio paracompacto y conexo por

caminos con dimensión de cobertura 1 ≤ dim(X) < ∞. Entonces

los espacios de configuraciones Conf(X, k) nunca son contráctiles, para

k ≥ 2.

Adicionalmente, planteamos el siguiente problema.

Problema 2.23. Sean B un espacio de Banach de dimensión infinita y

k ≥ 1. ¿El espacio de configuraciones Conf(B, k) es contráctil?

El caso k = 1, i.e., Conf(B, 1) = B, es inmediato, ya que B es un

espacio vectorial topológico.

2.3. Retracto y retracto por deformación

En esta sección presentamos el concepto y propiedades básicas

de retracto y retracto por deformación. Proposición 2.27 dice que

todo retracto de un espacio contráctil es contráctil. En particular,

tenemos que la esfera unitaria Sn−1 no es un retracto del disco unitario

Dn (Proposición 2.29). Como consecuencia, se establece el famoso
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teorema del punto fijo de Brouwer (Proposición 2.30). Proposición 2.35

presenta una caracterización de retractos en términos de extensión

de aplicaciones. Presentamos también el concepto de equivalencia

homotópica (Definición 2.36).

Definición 2.24. Sea A ⊂ X.

1. Diremos que A es un retracto de X si existe una aplicación continua

r : X → A tal que r ◦ inlcA = 1A, donde inclA : A ↪→ X es la

aplicación inclusión, o sea, r(a) = a para todo a ∈ A. Tal aplicación

r es llamada una retracción de X en A. Además, se dice que X se

retrae en A.

2. Diremos que A es un retracto por deformación de X si existe

una aplicación continua r : X → A tal que r ◦ inlcA = 1A y

inclA ◦ r ' 1X . Tal aplicación r es llamada una retracción por

deformación de X en A. Además, se dice que X se retrae por

deformación en A.

Ejemplo 2.25.

(1) Todo espacio topológico se retrae en cada uno de sus puntos.

(2) Todo espacio topológico contráctil se retrae por deformación en

cada uno de sus puntos. Más generalmente, note que si X es

contráctil y A es un retracto de X entonces A es un retracto por

deformación de X.

(3) Rm+1 − {0} se retrae por deformación en la esfera Sm mediante

la retracción r : Rm+1 − {0} → Sm, r(x) =
x

‖ x ‖
.

(4) Rm+1 − {−1, 1} se retrae por deformación en el wedge de esferas

Sm ∨ Sm.

El cilindro para un espacio topológico X es dado por el producto

cartesiano

Cil(X) = X × [0, 1].
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Ejemplo 2.26. X × {0} es un retracto por deformación del cilindro

Cil(X). La retracción por deformación es dada por r : Cil(X)→ X×{0},
r(x, s) = (x, 0), para cada (x, s) ∈ Cil(X). La homotoṕıa entre i ◦ r
y la identidad 1Cil(X) es dada por H : Cil(X) × [0, 1] → Cil(X),

H(x, s, t) = (x, ts).

Un resultado conocido es que la esfera unitaria Sn−1 no es un

retracto del disco unitario Dn = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1}. Más generalmente,

tenemos la siguiente afirmación.

Proposición 2.27. Sea X un espacio contráctil y A ⊂ X. Si A es un

retracto de X entonces A es contráctil.

Demostración. Sean r : X → A una retracción. Note que 1A = r ◦ inclA,

donde inclA : A ↪→ X. Como X es contráctil entonces la inclusión es

nulo homotópica (r también es nulo homotópica), ver Proposición 2.14.

Aśı la identidad 1A es nulo homotópica (ver Proposición 2.10) y A es

contráctil.

Corolario 2.28. Sea X un espacio contráctil y A ⊂ X. Si A no es

contráctil entonces A no es un retracto de X.

Como Dn es contráctil y Sn−1 no es contráctil, Corolario 2.28

implica la siguiente afirmación.

Proposición 2.29. La esfera unitaria Sn−1 no es un retracto del disco

unitario Dn.

Proposición 2.29 implica el famoso teorema del punto fijo de

Brouwer. Se dice que una aplicación continua f : X → X tiene punto

fijo cuando existe x ∈ X tal que f(x) = x. Caso contrario, diremos que

f : X → X no tiene punto fijo.

Proposición 2.30 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Si f : Dn →
Dn es una aplicación continua entonces f tiene punto fijo.
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Demostración. Por contradicción. Supongamos que f(x) 6= x para todo

x ∈ X. Sea r : Dn → Sn−1 dada por r(x) =punto de intersección del

rayo
−−−→
f(x)x con la esfera Sn−1, donde

−−−→
f(x)x es el rayo saliendo de f(x) y

pasando por x. Note que r es continua y r(x) = x para todo x ∈ Sn−1.

Aśı, r es una retracción de Dn en Sn−1, lo cual es una contradicción con

la Proposición 2.29.

El siguiente ejemplo muestra una aplicación continua de Rn en Rn

sin punto fijo, para cada n ≥ 1.

Ejemplo 2.31. Para n ≥ 1, la traslación f : Rn → Rn, f(x) = x + a,

con a ∈ Rn, a 6= 0, no tiene punto fijo.

El siguiente ejemplo muestra una aplicación continua de (−1, 1) en

(−1, 1) sin punto fijo.

Ejemplo 2.32. La aplicación continua f : (−1, 1) → (−1, 1), f(s) =
s

2
+

1

2
, no tiene punto fijo.

En general, se puede verificar que para cada n ≥ 1, existe una

aplicación continua f : Bn → Bn sin punto fijo, donde Bn = {x ∈
Rn : ||x|| < 1} es la bola abierta de Rn.

Sea f : X → Y una aplicación continua. Una sección de f es una

inversa a derecha de f , o sea, una aplicación s : Y → X tal que f◦s = 1Y .

Más generalmente, dado un subespacio A ⊂ Y , una sección local de f

sobre A es una aplicación s : A→ X tal que f ◦ s = inclA.

Sean X,Y espacios topológicos. El conjunto

Map(X,Y ) = {f : X → Y | f es continua}

de las aplicaciones continuas es dotado de la topoloǵıa compacto-abierta

que tiene como subbase los conjuntos de la forma UK = {f ∈
Map(X,Y ) : f(K) ⊂ U}, donde K ⊂ X es compacto y U es un conjunto

abierto en Y (ver [1, Definition 1.2.1, pg. 2]).
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Observación 2.33. Para un espacio topológico X.

(1) Existe ϕ : X → Conf(X, 2) una sección continua de la proyección

π : Conf(X, 2) → X, π(x, y) = x, si, y solamente si, existe una

aplicación continua f : X → X sin punto fijo.

(2) De [11, Proposition 4.2, pg. 571] se tiene que, si existe s :

Conf(X, 2) × X → Map([0, 1],Conf(X, 2)) una sección continua

de la aplicación eπ : Map([0, 1],Conf(X, 2)) → Conf(X, 2) ×
X, eπ(γ) = (γ(0), π(γ(1))), entonces X es contráctil y existe una

aplicación continua f : X → X sin punto fijo. Además, si la

proyección π : Conf(X, 2) → X, π(x, y) = x es una fibración,

se tiene que el regreso también vale (ver [11, Corollary 4.8, pg.

574]).

Debido al Ítem (2) de la Observación 2.33 planteamos el siguiente

problema.

Problema 2.34. Sea X un espacio contráctil tal que existe una aplicación

continua f : X → X sin punto fijo. ¿Existe s : Conf(X, 2) ×
X → Map([0, 1],Conf(X, 2)) sección continua de la aplicación eπ :

Map([0, 1],Conf(X, 2))→ Conf(X, 2)×X, eπ(γ) = (γ(0), π(γ(1)))?

Sean X, Y espacios topológicos, A ⊂ X y g : A → Y una

aplicación continua. Una extensión de g sobre X es una aplicación

continua f : X → Y tal que f(a) = g(a), para todo a ∈ A. De [6,

Proposition 7.1, pg. 10] tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.35. Sea X un espacio topológico y A ⊂ X. A es un

retracto de X si, y solamente si, para cualquier espacio topológico Y ,

cada aplicación continua g : A→ Y tiene una extensión sobre X.

Demostración. Veamos la ida. Sea r : X → A una retracción. Tenemos

que g ◦ r : X → Y es una extensión de g sobre X, ya que, para a ∈ A,

tenemos (g ◦ r)(a) = g(r(a)) = g(a). Ahora, veamos el regreso. Para

g = 1A, por hipótesis tenemos que, existe r : X → A extensión de 1A
sobre X. Note que, r es una retracción.
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Categoŕıa de una aplicación y análisis no lineal

Definición 2.36 (Equivalencia homotópica). Sean X, Y espacios

topológicos.

1. Se dice que X domina a Y si existen aplicaciones continuas

f : X → Y y g : Y → X tales que f ◦ g ' 1Y .

2. Una aplicación continua f : X → Y es llamada una equivalencia

homotópica si existe una aplicación continua g : Y → X tal que

g ◦f ' 1X y f ◦g ' 1Y . Tal g es llamada inversa homotópica de f .

3. Se dice que X es equivalente homotópico a Y , denotado por X ' Y ,

cuando existe una equivalencia homotópica f : X → Y .

Note que la relación “'” es una relación de equivalencia. Aśı, cuando

X ' Y diremos que X e Y tienen el mismo tipo de homotoṕıa.

Ejemplo 2.37.

1. Todo espacio topológico domina a sus retractos.

2. Si A es un retracto por deformación de X entonces A y X tienen

el mismo tipo de homotoṕıa, i.e., A ' X.

Ejemplo 2.38. Sea X un espacio topológico.

1. X es contráctil si, y solamente si, X ' {∗}.

2. C(X) ' {∗}.

3. Cil(X) ' X.

3. Categoŕıa de una aplicación

En este caṕıtulo daremos una revisión de categoŕıa de una

aplicación. En la Sección 3.1 presentamos la definición y propiedades

básicas de la categoŕıa de una aplicación. En la Sección 3.2 recordamos

la definición y propiedades básicas de categoŕıa LS.
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3.1. Definiciones básicas

En esta sección presentamos la definición y propiedades básicas

de la categoŕıa de una aplicación. Una propiedad es que la categoŕıa

de una aplicación es un invariante homotópico (Proposición 3.3). La

Proposición 3.5 muestra el comportamiento de la categoŕıa con respecto

a la composición. Además, Proposición 3.10 dice que si componemos a

una aplicación con una equivalencia homotópica su categoŕıa no se altera.

Se cumple que la categoŕıa de una aplicación se puede realizar como la

categoŕıa de una fibración (ver Proposición 3.14).

De [2, Definition 1.1, pg. 265] tenemos la siguiente definición.

Definición 3.1. Sea f : X → Y una aplicación continua. La categoŕıa

de f , denotada por cat(f), es el menor entero positivo n tal que existen

U1, . . . , Un abiertos de X tales que X = U1 ∪ · · · ∪ Un y cada aplicación

restricción f|Ui
: Ui → Y es nulo homotópica. En caso que no exista tal

entero n, escribiremos cat(f) =∞.

Note que cat(f) = 1 si y solamente si f es nulo homotópica.

Ejemplo 3.2.

(1) La categoŕıa de cualquier aplicación constante y0 : X → Y, y0(x) =

y0, es igual a 1.

(2) Sea f : X → Y una aplicación continua. Si X o Y es contráctil,

entonces, por la Proposición 2.14, tenemos que cat(f) = 1.

Tenemos que la categoŕıa cat(−) es un invariante homotópico.

Proposición 3.3. Sean f, g : X → Y aplicaciones continuas. Si f ' g

entonces cat(f) = cat(g).

Demostración. Veamos que cat(f) ≤ cat(g). Supongamos que cat(g) =

n y consideremos U1, . . . , Un abiertos de X tales que X = U1 ∪ · · · ∪ Un
y cada aplicación restricción g|Ui

: Ui → Y es nulo homotópica.
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Note que g|Ui
= g ◦ inclUi para cada i = 1, . . . , n, donde inclUi :

Ui ↪→ X es la aplicación inclusión. Luego,

f|Ui
= f ◦ inclUi

' g ◦ inclUi (sigue del Corolario 2.7)

= g|Ui
,

aśı f|Ui
es nulo homotópica, ya que g|Ui

es nulo homotópica. Luego,

cat(f) ≤ n = cat(g). Análogamente, se tiene que cat(g) ≤ cat(f). Por lo

tanto, cat(f) = cat(g).

El regreso de la Proposición 3.3 no vale. Aśı, es natural plantear el

siguiente problema.

Problema 3.4. Sean f, g : X → Y aplicaciones continuas. ¿Existen

condiciones para f, g tales que el regreso de la Proposición 3.3 sea verdad,

o sea, si cat(f) = cat(g) implica que f ' g?

Ahora veamos el comportamiento de cat(−) con respecto a la

composición.

Proposición 3.5. Sean f : X → Y y g : Y → Z aplicaciones continuas.

Tenemos

cat(g ◦ f) ≤ mı́n{cat(f), cat(g)}.

Demostración. Veamos que cat(g ◦ f) ≤ cat(f). Supongamos que

cat(f) = n y consideremos U1, . . . , Un abiertos de X tales que X =

U1 ∪ · · · ∪ Un y cada aplicación restricción f|Ui
: Ui → Y es nulo

homotópica. Note que

(g ◦ f)|Ui
= (g ◦ f) ◦ inclUi

= g ◦ (f ◦ inclUi
)

= g ◦ f|Ui
,

luego, aplicando la Proposición 2.10, obtenemos que (g ◦ f)|Ui
es nulo

homotópica, ya que f|Ui
es nulo homotópica. Aśı, cat(g◦f) ≤ n = cat(f).

Pro Mathematica, 32, 64 (2023), 31-74, ISSN 1012-3938 53



C. A. Ipanaque Zapata

Ahora, veamos que cat(g ◦ f) ≤ cat(g). Supongamos que cat(g) = n

y consideremos V1, . . . , Vn abiertos de Y tales que Y = V1 ∪ · · · ∪ Vn y

cada aplicación restricción g|Vi
: Vi → Z es nulo homotópica. Para cada

i = 1, . . . , n, considere Ui = f−1(Vi). Note que, cada Vi es abierto de X

y X = U1 ∪ · · · ∪ Un. Además,

(g ◦ f)|Ui
= (g ◦ f) ◦ inclUi

= g ◦ (f ◦ inclUi
)

= g ◦
(
inclVi ◦ f|

)
= (g ◦ inclVi

) ◦ f|
= g|Vi

◦ f|,

donde f| : Ui → Vi está dada por f|(x) = f(x) para todo x ∈ Ui. Luego,

nuevamente aplicando la Proposición 2.10, obtenemos que (g ◦ f)|Ui
es

nulo homotópica, ya que g|Vi
es nulo homotópica. Aśı, cat(g ◦ f) ≤ n =

cat(g).

Por lo tanto, cat(g ◦ f) ≤ mı́n{cat(f), cat(g)}.

Por la demostración de la Proposición 3.5 obtenemos que la

Proposición 2.10 implica la Proposición 3.5. La vuelta también vale.

El siguiente ejemplo muestra que la desigualdad en la

Proposición 3.5 puede ser estricta.

Ejemplo 3.6. Considere el wedge Sn ∨Sn = Sn×{1}∪ {1}×Sn junto

con las aplicaciones g : Sn ∨ Sn → Sn ∨ Sn y f : Sn ∨ Sn → Sn ∨ Sn
dadas por

f(x, y) =

{
(1, 1), si y = 1;

(1, y), si x = 1.

g(x, y) =

{
(x, 1), si y = 1;

(1, 1), si x = 1.

Note que f y g no son nulo homotópicas. Por otro lado f ◦ g = (1, 1).

Aśı, cat(f ◦ g) = 1 y mı́n{cat(f), cat(g)} ≥ 2.
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Además, la Proposición 3.5 implica una secuencia de números

naturales limitada y decreciente (cat(fn))n≥1, donde fn es la n-th

iterada, fn = f ◦ · · · ◦ f , de una autoaplicación f : X → X.

Corolario 3.7. Sea f : X → X una aplicación continua. Para cualquier

n ≥ 1, tenemos

1 ≤ · · · ≤ cat(fn+1) ≤ cat(fn) ≤ · · · ≤ cat(f2) ≤ cat(f).

No conocemos un ejemplo de una autoaplicación f : X → X tal que

cat(f ◦ f) < cat(f). Del Corolario 3.7 tenemos que existe n0 ≥ 1 tal que

cat(fn) = cat(fn0), para todo n ≥ n0. Luego, podemos dar la siguiente

definición.

Definición 3.8. Sea f : X → X una aplicación continua. Denotemos

por

catf = mı́n{n0 : cat(fn) = cat(fn0), para todo n ≥ n0}.
cat(f∞) = cat(f catf ).

catf y cat(f∞) son nuevos invariantes numéricos que no han sido

estudiados. Aśı, presentamos el siguiente problema.

Problema 3.9. Sea f : X → X una aplicación continua. Estudiar catf y

cat(f∞).

Ahora veamos que, si componemos a una aplicación con una

equivalencia homotópica su categoŕıa no se altera.

Proposición 3.10. Sean f : X → Y y g : Y → Z aplicaciones

continuas.

(1) Si existe h : Y → X continua tal que f ◦ h ' 1Y entonces

cat(g ◦ f) = cat(g).

(2) Si existe g′ : Z → Y continua tal que g′ ◦ g ' 1Y entonces

cat(g ◦ f) = cat(f).
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Demostración. Supongamos que cat(g ◦ f) = k y considere W1, . . . ,Wk

abiertos de X tales que X = W1∪· · ·∪Wk y cada restricción (g ◦f)|Wj
:

Wj → Z es nulo homotópica.

(1) Para cada j = 1, . . . , k, consideremos Uj = h−1(Wj). Note que

cada Uj es abierto de Y y Y = U1 ∪ · · · ∪ Uk. Además, para cada

j = 1, . . . , k, tenemos:

g|Uj
= g ◦ inclUj

= (g ◦ 1Y ) ◦ inclUj

' (g ◦ (f ◦ h)) ◦ inclUj
(del Corolario 2.7, f ◦ h ' 1Y )

= ((g ◦ f) ◦ h) ◦ inclUj

= (g ◦ f) ◦ (h ◦ inclUj
)

= (g ◦ f) ◦ (inclWj ◦ h|)
=
(
(g ◦ f) ◦ inclWj

)
◦ h|

= (g ◦ f)|Wj
◦ h|,

donde h| : Uj →Wj está dada por h|(x) = h(x), para todo x ∈ Uj .
Aśı, por la Proposición 2.10, sigue que g|Uj

es nulo homotópica, ya

que (g ◦ f)|Wj
es nulo homotópica. Luego, cat(g) ≤ k = cat(g ◦ f).

Además, por la Proposición 3.5, obtenemos que cat(g◦f) = cat(g).

(2) Para cada j = 1, . . . , k, tenemos:

f|Wj
= f ◦ inclWj

= (1Y ◦ f) ◦ inclWj

' ((g′ ◦ g) ◦ f) ◦ inclWj
(del Corolario 2.7, g′ ◦ g ' 1Y )

= (g′ ◦ (g ◦ f)) ◦ inclWj

= g′ ◦
(
(g ◦ f) ◦ inclWj

)
= g′ ◦ (g ◦ f)|Wj

.

Aśı, nuevamente por la Proposición 2.10, sigue que f|Wj
es nulo

homotópica, ya que (g◦f)|Wj
es nulo homotópica. Luego, cat(f) ≤
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k = cat(g ◦ f). Además, nuevamente por la Proposición 3.5,

obtenemos que cat(g ◦ f) = cat(f).

Proposición 3.10 implica directamente el siguiente resultado.

Corolario 3.11. Sea f : X → Y una aplicación continua.

(1) Si r : Z → X es una retracción de Z en X entonces cat(f ◦ r) =

cat(f).

(2) Si Y es un retracto de W entonces cat(inclY ◦ f) = cat(f), donde

inclY : Y ↪→W es la inclusión.

Ejemplo 3.12. Sea f : X → Y una aplicación continua.

(1) Del Ejemplo 2.26 tenemos que X es un retracto por deformación

del cilindro Cil(X) cuya retracción por deformación está dada por

r : Cil(X) → X, r(x, s) = x, para cada (x, s) ∈ Cil(X). Sea

F : Cil(X)→ Y, F (x, s) = f(x) y note que F = f ◦ r. Aśı, por el

Corolario 3.11 obtenemos que cat(F ) = cat(f). Note también que

f = F ◦ inclX , donde inclX : X ↪→ Cil(X), inclX(x) = (x, 0), es

la inclusión.

Cil(X)

F

""
r

��
X
?�

OO

f
// Y

(2) Nuevamente, por el Ejemplo 2.26 tenemos que Y es un retracto

por deformación del cilindro Cil(Y ). Aśı, por la Proposición 3.10

obtenemos que cat(inclY ◦ f) = cat(f), ya que la inclusión inclY :

Y ↪→ Cil(Y ), inclY (y) = (y, 0), es una equivalencia homotópica.

Cil(Y )

X

inclY ◦f
<<

f
// Y
?�

inclY

OO
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De [5, p. 407] recordemos la siguiente construcción y definición.

Definición 3.13. Para una aplicación continua f : X → Y , considere

el espacio

Ef = {(x, γ) ∈ X ×Map([0, 1], Y ) | γ(0) = f(x)},

donde Map([0, 1], Y ) es el espacio de todos los caminos [0, 1] → Y . La

aplicación

ρf : Ef → Y, (x, γ) 7→ ρf (x, γ) = γ(1)

es una fibración.

Además, la proyección sobre la primera coordenada π : Ef →
X, (x, γ) 7→ x es una equivalencia homotópica con inversa homotópica

c : X → Ef dada por x 7→ (x, γf(x)), donde γf(x) es el camino constante

en f(x). Aśı, tenemos una factorización(
X

f→ Y
)

=
(
X

c→ Ef
ρf→ Y

)
,

la cual es una composición de una equivalencia homotópica seguida por

una fibración. Además, note que la proyección π : Ef → X, (x, γ) 7→ x

es una retracción por deformación de Ef en X. Luego, aplicando la

Proposición 3.10 obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.14. Sea f : X → Y una aplicación continua. Tenemos

que

cat(f) = cat(ρf ).

De [5, p. 348], una aplicación celular f : X → Y , entre complejos

CW, es una aplicación continua tal que f(Xq) ⊂ Y q, para todo q ≥ 0.

Aqúı Xq denota el q-esqueleto de X, o sea, el conjunto de todas la células

de dimensión menor o igual que q.

Observación 3.15. Sean X, Y complejos CW y f : X → Y una aplicación

continua. De [5, Theorem 4.8, p. 349], Teorema de aproximación celular,

tenemos que existe una aplicación celular g : X → Y tal que g ' f .
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Categoŕıa de una aplicación y análisis no lineal

Ejemplo 3.16. Sea f : Sn → Sm una aplicación continua, con n < m.

Veamos que cat(f) = 1. Consideremos sobre Sn su estructura celular

estándar, o sea, una única célula de dimensión 0 y una única célula de

dimensión n. Aśı, (Sn)q = {∗}, para cada q < n, y (Sn)n = Sn. Por

el Teorema de aproximación celular (ver Observación 3.15), existe una

aplicación celular g : Sn → Sm tal que g ' f . Note que g(Sn) ⊂ {∗}.
Aśı, g es una aplicación constante. Luego, f es nulo homotópica.

3.2. Categoŕıa de Lusternik-Schnirelmann

En esta sección recordamos la definición (Definición 3.17) y

propiedades básicas de categoŕıa LS. La categoŕıa LS da una cota

superior para la categoŕıa de una aplicación (Proposición 3.19). En

particular, se cumple que la categoŕıa de una aplicación con dominio

o codominio una esfera es a lo máximo 2 (Corolario 3.21). La

Proposición 3.22 da una caracteización de cuando una aplicación

continua, con dominio o codominio una esfera, no es nulo homotópica.

El comportamiento de la categoŕıa LS para los retractos está dada en

la Proposición 3.23. En particular se muestra que la categoŕıa LS es

un invariante homotópico (Corolario 3.24). Además, se tiene que la

categoŕıa LS de un espacio siempre le gana a la categoŕıa LS de sus

retractos (Corolario 3.26). La Proposición 3.28 muestra la categoŕıa de

una equivalencia homotópica. En la Definición 3.30 recordamos la noción

de categoŕıa seccional. Una conexión entre categoŕıa, categoŕıa seccional

y categoŕıa LS está dada en el Teorema 3.31. La Proposición 3.32 muestra

una igualdad entre la categoŕıa de una aplicación, con categoŕıa seccional

uno, y la categoŕıa LS de su codomoinio. En particular, se tiene que la

categoŕıa de la proyección sobre la primera coordenada definida sobre

el espacio de configuraciones ordenado con dos puntos coincide con la

categoŕıa del espacio, siempre que tal espacio admita una aplicación

continua sin punto fijo (Proposición 3.33).

De [3, Definition 1.1, pg. 1] recordemos la noción de categoŕıa

de Lusternik-Schnirelmann o simplemente categoŕıa LS de un espacio

topológico.
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Definición 3.17 (Categoŕıa LS). Sea X un espacio topológico. La

categoŕıa LS de X, denotado por cat(X), es el menor entero positivo

k tal que existen U1, . . . , Uk abiertos de X tales que X = U1 ∪ · · · ∪ Uk
y cada inclusión Uj ↪→ X es nulo homotópica. En el caso que no exista

tal entero k escribiremos cat(X) =∞.

Note que cat(1X) = cat(X) para cualquier espacio topológico X.

Además, cat(X) = 1 si y solamente si X es contráctil.

Ejemplo 3.18.

(1) cat(Rn) = 1 para cualquier n ≥ 0.

(2) cat(Sm) = 2 para todo m ≥ 0. De hecho, como Sm no es contráctil,

tenemos que cat(Sm) ≥ 2. Por otro lado, considere U1 = Sm\{pN}
y U2 = Sm \ {pS}, donde pN y pS son el polo norte y sur,

respectivamente. Claramente, cada Ui es abierto de Sm y Sm =

U1 ∪ U2. Además, cada Ui es contráctil, ya que es homeomorfo a

Rm, usando la proyección estereográfica. En particular, cada Ui es

contráctil en Sm. Aśı, cat(Sm) ≤ 2.

Proposición 3.5 implica la siguiente afirmación.

Proposición 3.19. Sea f : X → Y una aplicación continua. Tenemos

que

cat(f) ≤ mı́n{cat(X), cat(Y )}.

Demostración. Note que f = f ◦ 1X y f = 1Y ◦ f . Luego, por la

Proposición 3.5, tenemos que cat(f) ≤ cat(X) y cat(f) ≤ cat(Y ).

Ejemplo 3.20. Sea X un espacio topológico y ∆ : X → X×X, ∆(x) =

(x, x), la aplicación diagonal. Tenemos que cat(∆) = cat(X). De hecho,

por Proposición 3.19, tenemos que cat(∆) ≤ cat(X). Por otro lado,

note que 1X = p1 ◦ ∆, donde p1 : X × X → X, p1(x1, x2) = x1, es

la proyección en la primera coordenada. Luego, por la Proposición 3.5,

sigue que cat(X) = cat(1X) ≤ cat(∆).
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Ahora veamos que la categoŕıa de una aplicación con dominio o

codominio una esfera es a lo máximo 2.

Corolario 3.21. Sea f : X → Y una aplicación continua. Si X o Y es

una esfera entonces

cat(f) ∈ {1, 2}.

Demostración. Del Ítem (2) del Ejemplo 3.18 tenemos que cat(X) = 2

o cat(Y ) = 2. Luego, por la Proposición 3.19, sigue que cat(f) ≤ 2.

Aśı, podemos dar una caracterización de cuando una aplicación

continua, con dominio o contradominio una esfera, no es nulo

homotópica.

Proposición 3.22. Sea f : X → Y una aplicación continua con X o

Y una esfera. Tenemos que cat(f) = 2 si, y solamente si, f no es nulo

homotópica.

Demostración. Por la definición de categoŕıa, note que, si cat(f) = 2

entonces f no es nulo homotópica. Ahora, si f no es nulo homotópica

entonces, nuevamente por la definición de categoŕıa, sigue que cat(f) ≥ 2.

Luego, por el Corolario 3.21, concluimos que cat(f) = 2.

Ahora, veamos el comportamiento de la categoŕıa LS para los

retractos. Para ello, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.23. Sean X,Y espacios topológicos. Si X domina a Y ,

entonces

cat(Y ) ≤ cat(X).

Equivalentemente, si cat(Y ) > cat(X) entonces X no domina a Y .

Demostración. Sean Y
g→ X

f→ Y aplicaciones continuas tales que

f ◦ g ' 1Y . Tenemos

cat(Y ) = cat(1Y )

= cat(f ◦ g) (sigue de la Proposición 3.3)

≤ mı́n{cat(f), cat(g)} (sigue de la Proposición 3.5)

≤ cat(X) (sigue de la Proposición 3.19)
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En particular, obtenemos que la categoria LS es un invariante

homotópico.

Corolario 3.24. Sean X,Y espacios topológicos. Si X ' Y entonces

cat(X) = cat(Y ).

La vuelta del Corolario 3.24 no es válida. Luego, es natural formular

el siguiente problema.

Problema 3.25. Sean X,Y espacios topológicos. Existen condiciones

para X e Y tales que la vuelta del Corolario 3.24 sea válida, o sea,

si cat(X) = cat(Y ) implique que X ' Y ?

Además, tenemos que la categoŕıa LS de un espacio siempre le gana

a la categoŕıa LS de sus retractos.

Corolario 3.26. Si A es un retracto de X entonces cat(A) ≤ cat(X).

Ejemplo 3.27. Como cat(Dn) = 1 y cat(Sn−1) = 2, por el

Corolario 3.26, podemos concluir que la esfera Sn−1 no es un retracto

del disco Dn.

Como una aplicación directa de la Proposición 3.3 junto con la

Proposición 3.10, tenemos la siguiente afirmación.

Proposición 3.28. Sea f : X → Y una equivalencia homotópica con

inversa homotópica g : Y → X. Entonces, cat(f) = cat(g) = cat(X) =

cat(Y ).

Demostración. Por la Proposición 3.3, tenemos que cat(1X) = cat(g ◦f)

y cat(1Y ) = cat(f ◦ g). Por la Proposición 3.10, sigue que cat(g ◦ f) =

cat(f) (ya que g es una equivalencia homotópica) y cat(g ◦ f) = cat(g)

(ya que f es una equivalencia homotópica). Análogamente, nuevamente

por la Proposición 3.10, sigue que cat(f ◦ g) = cat(f) (ya que g es una

equivalencia homotópica). Por lo tanto, cat(f) = cat(g) = cat(X) =

cat(Y ).

El siguiente ejemplo muestra que cat(X) = cat (Map([0, 1], X)).
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Ejemplo 3.29. Sea X un espacio topológico. Considere las aplicaciones

ψ : X → Map([0, 1], X), ψ(x) = x, donde x es el camino constante

en x, y la aplicación ϕ : Map([0, 1], X) → X, ϕ(α) = α(0). Note que,

ϕ ◦ ψ = 1X y ψ ◦ ϕ ' 1Map([0,1],X) (de hecho, podemos considerar la

homotoṕıa H : Map([0, 1], X) × [0, 1] → Map([0, 1], X), H(α, t)(s) =

α(ts)). Aśı, ψ es una equivalencia homotópica con inversa homotópica ϕ.

Luego, aplicando la Proposición 3.28, obtenemos que cat(ϕ) = cat(ψ) =

cat(X) = cat (Map([0, 1], X)).

De [2, Definition 2.1, p. 268] recordemos la noción de categoŕıa

seccional o género de una aplicación. Inicialmente este invariante

numérico fue estudiado por Schwarz en [9] para fibraciones.

Definición 3.30. Sea f : X → Y una aplicación continua. La categoŕıa

seccional de f , denotada por secat(f), es el menor entero positivo k tal

que existen U1, . . . , Uk abiertos de Y tales que Y = U1 ∪ · · · ∪Uk y para

cada Uj existe una aplicación continua sj : Uj → X con f ◦ sj ' inclUj
,

donde inclUj
: Uj ↪→ Y es la aplicación inclusión.

Note que secat(f) = 1 si, y solamente si, existe una aplicación

continua s : Y → X tal que f ◦ s ' 1Y . Además, secat es un invariante

homotópico, o sea, si f ' g entonces secat(f) = secat(g) (ver [2, p. 268]).

Adicionalmente, si Y es conexo por caminos, entonces secat(f) ≤ cat(Y )

(ver [2, p. 268]).

El siguiente resultado muestra que la categoŕıa de una aplicación

junto con su categoŕıa seccional superan a la categoŕıa de su

contradominio.

Teorema 3.31. Sea f : X → Y una aplicación continua. Tenemos

cat(f) · secat(f) ≥ cat(Y ).

Demostración. Sean cat(f) = n y secat(f) = m. ConsideremosX = U1∪
· · ·∪Un con cada Uj abierto de X tal que cada restricción f|Uj

: Uj → Y

es nulo homotópica. También, consideremos Y = V1 ∪ · · · ∪ Vm con cada

Vi abierto de Y tal que existe una aplicación continua si : Vi → X
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con f ◦ si ' inclVi . Para cada i ∈ {1, . . . ,m} y j ∈ {1, . . . , n}, defina

Vj,i = s−1i (Uj). Note que cada Vj,i es abierto de Y y Y =
⋃n,m
j=1,i=1 Vj,i.

Además,

inclVj,i
= inclVi

◦ inclVVj,i
(inclVi

Vj,i
: Vj,i ↪→ Vi)

' (f ◦ si) ◦ inclVi

Vj,i

= f ◦ (si ◦ inclVi

Vj,i
)

= f ◦ (inclUj
◦ (si)|) ((si)| : Vj,i → Uj , (si)|(x) = (si)(x))

= (f ◦ inclUj ) ◦ (si)|

= f|Uj
◦ (si)|.

Aśı, cada inclVj,i
es nulo homotópica, ya que f|Uj

es nulo homotópica.

Luego, cat(Y ) ≤ nm = cat(f) · secat(f).

Teorema 3.31 junto la Proposición 3.19 implican la siguiente

afirmación.

Proposición 3.32. Sea f : X → Y una aplicación continua. Si

secat(f) = 1 entonces cat(f) = cat(Y ).

Note que, la vuelta de la Proposición 3.32 no vale.

Recordemos que

Conf(X, 2) = {(x1, x2) ∈ X ×X : x1 6= x2}

denota el espacio de configuraciones ordenado de dos puntos en X.

Consideremos πX : Conf(X, 2) → X, πX(x1, x2) = x1, la proyección

en la primera coordenada. Note que cat(πX) = 1 para todo X espacio

topológico contráctil.

Por otro lado, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.33. Si πX admite una sección continua entonces

cat(πX) = cat(X).

Demostración. Aplicar la Proposición 3.32.
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Ejemplo 3.34.

(1) La aplicación s : Sn → Conf(Sn, 2), s(x) = (x,−x), es una

sección continua de πS
n

: Conf(Sn, 2) → Sn. Luego, por la

Proposición 3.33, tenemos que cat
(
πS

n)
= 2, ya que cat(Sn) = 2.

(2) Sea G un grupo topológico con por lo menos dos elementos.

Tenemos que cat(πG) = cat(G). De hecho, como G tiene al

menos dos elementos, podemos tomar un elemento h ∈ G \ {e},
donde e es el elemento neutro del grupo G. Luego, la aplicación

s : G → Conf(G, 2), s(g) = (g, gh), es una sección continua de

πG. Nuevamente, por la Proposición 3.33, tenemos que cat(πG) =

cat(G).

No conocemos un ejemplo de espacio topológico X tal que

cat(πX) < cat(X). Aśı, planteamos el siguiente problema.

Problema 3.35. Sea X un espacio topológico. ¿Es verdad que cat(πX) =

cat(X)?

En particular, planteamos el siguiente problema.

Problema 3.36. ¿Es verdad que cat(πRP 2n

) = cat(RP 2n)?

Más generalmente, planteamos el siguiente problema.

Problema 3.37. Sea X un espacio topológico. Calcular cat(πXk,r), donde

πXk,r : Conf(X, k) → Conf(X, r), πXk,r(x1, . . . , xk) = (x1, . . . , xr), es la

proyección en las r primeras coordenadas (r ≤ k). Además, Conf(X, k) =

{(x1, . . . , xk) ∈ Xk : xi 6= xj para todo i 6= j} denota el espacio de

configuraciones ordenado de k puntos en X.

Ver [11] para algunos resultados parciales de secat(πXk,r).
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4. Aplicaciones en análisis no lineal

En este caṕıtulo usaremos la teoŕıa de categoŕıa de una aplicación

para estudiar la existencia de soluciones de ecuaciones no lineales. En la

Sección 4.1 presentamos una conexión entre la existencia de soluciones

de una ecuación no lineal y homotoṕıa. En la Sección 4.2 presentamos

una serie de ejemplos del uso de categoŕıa en la existencia de soluciones

de ecuaciones no lineales.

4.1. Ecuaciones no lineales

En esta sección se presenta el problema clásico de análisis no lineal,

en particular de la existencia de soluciones, el cual pretendemos resolver

usando la teoŕıa de categoŕıa de una aplicación. Una conexión entre la

existencia de soluciones de una ecuación no lineal y la categoŕıa de una

aplicación está dada en el Teorema 4.5. En particular, el Corolario 4.6

presenta una condición en términos de categoŕıa para la existencia de

soluciones de una ecuación no lineal. Proposición 4.7 dice que podemos

considerar cualquier disco cerrado de cualquier radio y centrado en

cualquier punto. Una condición en términos de categoŕıa seccional para

la existencia de soluciones está dada en la Proposición 4.11.

Un problema clásico en análisis es resolver ecuaciones no lineales de

la forma

F (x) = 0, (4.1)

donde F : Dn → Rm es una aplicación continua del disco unitario

cerrado Dn ⊂ Rn en Rm. Note que, si existe x ∈ ∂Dn = Sn−1 tal

que F (x) = 0, tenemos inmediatamente que la ecuación (4.1) admite

solución. Aśı que, en adelante vamos a suponer que F (x) 6= 0, para

cualquier x ∈ ∂Dn = Sn−1 y consideraremos F| : Sn−1 → Rm − {0}
como la aplicación restricción.

Definición 4.1. Sean X ⊂ Z y Y ⊂ W espacios topológicos y

f : X → Y una aplicación continua. Diremos que una aplicación continua

ϕ : Z →W es una extensión de f cuando ϕ(x) = f(x) para todo x ∈ X.
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Ejemplo 4.2. Sea F : Dn → Rm una aplicación continua tal que

F (x) 6= 0, para cualquier x ∈ Sn−1 y considere F| : Sn−1 → Rm − {0}
la aplicación restricción. Tenemos que F es una extensión de F|.

En [8, Theorem 1.1.1, p. 1] se presentó la siguiente afirmación y su

demostración fue dejada como ejercicio. Esta afirmación muestra una

conexión entre la existencia de soluciones de ecuaciones y homotoṕıa.

En esta sección presentamos una demostración de esta afirmación. Sea

F : Dn → Rm una aplicación continua tal que F (x) 6= 0, para cualquier

x ∈ Sn−1 y considere F| : Sn−1 → Rm − {0} la aplicación restricción.

Teorema 4.3. Cada extensión ϕ : Dn → Rm de F| admite un cero, o

sea, existe x ∈ Dn tal que ϕ(x) = 0, si y solamente si la restricción F|
no es nulo homotópica.

Demostración. (⇒) Por contradicción. Supongamos que F| es nulo

homotópica y considere una nulo homotoṕıa H : Sn−1×[0, 1]→ Rm−{0}
con H0 = F| y H1 = c, para alguna constante c ∈ Rm − {0}. Defina la

aplicación ϕ : Dn → Rm por:

ϕ(x) =

c, si 0 ≤‖ x ‖≤ 1/2;

H

(
x

‖ x ‖
, 2− 2 ‖ x ‖

)
, si 1/2 ≤‖ x ‖≤ 1.

Note que ϕ es una extensión de F| y ϕ(x) 6= 0 for any x ∈ Dn. Lo cual

es una contradicción. Por lo tanto, F| no es nulo homotópica.

(⇐) Por contradicción. Supongamos que existe una extensión ϕ :

Dn → Rm de F| tal que ϕ(x) 6= 0, para cualquier x ∈ Dn. Considere la

homotopia H : Sn−1 × [0, 1]→ Rm − {0} dada por

H(x, t) = ϕ ((1− t)x) .

Note que H cumple que H0 = F| y H1 = c, donde c = ϕ (0) ∈ Rm−{0}.
Luego, F| es nulo homotópica. Lo cual es una contradicción. Por lo tanto,

cada extensión ϕ : Dn → Rm de F| admite un cero.
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Teorema 4.3 implica el siguiente resultado que muestra una

condición homotópica para la existencia de solución de una ecuación.

Corolario 4.4. Sea F : Dn → Rm una aplicación continua tal que

F (x) 6= 0, para cualquier x ∈ Sn−1 y considere F| : Sn−1 → Rm − {0}
la aplicación restricción. Si la restricción F| no es nulo homotópica

entonces la ecuación F (x) = 0 admite solución.

Demostración. Aplicando el Teorema 4.3 junto con el Ejemplo 4.2,

obtenemos que existe x ∈ Dn (x /∈ Sn−1) tal que F (x) = 0.

Usando la Proposición 3.22 podemos expresar el Teorema 4.3 en

términos de categoŕıa.

Teorema 4.5. Sea F : Dn → Rm una aplicación continua tal que

F (x) 6= 0, para cualquier x ∈ Sn−1 y considere F| : Sn−1 → Rm − {0}
la aplicación restricción. Cada extensión ϕ : Dn → Rm de F| admite un

cero, o sea, existe x ∈ Dn tal que ϕ(x) = 0, si y solamente si cat(F|) = 2.

En particular, el Corolario 4.4 en términos de categoŕıa queda dado

de la siguiente manera.

Corolario 4.6. Sea F : Dn → Rm una aplicación continua tal que

F (x) 6= 0, para cualquier x ∈ Sn−1 y considere F| : Sn−1 → Rm − {0}
la aplicación restricción. Si cat(F|) = 2 entonces la ecuación F (x) = 0

admite solución.

Corolario 4.6 implica el siguiente resultado. El cual dice que

podemos considerar cualquier disco cerrado de cualquier radio y centrado

en cualquier punto. Para x0 ∈ Rn y r > 0, el disco cerrado en Rn de

radio r y centro x0 está dado por Dn
r (x0) = {x ∈ Rn : ||x− x0|| ≤ r} y

la esfera en Rn de radio r y centro x0 está dada por Sn−1r (x0) = {x ∈
Rn : ||x− x0|| = r}.

Proposición 4.7. Sea F : Dn
r (x0) → Rm una aplicación continua tal

que F (x) 6= 0, para cualquier x ∈ Sn−1r (x0) y considere F| : Sn−1r (x0)→
Rm − {0} la aplicación restricción. Si cat(F|) = 2 entonces la ecuación

F (x) = 0 admite solución.
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Demostración. Considere el homeomorfismo ϕ : Dn
r (x0)→ Dn, ϕ(x) =

1

r
(x−x0), cuya inversa es la aplicación ψ : Dn → Dn

r (x0), ψ(y) = ry+x0.

Note que ϕ(x) ∈ Sn−1, para todo x ∈ Sn−1r (x0), y ψ(y) ∈ Sn−1r (x0),

para todo y ∈ Sn−1. Considere la aplicación G : Dn → Rm, G(y) =

F (ψ(y)) = F (ry + x0). Como F (x) 6= 0, para cualquier x ∈ Sn−1r (x0),

tenemos que G(y) 6= 0, para cualquier y ∈ Sn−1. Además,la aplicación

restricción G| : Sn−1 → Rm \ {0} cumple G| = F| ◦ ψ|Sn−1 , donde

ψ|Sn−1 : Sn−1 → Sn−1r (x)) es la aplicación restricción. Luego, por

la Proposición 3.28, se tiene que cat(G|) = cat(F|) = 2. Aśı, por el

Corolario 4.6 tenemos que la ecuación G(y) = 0 tiene solución, o sea,

existe y′ ∈ Dn tal que G(y′) = 0. Luego, el punto x′ = ψ(y′) = ry′+x0 ∈
Dn
r (x0) es una solución de la ecuación F (x) = 0.

Note que, el regreso del Corolario 4.6 no vale.

La demostración del Teorema 4.3 (equivalentemente Teorema 4.5)

fue realizada por contradicción. En particular, la existencia de solución

no es constructiva. Aśı, un problema interesante es el siguiente:

Problema 4.8. Sea F : Dn → Rm una aplicación continua tal que

F (x) 6= 0, para cualquier x ∈ Sn−1 y considere F| : Sn−1 → Rm − {0}
la aplicación restricción. Suponga que cat(F|) = 2 y ϕ : Dn → Rm es

una extensión de F|. Encuentre un método para construir un cero de ϕ,

o sea, para encontrar un x ∈ Dn tal que ϕ(x) = 0.

La siguiente observación muestra una limitación del Corolario 4.6.

Observación 4.9. Para n < m, por el Teorema de aproximación celular

(ver [5, Theorem 4.8, p. 349]), se tiene que cualquier aplicación continua

f : Sn−1 → Rm−1 es nulo homotópica (ver [5, Corollary 4.9, p. 349]), o

sea, su categoŕıa cat(f) = 1. En este caso el Corolario 4.6 no será posible

usarlo.

Para subsanar la deficiencia del Corolario 4.6 presentada en la

Observación 4.9 se puede reemplazar el conjunto unitario {0} por

cualquier subespacio no vaćıo C ⊂ Rm.
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Sean C ⊂ Rm un subconjunto no vaćıo y F : Dn → Rm una

aplicación continua tal que F (x) 6∈ C, para cualquier x ∈ Sn−1 y

considere F| : Sn−1 → Rm − C la aplicación restricción. Suponga que

cat(F|) = 2. Se tiene que la ecuación F (x) ∈ C admite solución, o sea,

existe un x0 ∈ Dn tal que F (x0) ∈ C.

Por otro lado, en el Corolario 4.6, si cambiamos el n-disco Dn

por el disco infinito dimensional D∞ de R∞ y la (n − 1)-esfera Sn−1

por la esfera infinito-dimensional S∞, se tiene que cualquier aplicación

continua f : S∞ → Rm \ {0} es nulo homotópica, o sea, cat(f) = 1.

Ya que, S∞ es contráctil, ver [5, Example 1B.3, pg. 88] o [1, Theorem

11.1.3, pg. 332]. Aśı, una versión análoga del Corolario 4.6 en espacios

de dimensión infinita no será posible usarlo. Un problema natural es

extender el Corolario 4.6 para espacios de dimensión infinita, de manera

análoga como es extendida la teoŕıa del grado topológico para espacios

de dimensión infinita (ver [8, Chapter 2]).

Problema 4.10. Extienda el Corolario 4.6 para espacios de dimensión

infinita.

Usando la Proposición 3.32 junto con la Proposición 4.7 obtenemos

una condición en términos de categoŕıa seccional para la existencia de

soluciones.

Proposición 4.11. Sea F : Dn
r (x0) → Rm una aplicación continua tal

que F (x) 6= 0, para cualquier x ∈ Sn−1r (x0) y considere F| : Sn−1r (x0)→
Rm−{0} la aplicación restricción. Si secat(F|) = 1 entonces la ecuación

F (x) = 0 admite solución.

Demostración. Como secat(F|) = 1, por la Proposición 3.32, tenemos

que cat(F|) = cat(Rm − {0}) = 2. Aśı, aplicando la Proposición 4.7,

sigue que la ecuación F (x) = 0 admite solución.

4.2. Ejemplos

En esta sección presentamos una serie de ejemplos del uso de

categoŕıa en la existencia de ecuaciones no lineales.
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Ejemplo 4.12. Sea F : Dn → Rn una aplicación continua tal que F (x)

nunca apunta en dirección opuesta a x para cualquier x ∈ Sn−1, i.e.,

F (x) 6= λx, para todo λ < 0, para todo x ∈ Sn−1. Entonces la ecuación

F (x) = 0, (4.2)

tiene solución. De hecho, podemos considerar la homotoṕıa H : Sn−1 ×
[0, 1]→ Rn − {0} dada por

H(x, t) = (1− t)x+ tF (x).

Note que, H0 = inclSn−1 y H1 = F|, donde inclSn−1 : Sn−1 ↪→ Rn − {0}
es la aplicación inclusión. Del Ítem (3) del Ejemplo 2.25 tenemos que la

inclusión inclSn−1 : Sn−1 ↪→ Rn − {0} es una equivalencia homotópica,

luego, por la Proposición 3.28, se tiene que cat(inclSn−1) = cat(Sn−1) =

2 (para la última igualdad ver Ítem (2) del Ejemplo 3.18). Entonces

cat(F|) = cat(inclSn−1) (sigue de la Proposición 3.3)

= 2.

Luego, por el Corolario 4.6, la ecuación (4.2) tiene solución.

El siguiente ejemplo dice que podemos obtener una versión del

Ejemplo 4.12 para un disco de cualquier radio y centrado en el origen.

Ejemplo 4.13. Sean r > 0 y F : Dn
r (0)→ Rn una aplicación continua

tal que F (x) nunca apunta en dirección opuesta a x para cualquier

x ∈ Sn−1r (0), i.e., F (x) 6= λx, para todo λ < 0, para todo x ∈ Sn−1r (0).

Entonces la ecuación

F (x) = 0,

tiene solución. De hecho, podemos considerar el homeomorfismo ϕ :

Dn
r (0) → Dn, ϕ(x) =

1

r
(x), cuya inversa es la aplicación ψ : Dn →

Dn
r (0), ψ(y) = ry. Note que ϕ(x) ∈ Sn−1, para todo x ∈ Sn−1r (0), y

ψ(y) ∈ Sn−1r (0), para todo y ∈ Sn−1. Considere la aplicación G : Dn →
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Rm, G(y) = F (ψ(y)) = F (ry). Como F (x) 6= λx, para todo λ < 0, para

todo x ∈ Sn−1r (0), tenemos que G(y) 6= λy, para todo λ < 0, para todo

y ∈ Sn−1. Luego, aplicando el Ejemplo 4.12 a G, tenemos que existe

y0 ∈ Dn tal que G(y0) = 0. Aśı, x0 = ry0 ∈ Dn
r (0) es una solución para

la ecuación F (x) = 0.

Ejemplo 4.13 implica el siguiente resultado.

Ejemplo 4.14. Sea F : Rn → Rn una aplicación continua tal que
〈F (x), x〉
‖ x ‖

→ +∞ uniformemente cuando ‖ x ‖→ +∞. Entonces la

ecuación

F (x) = 0, (4.3)

tiene solución. De hecho, sea R > 0 tal que 〈F (x);x〉 ≥ 0, para cualquier

‖ x ‖= R. Si F (x0) = 0 para algún ‖ x0 ‖= R, no hay nada que hacer.

Supongamos que, F (x) 6= 0, para cualquier ‖ x ‖= R. Entonces F (x)

nunca apunta en dirección opuesta a x, para cualquier ‖ x ‖= R. Luego,

por el Ejemplo 4.13, tenemos que la ecuación (4.3) tiene solución.

5. Conclusiones

Una técnica topológica, que existe en la literatura, para la existencia

de ecuaciones no lineales es la teoŕıa del grado topológico. En este

trabajo, usamos la teoŕıa de categoŕıa de una aplicación para resolver

el problema de existencia de soluciones de ecuaciones no lineales. Esta

teoŕıa, como mostramos en este trabajo, da una técnica alternativa para

estudiar ecuaciones no lineales.
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Abstract

A classic problem in analysis is to solve nonlinear equations of the form

F (x) = 0, where F : Dn → Rm is a continuous map of the closed

unit disk Dn ⊂ Rn in Rm. A topological technique, which exists in

the literature, for the existence of solutions of nonlinear equations is

the topological degree theory. In this work, we will use the category

of a map theory to solve the problem of existence of solutions of

nonlinear equations. This theory, as we will show in this work, provides

an alternative topological technique to study nonlinear equations.
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e inglés. Las referencias bibliográficas deben incluir solamente trabajos citados
en el texto, y se deben enumerar en orden alfabético siguiendo los criterios
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