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Involuciones, trivoluciones y foliaciones

Galois

A. Beltrán1, M. Falla 2 y D. Maŕın 3

Febrero, 2014

Resumen

En el presente trabajo introducimos la noción de foliaciones Galois so-

bre P2
C, definidas como aquellas cuya aplicación de Gauss restringida a

un abierto Zariski es un recubrimiento Galois. Asimismo, presentamos

algunos ejemplos y un criterio para identificar este tipo de foliaciones.
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A. Beltrán, M. Falla y D. Maŕın

1. Involuciones

Una transformación racional en el plano proyectivo complejo es una

aplicación de la forma

f : P2
C 99K P2

C
[x, y, z] 7−→ [A1(x, y, z), A2(x, y, z), A3(x, y, z)],

dondeAi, i = 1, 2, 3, son polinomios homogéneos del mismo grado sin fac-

tor común. Una transformación birracional f : P2
C 99K P2

C es una trans-

formación racional que admite una inversa racional g: f ◦ g = g ◦ f = Id.

Denotamos por Bir(P2
C) al grupo de transformaciones birracionales del

plano, llamado grupo de Cremona. Sea f = [A1, A2, A3] una trans-

formación birracional. Definimos el grado de f como el grado común

de los Ai, esto es, deg f = degAi. Asimismo, el conjunto de inde-

terminación Ind(f) y el conjunto excepcional Exc(f) son definidos

respectivamente por

Ind(f) = {p ∈ P2
C : A1(p) = A2(p) = A3(p) = 0},

Exc(f) = {p ∈ P2
C : det Jac(f(p)) = 0}.

Ejemplo 1.1. El automorfismo f : P2
C 99K P2

C dado por

f [x, y, z] = [a11x+ a12y + a13z, a21x+ a22y + a23z, a31x+ a32y + a33z],

con det(aij) 6= 0, es una transformación birracional de grado 1. Para ésta

se tiene Ind(f) = Exc(f) = ∅. Estas tranformaciones birracionales son

llamadas de tipo proyectivo.

Ejemplo 1.2. La transformación f [x, y, z] = [xy, z2, yz] es birracional

y cumple

Ind(f) = {[1, 0, 0], [0, 1, 0]},
Exc(f) = {y = 0} ∪ {z = 0},

f2 = Id.

12 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23



Foliaciones Galois

Ejemplo 1.3. La transformación f [x, y, z] = [yz, xz, xy] es birracional

y cumple

Ind(f) = {[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]},
Exc(f) = {x = 0} ∪ {y = 0} ∪ {z = 0},

f2 = Id.

Esta transformación es llamada de Cremona y es conjugada por una

aplicación birracional a una de Jonquières (ver Teorema 1.5). Notemos

que f preserva las fibraciones racionales
y

x
= cyx,

x

z
= cxz,

y

z
= cyz, con

cyx, cxz, cyz constantes.

Definición 1.4. Una involución birracional es una aplicación birra-

cional f ∈ Bir(P2
C) que satisface f2 = Id.

1.1. Involuciones de Geiser

Sean p1, . . . p7 ∈ P2
C siete puntos en P2

C en posición general, y deno-

temos por L el sistema lineal de curvas cúbicas que pasan por los puntos

pi, en śımbolos ponemos

L = {C cúbica : pi ∈ C} ∼= P2
C,

donde una cúbica está dada por polinomios homogéneos de grado 3 en

tres variables. Sea p ∈ P2
C un punto genérico. Entonces el conjunto

Lp = {C ∈ L : p ∈ C} ⊂ P2
C

es un lápiz de cúbicas. Por el teorema de Bezout Lp tiene 9 puntos

base: p, p1, . . . p7, IG(p). De esta manera queda definida

IG : P2
C 99K P2

C
p 7−→ IG(p),

donde IG(p) es el noveno punto base del lápiz Lp. Una técnica estandar

muestra que IG es una involución birracional, llamada involución de

Geiser (cf. [4]).

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23 13



A. Beltrán, M. Falla y D. Maŕın

Existen otras construcciones geométricas que dan lugar a nuevas

involuciones birracionales, por ejemplo las llamadas de Bertini y de Jon-

quières, que no discutiremos en este trabajo. Para mayores detalles refe-

rimos al lector a [4, 1].

Teorema 1.5 ([1]). Una involución birracional de P2
C es conjugada a

una de las siguientes involuciones: proyectiva, de Jonquières, de Bertini,

de Geiser. �

2. Foliaciones de grado 2

Sea F una foliación holomorfa sobre P2
C de grado d, con conjunto

singular ΣF , y sea ` una recta genérica. El grado de F es por definición

el número de puntos de tangencia entre F y `, contando multiplicidades.

Consideremos una foliación F de grado 2 en P2
C, y p ∈ P2

C, un punto

genérico. Por definicion F y TpF tienen dos puntos de contacto, uno

de ellos es p y al otro lo denotaremos por IF (p). Para precisar esta

definición supongamos que F es definida por un campo de la forma

X(x, y) = A(x, y) ∂
∂x +B(x, y) ∂∂y en la carta af́ın (x, y) de P2

C. Entonces

q = IF (p) es el punto p + t(A,B), donde t es el único parámetro no

nulo donde X(p) es colineal con X(p+ t(A,B)). Es claro que IF es una

involución birracional, llamada involución asociada a F (cf. [4]).

Teorema 2.1 (Cerveau-Deserti [4]). Sean p1, . . . , p7 puntos de P2
C en

posición general. Sea F una foliación de grado 2 sobre P2
C cuyo conjunto

singular ΣF está formado por los 7 puntos dados. Entonces IF = IG.

En particular, la involución asociada a una foliación genérica de grado

2 es una involución de Geiser. �

Tradicionalmente las involuciones de Geiser son definidas a partir de

lápices de cúbicas. Sin embargo, es un problema de interés la construcción

expĺıcita de tales involuciones. Es de ah́ı de donde salta la importancia

del teorema anterior.

14 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23
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Ejemplo 2.2. Sea F la foliación dada por el campo X = (x3− y2) ∂
∂x +

(x2y − 1) ∂∂y , en coordenadas afines. Teniendo en mente la construc-

ción anterior deducimos que la involución asociada a F es IF [x, y, z] =

[A1, A2, A3], donde

A1 = xy7 + 3x5y2z − x8 − 5x2y4z2 + 2y3z5 + x3yz4 − xz7,

A2 = 3xy5z2 + 2x5z3 − x7y − 5x2y2z4 + x4y3z + yz7 − y8,

A3 = xy4z3 − 5x4y2z2 − y7z + 2x3y5 + 3x2yz5 − z8 + x7z.

Además, el conjunto de indeterminación está dado por

Ind(IF ) = {[ξj , ξ−2j , 1] : j = 0, . . . , 6, donde ξ7 = 1} = ΣF .

Estos puntos se encuentran en posición general, y por lo tanto estamos

ante una involución de Geiser.

3. Foliaciones Galois de grado d ≥ 3

Sea F una foliación de grado 3. Esto significa que una recta genéri-

ca es tangente a F en tres puntos. Ahora el juego trata de averiguar si

es posible construir una transformación birracional que permute dichos

puntos. La respuesta suele ser negativa puesto que una transformación

que intercambie estos puntos será genéricamente multivaluada. Sin em-

bargo, Cerveau y Deserti en [4] proporcionan un criterio para asegurar

cuándo dicha transformación es birracional, y en [3] este criterio se gene-

raliza para foliaciones sobre P2
C de grado d.

Definición 3.1. Una aplicación τ ∈ Bir(P2
C) es llamada trivolución si

satisface τ3 = Id.

Es claro que de existir una aplicación birracional τ que intercambia

ćıclicamente las tangencias de una foliación de grado 3, esta aplicación

será una trivolución.

La aplicación de Gauss asociada a F es la aplicación racional

GF : P2
C 99K P̌2

C
p 7−→ TpF ,

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23 15



A. Beltrán, M. Falla y D. Maŕın

Figura 1: Trivolución asociada a una foliación

donde TpF denota la recta tangente a F en un punto regular p de F .

Si la foliación F es dada por la forma ω = P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy+

R(x, y, z)dz, entonces la aplicación de Gauss queda materializada por

GF (p) = [P (p), Q(p), R(p)].

Notemos que la propiedad de τ de intercambiar las tangencias equivale

a que se cumpla GF ◦ τ = GF .

Sea ρ : X −→ B un recubrimiento de grado d entre espacios conexos.

Fijamos un punto b ∈ B y su fibra F = ρ−1(b) = {p1, . . . , pd}. También,

consideremos el grupo D = {τ : X −→ X : ρ ◦ τ = ρ} de automorfismos

de recubrimiento, que actúa a la izquierda sobre F . La representación

de monodromı́a µ : π1(B, x) −→ Aut(F ) actúa a la derecha sobre F , y

a su imagen la denotaremos por M . Se cumple que D actúa libremente

sobre F , mientras M lo hace transitivamente sobre F . Un simple conteo

conduce a |D| ≤ d y |M | ≥ d. Al identificar F ' {1, . . . d}, podemos

considerar D y M como subgrupos del grupo simétrico Sd. El siguiente

resultado conocido brinda una relación especial entre los grupos D y M ;

ver por ejemplo [6] y [8].

Teorema 3.2. Si ρ : X −→ B es un recubrimiento de grado d, las

siguientes afirmaciones

16 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23
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• ρ∗(π1(X,x)) = kerµ;

• ρ∗(π1(X,x)) es un subgrupo normal de π1(B, b);

• D actúa transitivamente sobre la fibra F ;

• |D| = d;

• M actúa libremente sobre F ;

• |M | = d;

• D ∼= M

son equivalentes. �

Definición 3.3. Decimos que ρ es Galois si se cumple cualquiera de

las afirmaciones enumeradas en el teorema 3.2.

Definición 3.4. Un k−web W de codimensión uno sobre una varie-

dad compleja S está dado por una cobertura abierta {Ui} junto con

k−formas simétricas ωi ∈ Symk
S(Ui) que verifican las siguientes condi-

ciones:

i) para cada intersección no vaćıa Ui ∩Uj existe una función no nula

gij ∈ O∗(Ui ∩ Uj) tal que ωi = gijωj ;

ii) el conjunto de ceros Sing(ωi) de ωi tiene codimensión al menos dos;

iii) el germen de ωi en cada punto genérico de Ui es un producto de

k−gérmenes de 1−formas integrables que no son colineales dos a

dos.

El subconjunto de S donde la condición (iii) falla es llamado discri-

minante del web y se denota por ∆(W). El conjunto singular ΣW de

W es definido por ΣW∩Ui = Sing(ωi) y se encuentra contenido en ∆(W).

Existe una representación de monodromı́a µ : π1(S\∆(W)) −→ Sk de

W que determina los subwebs irreducibles de W y cuya trivialidad es

equivalente a la descomponibilidad del web W (ver también definición

3.11).

Sea F una foliación sobre P2
C y GF : P2

C 99K P̌2
C la aplicación de

Gauss asociada, representada por el morfismo GF,U : U −→ P̌2
C definido

sobre un subconjunto abierto maximal denso Zariski de P2
C. Si W es un

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23 17
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k−web sobre P̌2
C dado por el par de colecciones {Vi, ηi} que verifican la

definición 3.4, entonces podemos definir un web G∗F (W) sobre P2
C por

la colección {Ui = G−1
F (Vi), ωi}, donde ωi = G∗F,Uηi. El web G∗FW es

llamado pull-back o imagen inversa de W por GF .

El grado de un k−web W sobre P2
C está dado por la suma de la

cantidad de puntos de tangencia que tiene una recta genérica no invarian-

te con las foliaciones que componen el web.

Denotamos por W(k, d) al conjunto de k−webs de grado d sobre P2
C

Definimos la aplicación

Leg : W(k, d) −→W(d, k),

llamada transformado de Legendre o web dual deW, de la siguien-

te manera. SeaW ∈W(k, d) fijo y ` ∈ P̌2
C, visto como una recta en P2

C. Si

` es genérica entonces se tienen d puntos de tangencia distintos p1, . . . , pd
con las hojas de W. Por supuesto, podemos pensar estos puntos como

rectas sobre P̌2
C que pasan por `. Variando el punto ` obtenemos d di-

recciones diferentes sobre P̌2
C que definen un d−web LegW. De manera

rutinaria se verifica que el grado de LegW es k. Las hojas de LegW son

las curvas duales de las hojas de W puesto que ellas son tangentes a las

direcciones que definen LegW. En particular, si F es una foliación de

grado d sobre P2
C, entonces Leg F es un d−web de grado 1.

Con la notacion Λ̌F = GF (IF ) ⊂ P̌2
C, ΛF = G−1

F (GF (IF )) y GΛ
F =

GF
∣∣∣
P2
C\ΛF

tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Sea F una foliación de grado d sobre P2
C. Entonces la res-

tricción de la aplicación de Gauss a P2
C\ΛF , pongamos GΛ

F : P2
C\ΛF −→

P̌2
C\Λ̌F , es un recubrimiento de grado d. Más aún, el grupo de aplica-

ciones de recubrimiento DGF es obtenido por restricción a P2
C\ΛF del

grupo DF = {τ ∈ Bir(P2
C) : GF ◦ τ = GF}. Además, si WF = Leg F es

el transformado de Legendre de F , con discriminante ∆̌F , entonces la

monodromı́a de GΛ
F está dada por la composición

π1(P̌2
C\Λ̌F ) // //// // π1(P̌2

C\∆̌F ) // Sd ,

18 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23
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donde el primera aplicación es inducida por la inclusión natural.

Prueba. Ver [3, Teorema 3.11]. �

Definición 3.6. Decimos que una foliación F sobre P2
C es Galois si la

restricción GΛ
F de la aplicación de Gauss es Galois.

El criterio descrito en [4] para determinar cuándo una foliación es

Galois puede reformularse de la siguiente manera.

Proposición 3.7. Una foliación sobre P2 definida por el campo vectorial

polinomial A ∂
∂x +B ∂

∂y es Galois si y solo si el polinomio

P (x, y, t) = det

(
A(x, y) A(x+ tA(x, y), y + tB(x, y))

B(x, y) B(x+ tA(x, y), y + tB(x, y))

)
∈ C[x, y, t]

se descompone totalmente sobre el cuerpo C(x, y). En tal caso, cada una

de sus ráıces t = t(x, y) ∈ C[x, y, t] determina una transformación de

recubrimiento birracional

τ : (x, y) 7→ (x+ tA(x, y), y + tB(x, y))

de GG. �

Ejemplo 3.8. Toda foliación F de grado 2 sobre P2
C es Galois.

Ejemplo 3.9. Sean α, β, γ, δ ∈ C tales que αδ − βγ 6= 0, y u, v ∈
C[x, y] polinomios linealmente independientes de grado menor o igual a

1. Entonces la foliación F de grado d definida por

Y = (αud + βvd)
∂

∂x
+ (γud + δvd)

∂

∂y

es Galois y tiene grupo de monodromı́a ćıclico. En efecto, la pendien-

te del campo vectorial Y tiene la forma p(x, y) = h(f(x, y))d, donde

f(x, y) =
u(x, y)

v(x, y)
y h(z) =

γz + δ

αz + β
∈ PSL2(C). De este modo las ráıces

del polinomio

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23 19
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P (x, y, t) = det(X(x, y), X(x+ t, y + tp(x, y))) (1)

son las soluciones de la ecuación h ◦ fd(x+ t, y+ tp(x, y)) = h ◦ fd(x, y),

pues teniendo en cuenta la propiedad h ∈ PSL2(C), de la última relación

se obtiene (
f(x+ t, y + tp(x, y))

f(x, y)

)d
= 1.

Si escribimos ξ = e
2iπ
d , las ráıces de (1) son las soluciones t = t(x, y) de

las d ecuaciones lineales en la variable t dadas por

f(x+ t, y + tp(x, y)) = ξkf(x, y), para k = 1, . . . , d.

Cada solución t = tk(x, y) determina una aplicación de recubrimiento

τk : (x, y) 7−→ (x+ tk(x, y), y + tk(x, y)p(x, y))

que verifica f ◦ τk(x, y) = ξkf(x, y). Luego, con la notación τk ◦ τ` =

τm(k,`), se tiene

ξk+` = f ◦ τk ◦ τ`(x, y) = f ◦ τm(k,`) = ξm(k,`)f(x, y),

es decir, m(k, `) = (k+`) mód d. De esta manera concluimos la igualdad

DF = {τ1, . . . , τd} = 〈τ1〉. Esto implica las relaciones MF ' DF = Zd,
pues |DF | = d.

Proposición 3.10. Sea F una foliación de grado d sobre P2
C. Entonces

el web G∗FLeg F contiene a la foliación τ∗F , para cada τ ∈ DF .

Prueba. Sea τ ∈ DF arbitrario y L una hoja de la foliación F . Entonces

τ−1(L) es una hoja de τ∗F . Del teorema 3.5 se sigue que GF (τ−1(L)) =

GF (L) es una hoja de (GF )∗(F) = Leg F , y por tanto τ−1(L) resulta

una hoja de G∗FLeg F . �

Definición 3.11. Un k−web W sobre una superficie S es llamado to-

talmente descomponible si sobre S el web W es la superposición de

k−foliaciones globales. En tal caso, lo denotamos por

W = G1 � ...� Gk,

20 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23
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donde Gi es una foliación sobre S.

Ahora pasemos a enunciar y probar nuestro resultado central.

Teorema 3.12. Una foliación F de grado d es Galois si y solo si

G∗FLeg F es completamente descomponible.

Prueba. De la proposición 3.10 se sigue que �τ∈DF τ
∗F es un subweb de

G∗FLegF , en particular se tiene |DF | ≤ d. Y como F es Galois, el teorema

3.5 implica |DF | = d, y por lo tanto el web G∗FLeg F es completamente

descomponible.

Rećıprocamente, del teorema 3.2 se desprende que GΛ
F es Galois si y

solo si se cumple (GΛ
F )∗(π1(P2

C\ΛF )) ⊂ kerµF , donde µF es la represen-

tación de monodromı́a de GΛ
F . Asimismo, del teorema 3.5 se sigue que el

diagrama

π1(P2
C\ΛF )

(GΛ
F )∗ //

ı∗

��

π1(P̌2
C\Λ̌F )

ı̌∗

��

µF // Sd

Id

��
π1(P2

C\∆F )
(G∆
F )∗ // π1(P̌2

C\∆̌F )
µ̌F // Sd

,

es conmutativo, donde G∆
F denota la restricción de GF a P2

C\∆F , e

ı : P2
C\ΛF ↪→ P2

C\∆F , ı̌ : P̌2
C\Λ̌F ↪→ P̌2

C\∆̌F son las inclusiones natu-

rales. Por otro lado, por un teorema tipo Lefschetz [5], el morfismo ı∗
es sobreyectivo. De la conmutatividad del diagrama anterior se sigue

Im(GΛ
F )∗ ⊂ ı̌−1

∗ (Im(G∆
F )∗), y del hecho de que G∗FLeg F sea comple-

tamente descomponible resulta ı̌−1
∗ (Im(G∆

F )∗) ⊂ ı̌−1
∗ (ker(µ̌F )). Las dos

últimas propiedades permiten concluir la inclusión Im(GΛ
F )∗ ⊂ ker(µF ).

�
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The Groebner basis of a polynomial system related to the Jacobian conjecture

1. Introduction

In this paper K is a characteristic zero field and K[y]((x−1)) is the

algebra of Laurent series in x−1 with coefficients in K[y]. In a recent

article the following theorem was proved [3, Theorem 1.9].

Theorem 1.1. The Jacobian conjecture in dimension two is false if and

only if there exist

- P,Q ∈ K[x, y] and C,F ∈ K[y]((x−1)),

- n,m ∈ N such that n - m and m - n,

- νi ∈ K (i = 0, . . . ,m+ n− 2) with ν0 = 1,

such that

- C has the form

C = x+ C−1x
−1 + C−2x

−2 + · · · with each C−i ∈ K[y],

- gr(C) = 1 and gr(F ) = 2− n, where gr is the total degree,

- F+ = x1−ny, where F+ is the term of maximal degree in x of F ,

- Cn = P and Q =
∑m+n−2
i=0 νiC

m−i + F .

Furthermore, under these conditions (P,Q) is a counterexample to the

Jacobian conjecture. �

Motivated by this result, the authors consider the following slightly

more general situation. Let D be a K-algebra (in Theorem 1.1 we

take D = K[y]), n,m positive integers such that n - m and n - m,

(νi)0≤i≤n+m−2 a family of elements in K with ν0 = 1, and F1−n ∈ D (in

Theorem 1.1 we take F1−n = y). A Laurent series in x−1 of the form

C = x+ C−1x
−1 + C−2x

−2 + · · · with C−i ∈ D,
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is a solution of the system S(n,m, (νi), F1−n) if there are P,Q ∈ D[x]

and F ∈ D[[x−1]], such that

F = F1−nx
1−n + F−nx

−n + F−1−nx
−1−n + · · · ,

P = Cn, and Q =

m+n−2∑
i=0

νiC
m−i + F.

For example, if n = 2, then

P (x) =C2 = x2 + 2C−1 + 2C−2 x−1 + (C2
−1 + 2C−3) x−2

+ (2C−1C−2 + 2C−4) x−3 + (C2
−2 + 2C−1C−3 + 2C−5) x−4

+ (2C−2C−3 + 2C−1C−4 + 2C−6) x−5 + . . . ,

and the condition C2 ∈ K[x] translates into the following conditions on

C−k:

0 = (C2)−1 = 2C−2,

0 = (C2)−2 = C2
−1 + 2C−3,

0 = (C2)−3 = 2C−1C−2 + 2C−4,

0 = (C2)−4 = C2
−2 + 2C−1C−3 + 2C−5,

0 = (C2)−5 = 2C−2C−3 + 2C−1C−4 + 2C−6,

0 = (C2)−6 = C2
−3 + 2C−2C−4 + 2C−1C−5 + 2C−7,

0 = (C2)−7 = 2C−3C−4 + 2C−2C−5 + 2C−1C−6 + 2C−8,

0 = (C2)−8 = C2
−4 + 2C−3C−5 + 2C−2C−6 + 2C−1C−7 + 2C−9,

...

In general, the condition P (x) = Cn ∈ K[x] yields (Cn)−k = 0,

whereas Q(x) =
∑m+n−2
i=0 νiC

m−i + F ∈ K[x] handles us equations(∑m+n−2
i=0 νiC

m−i + F
)
−k

= 0, with F−k = 0 for k = 1, . . . , n− 2.

It is easy to see (e.g. [3, Remark 1.13]) that the first m + n − 2

coefficients determine the others, i.e., the coefficients C−1, . . . , C−m−n+2

determine univocally the coefficients C−k for k > m+ n− 2. Moreover,
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the F−k for k > n−1 depend only on F1−n and C. Consequently, having

a solution C to the system S(n,m, (νi), F1−n) is the same as having a

solution (C−1, . . . , C−m−n+2) to the system

Ek = (Cn)−k = 0, for k = 1, . . . ,m− 1,

Em−1+k =

(
m+n−2∑
i=0

νiC
m−i

)
−k

= 0, for k = 1, . . . , n− 2,

Em+n−2 =

(
m+n−2∑
i=0

νiC
m−i

)
1−n

+ F1−n = 0, (1.1)

with m+ n− 2 equations Ek = 0 and m+ n− 2 unknowns C−k.

In order to understand the solution set of this system, it would

be very helpful to find a Groebner basis for the ideal generated by the

polynomials Ek in D[C−1, . . . , Cm+n−2]. In this paper we compute such

a Groebner basis of (1.1) in a very particular case: we assume n = 2,

m = 2r + 1 for some integer r > 0, and νi = 0 for i > 0. Moreover, we

consider D = C[y] and F1−n = y, as in Theorem 1.1.

2. Computation of a Groebner basis for I2r

Assume n = 2, m = 2r + 1 for some integer r > 0, and νi = 0 for i > 0.

Set also D = C[y] and F1−n = y.

Then the system (1.1) reads

Ei =

{
(C2)−i, i = 1, . . . , 2r

(C2r+1)−1 + y, i = 2r + 1,
(2.1)

where (C2)−i denotes the coefficient of x−i in the Laurent series C2.
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Explicitly, the polynomials Ei are given by

E1 = 2C−2,

E2 = 2C−3 + (C−1)2,

E3 = 2C−4 + 2C−2C−1, (2.2)

E4 = 2C−5 + 2C−3C−1 + (C−2)2,

E5 = 2C−6 + 2C−2C−3 + 2C−4C−1,

E6 = 2C−7 + 2C−5C−1 + 2C−4C−2 + (C−3)2,

...

E2r−1 = 2C−2r + 2C−2C−2r+3 + 2C−4C−2r+5 + · · ·+ 2C−2r+4C−3 +

2C−2r+2C−1,

E2r = 2C−2r−1 + 2C−2r+1C−1 + 2C−2r+2C−2 + · · ·+ C2
−r,

E2r+1 = (C2r+1)−1 + y.

Each Ei is a polynomial in the ring C[C−1, C−2, . . . , C−2r−1, y], and

the 2r + 1 polynomials generate the ideal

I = 〈E1, . . . , E2r, E2r+1〉.

Our goal is to find a Groebner basis for this I. However, in this

section we will only compute a Groebner basis (Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽ2r−1, Ẽ2r)

for the ideal I2r = 〈E1, E2, . . . , E2r−1, E2r〉.
Note that for i = 1 . . . , 2r we have

Ei = 2C−i−1 +

i−1∑
k=1

C−kCk−i. (2.3)

We replace the odd numbered polynomials E1, E3, E5, E7, . . . , E2r−1
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by new polynomials Ẽ1, Ẽ3, Ẽ5, Ẽ7, . . . , Ẽ2r−1 defined by

Ẽ1 = C−2 =
1

2
E1,

Ẽ3 = C−4 =
1

2
E3 − Ẽ1C−1,

Ẽ5 = C−6 =
1

2
E5 − Ẽ1C−3 − Ẽ3C−1, (2.4)

Ẽ7 = C−8 =
1

2
E7 − Ẽ1C−5 − Ẽ3C−3 − Ẽ5C−1,

Ẽ9 = C−10 =
1

2
E9 − Ẽ1C−7 − Ẽ3C−5 − Ẽ5C−3 − Ẽ7C−1,

...

Ẽ2r−1 = C−2r =
1

2
E2r−1 −

r−1∑
i=1

Ẽ2i−1C−2(r−i)+1.

Remark 2.1. We have

〈E1, E3, . . . , E2r−1〉 = 〈Ẽ1, Ẽ3, . . . , Ẽ2r−1〉.

In fact, if we define Ĩoddk = 〈Ẽ1, Ẽ3, . . . , Ẽ2k−1〉, then (2.4) clearly implies

E2i+1 − 2Ẽ2i+1 ∈ Ĩoddi , (2.5)

and so we get 〈E1, E3, . . . , E2i+1〉 ⊂ 〈Ẽ1, Ẽ3, . . . , Ẽ2i+1〉 for i = 0, 1, . . . ,

r− 1. Using induction one sees that we also have 〈Ẽ1, Ẽ3, . . . , Ẽ2r−1〉 ⊂
〈E1, E3, . . . , E2r−1〉, as desired.

The next proposition deals with E2, E4, E6, . . . , E2r, the first r even

numbered polynomials.

Proposition 2.2. For all j ∈ N there exists λj such that for Ẽ2j =

C−2j−1 + λjC
j+1
−1 we have

C−2j−1 + λjC
j+1
−1 −

1

2
E2j ∈ Ĩ2j−1 = 〈Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽ2j−2, Ẽ2j−1〉. (2.6)
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Moreover, if we set λ0 = −1, then for j > 0, λj is given by

λj =
1

2

(
j−1∑
k=0

λkλj−k−1

)
. (2.7)

Proof. We proceed by induction on j. For j = 0 we set Ẽ0 = 0. Then

we have

Ẽ0 ∈ Ĩ2j−1 for all j ≥ 1, and Ẽ0 = C−1 + λ0C−1. (2.8)

For j = 1, with λ1 =
1

2
calculated by (2.7), we have

C−3 +
1

2
C2
−1 −

1

2
E2 = 0 ∈ 〈Ẽ1〉,

as desired.

From (2.3) we have

E2j = 2C−2j−1 +

2j−1∑
k=1

C−kCk−2j

= 2C−2j−1 +

j−1∑
k=0

C−2k−1C2k+1−2j +

j−1∑
k=1

C−2kC2k−2j ,

which clearly implies
∑j−1
k=1 C−2kC2k−2j ∈ Ĩ2j−1. Therefore we get

C−2j−1 −
1

2
E2j ∈ −

1

2

(
j−1∑
k=0

C−2k−1C2k+1−2j

)
+ Ĩ2j−1. (2.9)

By the induction hypothesis and (2.8), for 0 ≤ k ≤ j − 1, there exist λk
and λj−k−1 such that

C−2k−1 = −λkCk+1
−1 +Ẽ2k and C2k+1−2j = −λj−k−1Cj−k−1 +Ẽ2(j−k−1);

and hence

C−2k−1C2k+1−2j ∈ λkλj−k−1Cj+1
−1 + Ĩ2j−1.
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From (2.9) we obtain

C−2j−1 −
1

2
E2j ∈ −

1

2

(
j−1∑
k=0

λkλj−k−1

)
Cj+1
−1 + Ĩ2j−1,

from which Relation (2.6) follows with λj = 1
2

(∑j−1
k=0 λkλj−k−1

)
, as

claimed.

Corollary 2.3. We have

〈E1, E2, . . . , E2r〉 = 〈Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽ2r〉.

Proof. In fact, if we define Ĩk = 〈Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽk〉, then (2.5) and Propo-

sition 2.2 imply

Ek+1 − 2Ẽk+1 ∈ Ĩk,

and so we get 〈E1, E2, . . . , Ek+1〉 ⊂ 〈Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽk+1〉 for all k. Since we

have 〈E1〉 = 〈Ẽ1〉, using induction one also obtains 〈Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽk〉 ⊂
〈E1, E2, . . . , Ek〉, as claimed.

The bottom line of this corollary is that we can replace the sys-

tem (2.2) with the following set of equations.

Ẽ1 = C−2 = 0,

Ẽ3 = C−4 = 0,

...

Ẽ2r−1 = C−2r = 0,

(2.10)
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Ẽ2 = C−3 + λ1C
2
−1 = 0,

Ẽ4 = C−5 + λ2C
3
−1 = 0,

...

Ẽ2r = C−2r−1 + λrC
r+1
−1 = 0,

Ẽ2r+1 = (C2r+1)−1 + y = 0.

Proposition 2.4. If we fix the lex order with C−2r−1 > C−2r > · · · >
C−3 > C−2 > C−1 > y, then G2r = (Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽ2r−1, Ẽ2r) is a Groeb-

ner basis of the ideal

Ĩ2r = 〈Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽ2r−1, Ẽ2r〉

Proof. We first compute the S-polynomials of G2r, and prove that they

satisfy S(Ẽi, Ẽj)
G2r

= 0 for 1 ≤ i, j ≤ 2r.

Consider first the S-polynomial of an even-numbered polynomial

and an odd-numbered polynomial, say Ẽ2s−1 and Ẽ2t, with 1 ≤ s, t ≤ r.
We have then

S(Ẽ2s−1, Ẽ2t) = C−2t−1C−2s − C−2s(C−2t−1 + λtC
t+1
−1 )

= −λtCt+1
−1 C−2s

= −λtCt+1
−1 Ẽ2s−1,

and so S(Ẽ2s−1, Ẽ2t)
G2r

= 0, for all 1 ≤ s, t ≤ r.
In case both i, j are odd, we take Ẽ2s−1, Ẽ2t−1, with 1 ≤ s, t ≤ r.

Then we have

S(Ẽ2s−1, Ẽ2t−1) = C−2tC−2s − C−2sC−2t = 0,

and trivially we get S(Ẽ2s−1, Ẽ2t−1)
G2r

= 0, for all 1 ≤ s, t ≤ r.
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In the last case, when i, j are even, consider Ẽ2s, Ẽ2t, with 1 ≤ s, t ≤
r. Then we have

S(Ẽ2s, Ẽ2t) = C−2t−1(C−2s−1 + λsC
s+1
−1 )− C−2s−1(C−2t−1 + λtC

t+1
−1 )

= λsC
s+1
−1 C−2t−1 − λtC

t+1
−1 C−2s−1.

Now we divide S(Ẽ2s, Ẽ2t) by G2r. If C−2t−1 > C−2s−1, then the leading

term is

lt(S(Ẽ2s, Ẽ2t)) = λsC
s+1
−1 C−2t−1,

and the first division step yields

S(Ẽ2s, Ẽ2t) = λsC
s+1
−1 Ẽ2t +R1,

with R1 = −λsλtCs+t+2
−1 − λtCt+1

−1 C−2s−1. By continuing the division

algorithm we obtain

R1 = −λtCt+1
−1 Ẽ2s + 0,

and hence S(Ẽ2s, Ẽ2t)
G2r

= 0 in this case. The case C−2s−1 > C−2t−1

is similar, so we get S(Ẽ2t, Ẽ2s)
G2r

= 0 for 1 ≤ s, t ≤ r.

From Corollary 2.3 and Proposition 2.4 we are able conclude that

(Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽ2r−1, Ẽ2r) is a Groebner basis for 〈E1, E2, . . . , E2r−1, E2r〉.

3. A recursive formula for the Catalan num-

bers and a Groebner basis for the ideal

In this last section we will determine a Groebner basis for the ideal I

given by the complete system (2.1). In order to achieve this we need

to establish additional properties of the λj ’s which are closely related to

the ubiquitous Catalan numbers.
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Lemma 3.1. For all j ≥ 0 the equality

cj = (−1)j+12jλj (3.1)

holds, where cj are the Catalan numbers given by cj =
1

j + 1

(
2j

j

)
.

Proof. The Catalan numbers are uniquely determined (see e.g. [4, p.117

(5.6)]) by c0 = 1 and the recursive relation

cr =

r−1∑
j=0

cjcr−1−j .

Set dj = (−1)j+12jλj . Then d0 = 1, since λ0 = −1, and so equality (2.7)

gives us

dj =(−1)j+12jλj

=(−1)j+12j
1

2

(
j−1∑
k=0

λkλj−k−1

)

=

j−1∑
k=0

(
(−1)k+12kλk

) (
(−1)j−k2j−1−kλj−k−1

)
=

j−1∑
k=0

dkdj−1−k,

and hence dj = cj for all j, as desired.

Now we prove a recursive formula for the Catalan numbers.

Proposition 3.2. The Catalan numbers satisfy the following formula

(2r + 1)
cr
22r

=

r∑
j=0

(−1)j
(
r

j

)
cj
22j

. (3.2)

Consequently, λr satisfies

(2r + 1)(−1)r+1λr =

r∑
j=0

(
r

j

)
2r−j(−λj). (3.3)
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Proof. Replacing cj in (3.2), and using (3.1) yields (3.3). Hence, it

suffices to prove only (3.2). For that, we replace cj by 1
j+1

(
2j
j

)
on the

righthand side of (3.2) and use the equalities(
−1/2

j

)
=

(−1)j

22j

(
2j

j

)
and

(
r + 1/2

r

)
=

(2r + 1)

22r

(
2r

r

)
.

Then we have

r∑
j=0

(−1)j
(
r

j

)
cj
22j

=

r∑
j=0

(−1)j

22j

(
2j

j

)
· 1

(j + 1)

(
r

j

)

=

r∑
j=0

(
−1/2

j

)
1

r + 1

(
r + 1

j + 1

)

=
1

(r + 1)

r∑
j=0

(
−1/2

j

)
·
(
r + 1

r − j

)

=
1

(r + 1)

(
r + 1/2

r

)
=

1

(r + 1)

(2r + 1)

22r

(
2r

r

)
= (2r + 1)

cr
22r

.

The second equality follows from
1

j + 1

(
r

j

)
=

1

(r + 1)

(
r + 1

j + 1

)
and

the fourth from

(
α+ β

r

)
=

r∑
j=0

(
α

j

)(
β

r − j

)
, relations valid for all

α, β ∈ C. The last equality is known as the Chu–Vandermonde identity

or Vandermonde convolution [1, p. 44, 13c′].

Proposition 3.3. Let I2r = 〈E1, E2, . . . , E2r〉. Then we have

(C2r+1)−1 ∈ µrCr+1
−1 + I2r,

for µr =
2r + 1

(r + 1)2r

(
2r

r

)
.
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Proof. By definition we have

(C2r+1)−1 = [(C2)rC]−1 =

2r∑
j=−2

[(C2)r]jC−j−1,

since C−j−1 = 0 for j < −2 and [(C2)r]j = 0 for j > 2r.

But we also have [(C2)r]j =
∑
i1+···+ir=j(C

2)i1 . . . (C
2)ir . We claim

that if i1 + · · ·+ ir = j, then ik ≥ −2r for k = 1, . . . , r. In fact, as ij ≤ 2,

then so we have

i1 + · · ·+ ik−1 + ik+1 + · · ·+ ir ≤ 2(r − 1),

and j = ik + (i1 + · · · + ik−1 + ik+1 + · · · + ir) ≤ 2(r − 1) + ik as well.

Therefore we get ik ≥ j − 2r + 2 ≥ −2r, since j ≥ −2.

By definition we have Ei = (C2)−i for i = 1, . . . , 2r. Consequently

we obtain

(C2)i1 . . . (C
2)ir ∈ I2r, if some ik is negative.

It follows that

[(C2)r]j ∈
∑

i1+···+ir=j
ik≥0

(C2)i1 . . . (C
2)ir + I2r = [(x2 + 2C−1)r]j + I2r

holds, since C2 = x2+2C−1+(C2)−1x
−1+(C2)−2x

−2+(C2)−3x
−3+. . . .

But we also have

(x2 + 2C−1)r =

r∑
k=0

(
r

k

)
(2C−1)r−kx2k,

and so

[(x2 + 2C−1)r]j =

{ (
r
k

)
(2C−1)r−k if j = 2k

0, if j = 2k + 1.

We arrive at

(C2r+1)−1 ∈
r∑

k=0

(
r

k

)
(2C−1)r−kC−2k−1 + I2r.
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Note that by Proposition 2.2 we have

C−2k−1 = Ẽ2k − λkCk+1
−1 ∈ −λkC

k+1
−1 + I2r,

so we obtain

(C2r+1)−1 ∈
r∑

k=0

(
r

k

)
(2C−1)r−k(−λkCk+1

−1 ) + I2r

=

(
r∑

k=0

(
r

k

)
2r−k(−λk)

)
(C−1)r+1 + I2r,

and the formula for µr follows now from (3.1) and (3.3).

Corollary 3.4. For Ẽ2r+1 = µr(C−1)r+1 + y we have

〈E1, E2, . . . , E2r−1, E2r, E2r+1〉 = 〈Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽ2r−1, Ẽ2r, Ẽ2r+1〉.

Proof. By Proposition 3.3 we have E2r+1−Ẽ2r+1 = (C2r+1)−1−µrCr+1
−1 ∈

I2r. The result follows now from Corollary 2.3.

Now we can state our main result.

Theorem 3.5. If we fix the lex order with C−2r−1 > C−2r > · · · >
C−3 > C−2 > C−1 > y, then G2r+1 = (Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽ2r, Ẽ2r+1) is a

Groebner basis for the ideal

I = 〈E1, E2, . . . , E2r−1, E2r, E2r+1〉.

Proof. By Corollary 3.4 it suffices to prove that the division of the S-

polynomials S(Ẽi, Ẽj) by G2r+1 is zero. If i, j ≤ 2r, then the division

algorithm yields the same quotients and remainders as in Proposition 2.4,

since the remainders become zero before one has to divide by Ẽ2r+1.

Note that lt(Ẽ2r+1) = µr(C−1)r+1, since µr 6= 0. It remains to divide

the S-polynomials S(Ẽi, Ẽ2r+1) by G2r+1. We first consider the case

i = 2t− 1 for some t = 1, . . . , r. We get

S(Ẽ2t−1, Ẽ2r+1) =
C−2tC

r+1
−1

C−2t
(C−2t)−

C−2tC
r+1
−1

µrC
r+1
−1

(µrC
r+1
−1 + y)

= − 1

µr
yC−2t,
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for all t = 1, . . . , r. The first division step yields S(Ẽ2t−1, Ẽ2r+1) =

− 1
µr
yẼ2t−1, hence we obtain S(Ẽ2t−1, Ẽ2r+1)

G2r+1

= 0, for all t =

1, . . . , r.

Now for the S-polynomials of Ẽ2t and Ẽ2r+1, for some t = 1, . . . , r,

we have

S(Ẽ2t, Ẽ2r+1) =
C−2t−1C

r+1
−1

C−2t−1
(C−2t−1 + λtC

t+1
−1 )−

C−2t−1C
r+1
−1

µrC
r+1
−1

(µrC
r+1
−1 + y)

= λtC
r+t+2
−1 − 1

µr
C−2t−1y.

with leading term

lt(S(Ẽ2t, Ẽ2r+1)) = − 1

µr
C−2t−1y.

We divide S(Ẽ2t, Ẽ2r+1) by G2r+1, and the first division step gives us

S(Ẽ2t, Ẽ2r+1) = − 1

µr
yẼ2t +R1

with R1 = λtC
r+t+2
−1 + λt

µr
yCt+1
−1 . Finally we take note of the equality

R1 = λt

µr
Ct+1
−1 Ẽ2r+1, in order to obtain S(Ẽ2t, Ẽ2r+1)

G2r+1

= 0, for all

t = 1, . . . , r. This concludes the proof.

In brief, we give the Groebner basisG2r+1 = (Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽ2r, Ẽ2r+1)

of I explicitly as

38 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 24-40



The Groebner basis of a polynomial system related to the Jacobian conjecture

Ẽ1 = C−2,

Ẽ3 = C−4,

...

Ẽ2r−1 = C−2r,

Ẽ2 = C−3 + λ1C
2
−1,

Ẽ4 = C−5 + λ2C
3
−1,

...

Ẽ2r = C−2r−1 + λrC
r+1
−1 ,

Ẽ2r+1 = µr(C−1)r+1 + y.

with

µr =
2r + 1

(r + 1)2r

(
2r

r

)
and λj =

(−1)j+1

(j + 1)2j

(
2j

j

)
.
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Resumen

A las aplicaciones polinomiales con el determinante de su matriz jaco-

biana igual a 1 se las llama aplicaciones de Keller. Según la conjetura

jacobiana de Keller, cada aplicación de Keller es inyectiva. Tal con-

jetura es verdadera para las aplicaciones polinomiales de grado menor

o igual a dos. En el presente trabajo también se muestra que el caso

general se reduce a estudiar la inyectividad de aplicaciones de la forma

z 7→ z +H(z), donde las componentes no nulas de H son polinomios ho-

mogeneos de grado tres y cada matriz Jacobiana DH(z) es nilpotente.
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1. Introducción

Este art́ıculo pretende divulgar algunos resultados clásicos

relacionados con la inyectividad global de los difeomorfismos locales [18,

20, 5, 3, 15, 16, 9, 19, 4]. Sólo describimos los difeomorfismos locales

inducidos por aplicaciones polinomiales con coeficientes complejos; en

particular, aquellos que son obtenidos por las aplicaciones de Keller.

Esto significa que la aplicación es polinomial y el determinante de cada

matriz jacobiana es igual a uno [12]. Un ejemplo inicial de este tipo

de aplicaciones es originado por una polinomial inyectiva que preserva el

área; esto porque su inversa también es polinomial, y será Keller por una

aplicación directa de la regla de la cadena (ver § 3.2). Rećıprocamente, no

es dif́ıcil comprobar que cada aplicación de Keller lineal es una biyección,

y lo mismo sucederá si tal aplicación estuviera formada por polinomios

de grado menor o igual a dos (ver § 3.3). Sin embargo, aún no se conoce

una respuesta general a la conjetura jacobiana de Keller, según

la cual cada aplicación de Keller es injectiva [12, 21, 10, 2, 23] (ver

también [9, 3, 5, 17]).

Dar una solución a tal conjetura consiste en demostrar que

cada aplicación de Keller es inyectiva, o en su defecto encontrar

expĺıcitamente una aplicación de Keller no inyectiva. Para hacer

esto es necesario examinar atentamente las aplicaciones polinomiales

inyectivas. A este estudio se ha dedicado la sección 2, donde mostramos

que las polinomiales inyectivas también son dominantes, porque son

sobreyectivas (ver § 2.4) y, consecuentemente, su inversa no sólo

es birracional sino también polinomial. Finalmente, en la sección 3

mostramos que por una sucesión finita de cambios de variables,

estudiar la conjetura jacobiana de Keller se reduce a trabajar con

aplicaciones polinomiales de grado menor o igual a tres. Precisamente,

en § 4.8 se demuestra que para resolver la conjetura jacobiana de Keller

bastará estudiar la inyectividad de todas la aplicaciones de la forma

z 7→ z + H(z), donde las componentes no nulas de H son polinomios

homogéneos de grado tres y cada derivada DH(z) es nilpotente [2].
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2. Aplicaciones polinomiales e inyectividad

Describimos algunos resultados básicos acerca de las aplicaciones

polinomiales inyectivas. Concluimos con el apartado § 2.6, mostrando

que cada polinomial inyectiva es una biyección con inversa polinomial.

2.1. Sea C[X1, . . . , Xn] = C[X] el anillo de los polinomios en n variables

con coeficientes en el cuerpo de los números complejos. Cada subconjunto

ordenado (F1, . . . , Fn) de C[X1, . . . , Xn] determina con exactitud una

aplicación del espacio vectorial Cn = {z = (z1, . . . , zn) : z1, . . . , zn ∈ C}
en śı mismo. Esta aplicación, definida por la regla z 7→ F (z) =(
F1(z), . . . , Fn(z)

)
, se denomina aplicación polinomial y se denota por

F = (F1, . . . , Fn). Como de costumbre, la regla z 7→ Fi(z) define una de

las funciones coordenadas de F , que se identifica con el polinomio Fi.

2.2. Cada polinomial F está asociada a un único conjunto ordenado

(F1, . . . , Fn), el cual induce el anillo C[F1, . . . , Fn]. Si C[X1, . . . , Xn] y

C[F1, . . . , Fn] son iguales, se dice que la aplicación es algebraicamente

invertible. En este caso, existe algún polinomio Gi(F1, . . . , Fn) con

Gi(F1, . . . , Fn) = Xi; por eso G = (G1, . . . , Gn) es una inversa a

izquierda de F . Por otro lado, si la polinomial H = (H1, . . . ,Hn) es

una inversa a izquierda de F, cada variable Xi es Hi(F1, . . . , Fn) y, aśı,

está en C[F1, . . . , Fn]. En conclusión, algebraicamente invertible equivale

a la existencia de alguna polinomial como inversa a izquierda.

2.3. A partir de C[X1, . . . , Xn] se define C(X1, . . . , Xn), su cuerpo

de fracciones. Análogamente, cada polinomial F = (F1, . . . , Fn)

origina el cuerpo C(F1, . . . , Fn). Si ambos cuerpos de fracciones

son iguales, la polinomial se denomina birracional. En este caso,

cada Xi se escribe como un cociente
gi(F1, . . . , Fn)

hi(F1, . . . , Fn)
y, aśı, la

aplicación ψ : z 7→
( g1(z)

h1(z)
, . . . ,

gn(z)

hn(z)

)
es una inversa a izquierda de F .

Rećıprocamente, cuando F tiene alguna aplicación racional como inversa

a izquierda, C(X1, . . . , Xn) es un subcuerpo de C(F1, . . . , Fn) y por eso
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son iguales. En el acápite § 2.5 se verá que la aplicación C[F1, . . . , Fn] 3
φ 7→ φ ◦ F ∈ C[X1, . . . , Xn] induce C(F1, . . . , Fn) ↪→ C(X1, . . . , Xn).

Por tanto, ser birracional equivale a la existencia de alguna aplicación

racional como inversa a izquierda.

2.4. La inyectividad de F = (F1, . . . , Fn) se describe v́ıa los ceros de

algunos ideales de C[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn] = C[X,Y ]. Ello es posible

porque F es inyectiva si y solo si cada solución (z, w) ∈ Cn × Cn

del sistema Fi(X) − Fi(Y ) = 0, j = 1, . . . , n, también es solución del

sistema Xi − Yi = 0, j = 1, . . . , n. Esto significa que los ceros del ideal

I =
(
F1(X) − F1(Y ); · · · ;Fn(X) − Fn(Y )

)
pertenecen al conjunto de

ceros V (J) = {(z, w) ∈ Cn × Cn : f(z, w) = 0, f ∈ J}, donde J es el

ideal generado por X1− Y1, X2− Y2, . . . , Xn− Yn. Por el teorema de los

ceros de Hilbert [13, Nullstellensatz], la inclusión V (I) ⊂ V (J) implica

que para algún m ∈ N se tiene (Xi−Yi)m ∈ I, es decir existen polinomios

hi,k ∈ C[X,Y ] sujetos a

(Xi − Yi)m =

n∑
k=1

hi,k(X,Y )[Fk(X)− Fk(Y )]. (2.1)

Por medio de esta identidad se prueba que cada polinomial inyectiva es

sobreyectiva [1]. Como en [11, 21, 6], se procede por contradicción y para

alguna aplicación inyectiva (F1, . . . , Fn) se elige un c = (c1, . . . , cn) ∈ Cn

de modo que el sistema Fi(X) − ci, i = 1, . . . , n, no tenga solución en

Cn; en otras palabras, la variedad V (F1(X)−c1; · · · ;Fn(X)−cn) resulta

vaćıa y por lo tanto igual a V (1). En consecuencia existirián polinomios

hi ∈ C[X,Y ] que cumplirán

1 =

n∑
i=1

hi(X,Y )[Fi(X)− ci]. (2.2)

Con esto, se considera el conjunto {d1, . . . , dt} formado por la

unión de {c1, . . . , cn} con los coeficientes de todos los polinomios

Fi(X), hi,k(X,Y ), hi(X,Y ). A partir de ah́ı se construye el subanillo

Z[d1, . . . , dt] de C, una Q−álgebra. Por el lema de normalización de
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Noether, como aparece en Nagata [14, 22] (ver apendice), existe un

ideal maximal m del anillo Z[d1, . . . , dt] de modo que el cociente

K = Z[d1, . . . , dt]/m es un cuerpo finito. Por otro lado, por

cada subconjunto ordenado (η1, . . . , ηn) de Z[d1, . . . , dt] se cumple

que la imagen Fi(η1, . . . , ηn) también está en Z[d1, . . . , dt], pues los

coeficientes de Fi están en {d1, . . . , dt}. Por eso φ : (η1, . . . , ηn) 7→(
F1(η1, . . . , ηn), . . . , Fn(η1, . . . , ηn)

)
determina una polinomial en el

producto (Z[d1, . . . , dt])
n, y su cociente módulo m induce una aplicación

φ0 por medio del diagrama

(Z[d1, . . . , dt])
n φ−→ (Z[d1, . . . , dt])

n

α ↓ ↓α
Kn φ0−→ Kn,

donde α(η1 . . . , ηn) = (η1 . . . , ηn), con ηi la clase de ηi módulo m.

Más aún, para φ0 se cumplen dos propiedades. Primero, por (2.1) y

la inyectividad de F = (F1, . . . , Fn) en Cn, la aplicación φ0 es inyectiva.

Segundo, a partir de (2.2) y la elección de c = (c1, . . . , cn), tal φ0 no

es sobreyectiva, pues α(c) ∈ Kn \ φ0(Kn). Esta contradicción entre

apliaciones inyectivas de conjuntos finitos muestra que F es sobreyectiva.

Por tanto, cada aplicación polinomial inyectiva es sobreyectiva.

2.5. Cada F = (F1, . . . , Fn) inyectiva en Cn también es sobreyectiva.

En particular, la imagen F (Cn) es densa en Cn, lo que significa que F

es una aplicación dominante. En consecuencia, cuando ϕ y ψ están

en C[F1, . . . , Fn], la condición ϕ ◦ F = ψ ◦ F en C[X1, . . . , Xn] implica

ϕ = ψ en C[F1, . . . , Fn]. En otras palabras, el morfismo de anillos F ∗

definido por C[F1, . . . , Fn] 3 φ 7→ φ◦F ∈ C[X1, . . . , Xn] es inyectivo. Más

aún, decir que F es dominante equivale a la inyectividad de F ∗, el cual

induce un monomorfismo entre los cuerpos de fracciones C(F1, . . . , Fn)

y C(X1, . . . , Xn), el mismo que será sobreyectivo, pues el dominio y la

imagen de F tienen igual dimensión. En efecto, el monomorfismo F ∗

induce una extensión finita de cuerpos C(F1, . . . , Fn) ↪→ C(X1, . . . , Xn)

en el sentido que C(X1, . . . , Xn), es un espacio vectorial sobre
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C(F1, . . . , Fn) y su dimensión d(F ) es finita. Esta dimensión d(F ) es el

grado geométrico de F , y obviamente cuando d(F ) = 1 los cuerpos de

fracciones son iguales. Más aún, d(F ) describe las fibras F−1(w) = {v :

F (v) = w} de F . Es decir, existe un conjunto denso U ⊂ Cn tal que para

todo w ∈ U el grado d(F ) es igual a #(F−1(w)), el número de elementos

de F−1(w). En conclusión, si F = (F1, . . . , Fn) es inyectiva, entonces

d(F ) = #(F−1(w)) = 1 y por consiguiente ambos cuerpos de fracciones,

C(X1, . . . , Xn) y C(F1, . . . , Fn), coinciden y satisfacen la definición de

§ 2.3. Por tanto, cada polinomial inyectiva es una aplicación birracional.

2.6. Cuando F = (F1, . . . , Fn) es inyectiva, admite una inversa a la

izquierda y, por § 2.4, es una biyección. Para demostrar que su inversa es

polinomial, se usa la sobreyectividad y § 2.5, el cual asegura la existencia

de polinomios que tienen a 1 ∈ C como único divisor común, cuyo

cociente satisface
gi(F1, . . . , Fn)

hi(F1, . . . , Fn)
= Xi. A partir de esto, se obtiene que

F es algebraicamente invertible cuando hi ∈ C∗ para todo i. Si por el

contrario, algún polinomio hj no perteneciera a C∗, entonces la variedad

V (hj) = {z ∈ Cn : hj(z) = 0} seŕıa un subconjunto no vaćıo de V (gj),

porque cumplen gj(z) = wjhj(z) cuando z = F (w1, . . . , wn). Por el

teorema de los ceros de Hilbert [13, 22], la inclusión V (hj) ⊂ V (gj)

implica que gmj , para algún m ∈ N, es multiplo de hj . Esta contradicción

entre los divisores comunes de gj y hj muestra hj ∈ C∗ (vea [6, 12]).

Por tanto, cada polinomial inyectiva es una biyección algebraicamente

invertible y su inversa también es polinomial.

3. Aplicaciones Keller de grado pequeño

En esta sección probamos un caso particular de la conjetura

jacobiana de Keller. Espećıficamente, demostramos la inyectividad de

las aplicaciones de Keller cuyas funciones coordenadas son polinomios

de grado menor o igual a dos (ver § 3.3). Este resultado fue reportado

por Wang [23], pero la demostración que presentamos es adoptada de [2].
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3.1. Cada aplicación polinomial F = (F1, . . . , Fn) es holomorfa en

Cn. Gracias a esto siempre existen las derivadas parciales ∂Fi

∂xj
y queda

definida la matriz jacobiana

DF (z) =


∂F1

∂x1
(z) · · · ∂F1

∂xn
(z)

...
...

∂Fn

∂x1
(z) · · · ∂Fn

∂xn
(z)

 .

Más aún, su determinante det(DF (z)) es un polinomio con algún cero

de no ser constante, ya que C es algebraicamente cerrado. Por tanto, las

afirmaciones det(DF (z)) 6= 0, para todo z ∈ Cn y existe c ∈ C∗ = C\{0}
tal que det(DF (z)) = c, para todo z ∈ Cn son equivalentes.

3.2. El apartado § 2.6 hizo patente que las aplicaciones polinomiales

inyectivas son biyecciones con inversa polinomial. La regla de la cadena

demuestra que cada matriz jacobiana tiene inversa. De esta manera, las

aplicaciones polinomiales inyectivas que preservan el área son Keller.

3.3. Cada aplicación polinomial con polinomios de grado uno o cero

es una transformación lineal y su matriz asociada en la base canónica

es la matriz jacobiana. Luego, cada aplicación de Keller lineal es una

biyección. Lo mismo sucede si en la aplicación de Keller F = (F1, . . . , Fn)

los polinomios Fi son de grado menor o igual a dos, porque en este

caso la condición F (a) = F (b) implica dos cosas. Primero, la aplicación

G(z) = F (z + a) − F (b) satisface G(b − a) = G(0) = 0 y por eso se

escribe G = G(1) + G(2), donde cada G(j) es una aplicación polinomial

formada por polinomios de grado j ∈ {1, 2}. Segundo, al jugar con cierta

evaluación y derivada de t→ G(t(b− a)) = tG(1)(b− a) + t2G(2)(b− a)

se obtiene

0 = G(b− a) =
{
G(1)(b− a) + 2tG(2)(b− a)

}
t= 1

2

= {DF (t(b− a)) · (b− a)}t= 1
2
.

Como la matriz DF ( 1
2 (b−a)) es invertible concluimos que, F (a) = F (b)

implica a = b. Por tanto, cada aplicación de Keller es inyectiva, si sus

componentes son de grado menor o igual a dos (ver también [23, 15]).
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4. Reducción del grado

El grado de una aplicación polinomial F = (F1, . . . , Fn) es el mayor

grado de las componentes Fi, es decir deg(F ) = máx
i
deg(Fi), donde

deg(Fi) es el grado de las componentes en el sentido usual.

4.1. Para estudiar la inyectividad de F uno se toma la libertad de

reemplazar F por H ◦ F ◦ H̃ donde H y H̃ son isomorfismos afines.

En particular, se puede cambiar F por T ◦ F con T la traslación

T (z) = z−F (0) y trabajar con aplicaciones que env́ıan el cero en el cero.

Del mismo modo, siDF (0) tiene inversa, al sustituir F por (DF (0))−1◦F
se obtiene una nueva aplicación cuyas componentes se escriben de la

forma Xi + términos de grado al menos dos. Por lo tanto, para estudiar

la inyectividad se puede suponer que la aplicación F satisface F (0) = 0

y que su derivada DF (0) es la matriz identidad In.

Observación 4.2. Gracias a la libertad concedida por el acápite § 4.1,

en el estudio de la conjetura jacobiana de Keller muchos autores trabajan

con polinomiales para las cuales el determinate de su matriz jacobiana

es constante. Por otro lado, ya es conocido que la equivalencia anunciada

en § 3.1 no es verdadera para aplicaciones reales Rn 7→ Rn. Más aún,

Pinchuck describe en [17] una polinomial real que no es inyectiva, aún

cuando el determinante de su matriz jacobiana nunca se anula.

4.3. Sean P y Q dos polinomios en C[X1, . . . , Xn]. La inyectividad de

la aplicación de Keller F = (F1, . . . , Fn) es equivalente a la inyectividad

de la nueva aplicacion de Keller F [2], definida en Cn×C2 = {(z, w) : z ∈
Cn, w ∈ C2} por la regla (z, w) 7→ (F (z), w1 −P (z), w2 −Q(z)) como es

fácil observar. Tal equivalencia persiste, si se considera la composición

E1◦F [2] = (F̃1, . . . , F̃n+2) con E1(z, w) = (z1−w1w2, z2, . . . , zn, w1, w2),

que también es Keller. Por esta razón, cuando la componente F1 ∈
C[X1, . . . , Xn] admite al producto PQ entre sus monomios de grado

d ≥ 4, en la componente modificada F̃1(z, w) = [F1(z) − P (z)Q(z)] −
w1w2 + w1Q(z) + w2P (z) ya no aparece PQ y los tres términos w1w2,

w1Q(z) y w2P (z) son de grado a lo mucho d − 1. Es decir, para
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estudiar la inyectividad, aumentado inductivamente las variables de

ser necesario, será suficiente considerar aplicaciones polinomiales cuya

primera componente tiene grado menor o igual a tres. Todo esto se puede

repetir por cada componente. Por tanto, la inyectividad de la aplicación

de Keller F = (F1, . . . , Fn), con grado al menos 4, es equivalente a la

inyectividad de alguna aplicación de Keller G = (G1, . . . , Gn+m̃) con

m̃ ≥ 2 y deg(G) ≤ 3 (ver [2]).

Observación 4.4. Si algún X
nj

j con nj ≥ 2 dividiera a un monomio

M = M(z, w) de la primera componente de G = (G1, . . . , Gn+m̃), la

técnica de § 4.3 se podŕıa repetir factorizando M = PQ de modo

que Xj divida a cada uno de los polinomios, a P y a Q. Éste proceso

permite encontrar (G̃1, . . . , G̃n+m̃+2), donde G̃1(z, w, w̃) = [G1(z, w) −
P (z, w)Q(z, w)] − w̃1w̃2 + w̃1Q(z, w) + w̃2P (z, w), y aśı M = PQ

no aparece como un monomio y, además, la potencia de Xj esta vez

será nj − 1. Por lo tanto, podemos concluir que las componentes de la

aplicación del parágrafo anterior son lineales en cada variable.

4.5. Cuando la aplicación F = (F1, . . . , Fn) de § 4.3 satisface las

condiciones de § 4.1, la aplicación G = (G1, . . . , Gn+m̃) env́ıa el origen

en el origen y su matriz jacobiana DG(0) es la identidad In+m̃. Por tanto,

para investigar la inyectividad de una aplicación de Keller es suficiente

estudiar aquellas de la forma

z 7→ z + F(2)(z) + F(3)(z),

donde cada componente de F(i) o es cero o es un polinomio homogéneo

de grado i ∈ {2, 3}. (Por la observación 4.4, inclusive se puede conseguir

que las componentes homogéneas estén formadas por monomios que son

lineales en cada variable).

4.6. A partir de F (z) = z + F(2)(z) + F(3)(z) se define en Cp × Cp =

{(z, z̃) : z, z̃ ∈ Cp} la aplicación polinomial F̃ [p] que a cada (z, z̃) le

asigna (F (z), z̃). Aśı, es fácil ver que F y F̃ [p] son simultáneamente

inyectivas (resp. Keller) o no lo son. Del mismo modo se puede definir
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las aplicaciones E1(z, z̃) = (z + z̃, z̃) y E2(z, z̃) = (z, z̃ − F(3)(z)).

Por esta razón, la inyectividad de F es equivalente a inyectividad de

G = E1 ◦ F̃ [p] ◦ E2, la misma que satisface

G(z, z̃) = E1 ◦ F̃ [p](z, z̃ − F(3)(z)),

= E1

(
F (z), z̃ − F(3)(z)

)
,

= (z + F(2)(z) + z̃, z̃ − F(3)(z)),

= (z, z̃) +
(
z̃ + F(2)(z),−F(3)(z)

)
.

Además, su matriz jacobiana está dada por

DG(z, z̃) =

(
Ip +DF(2)(z) Ip
−DF(3)(z) Ip

)
,

y aśı los determinantes de DG(z, z̃) y DF (z) son iguales. Por tanto, si

F = (F1, . . . , Fn) es Keller, siempre existe m̂ ≥ 0 tal que la inyectividad

de F es equivalente a la inyectividad de alguna aplicación de la forma

z 7→ z + H̃(1)(z) + H̃(2)(z) + H̃(3)(z),

donde z ∈ Cn+m̂, cada componente de H̃(i) o es cero o es homogéneo de

grado i ∈ {1, 2, 3} y cualquier matriz jacobiana de H̃(1)(z) + H̃(2)(z) +

H̃(3)(z) es nilpotente1.

Observación 4.7. En el acápite § 4.6 no es necesario considerar

aplicaciones de Keller: basta elegir una aplicación polinomial cuya matriz

jacobiana en el cero tiene inversa y concluir que la matriz jacobiana de

H̃(1)(z) + H̃(2)(z) + H̃(3)(z) en el origen es nilpotente.

4.8. La aplicación z̃ 7→ z̃ + H̃(1)(z̃) + H̃(2)(z̃) + H̃(3)(z̃) induce en el

producto Cq × C = {(z̃, t) : z̃ ∈ Cq, t ∈ C} la aplicación

(z̃, t) 7→ (z̃, t) + (t2H̃(1)(z̃) + tH̃(2)(z̃) + H̃(3)(z̃), 0),

1En el anillo graduado de las matrices cuadradas de orden n + m̂ se cumple que

I + a tiene inversa si y sólo si aN = 0 para algun N ≥ 2 (i.e., a es nilpotente).

De hecho, la inversa será
∑

k≥0(−a)k. En efecto, cuando la inversa de I + a (con

a 6= 0) este bien definida, esta será de la forma I + bi1 + · · ·+ bim , y asi la igualdad

(I + a)(I + bi1 + · · ·+ bim ) = I junto a un natural argumento de inducción permite

obtener la igualdad bim = (−a)m y, aśı, am+1 = 0.
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y ambas son mutuamente inyectivas (resp. Keller). En consecuencia,

cuando la aplicación F = (F1, . . . , Fn) es Keller, siempre existe m ≥ 0

tal que la inyectividad de F es equivalente a la inyectividad de alguna

aplicación de la forma ẑ 7→ ẑ+H(ẑ), donde ẑ ∈ Cn+m, cada componente

de H es homogénea de grado tres y la matriz jacobiana de H(ẑ) es

nilpotente. Por tanto, para dar una respuesta a la conjetura jacobiana de

Keller basta estudiar la inyectividad de todas las aplicaciones de la forma

z 7→ z + H(z), donde las componentes no nulas de H son polinomios

homogéneos de grado tres y cada DH(z) es nilpotente [2].

Observación 4.9. El resultado demostrado en § 4.8 aún se puede

refinar. Por ejemplo, los autores de [7] muestran que en § 4.8 es posible

suponer que cada DH(z) no solo es nilpotente sino también simétrica.

Del mismo modo, los trabajos de Drużkowski [8] reducen el estudio de

la conjetura jacobiana de Keller a las aplicaciones de la forma

Cn 3 z 7→ z +
(
`31, . . . , `

3
n

)
∈ Cn,

donde cada `j = a1,jz1+a2,jz2+ · · ·+an,jzn es lineal en z = (z1, . . . , zn).

Apéndice

La siguiente proposición, tomada de [21], fue utilizada en § 2.4.

Proposición 4.10. Si A = Z[x1, . . . , xn] es una Z subálgebra de una

Q−álgebra, entonces existe un conjunto finito E ⊂ Z fuera del cual cada

primo p ∈ Z está en algún ideal maximal mp de A y el cociente A/mp es

un cuerpo finito.

Prueba. Se procede por indución sobre m. Si m = 0 se tiene A = Z y el

resultado se logra con el ideal generado por p. Si m ≥ 1, se consideran

dos casos: cuando x1, . . . , xn son algebraicamente independientes sobre

Q, o en su defecto cuando existe un polinomio f ∈ Z[X1, . . . , Xn] − Z
con f(x1, . . . , xn) = 0.
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En el primer caso, la proposición se obtiene usando (p, x1, . . . , xn) ⊂
A, el ideal generado por x1, . . . , xn y p.

En el segundo caso, se asume que Xn aparece en la expresión

de f y se observa que por cada N ≥ 1 las reglas Xn 7→ Xn y

Xj 7→ Xj+(Xn)N
j

, j < n, definen de forma natural un Z−automorfismo

φn de Z[X1, . . . , Xn]. Más aún, se obtiene la siguiente propiedad.

Afirmación: Existe N ≥ 1 tal que la imagen de f bajo φn es un

polinomio de la forma

cXm
n + fm−1(X1, . . . , Xn−1)Xm−1

n + · · ·+ f0(X1, . . . , Xn−1),

donde c ∈ Z \ {0}, y para 0 ≤ i ≤ m− 1 se tiene fi ∈ Z[X1, . . . , Xn−1].

Prueba de la afirmación. En efecto, basta elegir N ≥ 1 como una cota

superior de todos los exponentes en cada variable que aparece en f y

estudiar los exponentes de Xn, en las imágenes de los monomios que

aparecen en la expresión de f. Notemos que estos exponentes se escriben

como expresiones polinomiales de N. Por los tanto, la afirmación es

verdadera.

Hecho esto, aplicamos la hipótesis inductiva a B = Z[X1, . . . , Xn−1].

De este modo, por cada p ∈ Z fuera de un conjunto finito E1 ⊂ Z, existe

un ideal maximal ηp = η de B de modo que p ∈ ηp y el cociente B/ηp
es un cuerpo finito.

Análogamente, para E2, el conjunto de los divisores primos de c ∈ Z,
definido en la afirmación, se elige E = E1 ∪E2 y se cumple la propiedad

deseada. Para ver esto se usa el proceso de localización, es decir se

considera el conjunto S = {1, c, c2, . . . } ⊂ Z ⊂ B y el anillo S−1B =

{ gs ∈ Q[X1, . . . .Xn−1] : g ∈ B, s ∈ S}. En ese sentido, la afirmación

muestra que xn es la ráız de un polinomio mónico con coeficientes en

S−1B.

Del mismo modo, el conjunto S̃ ⊂ B/η de las clases de equivalencias

inducidas por S (cerrado por la multiplicación) permite definir el

anillo S̃−1(B/η). Este anillo es isomorfo al cociente S−1B/S−1η, donde
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S−1η = {h/s : h ∈ η, s ∈ S} es un ideal en S−1B. Pero p ∈ η y c

son primos relativos, y aśı la clase c̃ ∈ B/η es una unidad en B/η.

En consecuencia S̃−1(B/η) es igual a B/η. Por lo tanto S−1B/S−1η '
S̃−1(B/η) es un cuerpo finito.

Por otro lado se tiene S−1B ⊂ S−1B[xn]. Como xn es la ráız de

un polinomio mónico con coeficientes en S−1B, existe un ideal maximal

m ⊂ S−1B[xn] que contiene a S−1η. A partir de esto se obtiene que la

inclusión S−1B/S−1η ↪→ S−1B[xn]/m es integral y por eso finita. Por

lo tanto S−1B[xn]/m es un cuerpo finito.

Para terminar consideramos P = ϕ−1(m), donde ϕ : B[xn] →
S−1B[xn] es la aplicación canónica. Este P es un ideal primo en

B[xn] y aśı la aplicación B[xn]/P 7→ S−1B[xn]/m será inyectiva. En

consecuencia, B[xn]/P es finito. Por lo tanto, si mp es un ideal maximal

de A = B[xn] que contiene P, se obtiene que A/P 7→ A/mp es

sobreyectiva, y por lo tanto A/mp será un cuerpo finito.
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Abstract

The polynomial maps whose Jacobian determinant is equal to 1 are called

Keller maps. The Keller Jacobian conjecture claims that every Keller

map is injective. This conjecture is true for polynomials whose degree is

less than or equal to two. In this paper we prove that the general case

reduces to the study of the injectivity of maps of the form z 7→ z+H(z),

where the nonzero components of H are homogeneous polynomials of

degree three, and every Jacobian matrix DH(z) is nilpotent.

Keywords: Keller maps, polinomial ring, automorphism.
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Resumen

Presentamos varios métodos que permiten el cálculo exacto de la matriz

exponencial etA. Los métodos que incluyen el cálculo de autovectores y

la transformada de Laplace son bien conocidos, y son mencionados aqúı

por completitud. Se mencionan otros métodos, no tan conocidos en la

literatura, que no incluyen el cálculo de autovectores, y que proveen de

fórmulas genéricas aplicables a cualquier matriz.
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1. Introducción

La matriz exponencial es una herramienta muy útil en la resolu-

ción de sistemas lineales de primer orden. Nos provee de una fórmula

cerrada para sus soluciones, y con ayuda de ésta puede analizarse la con-

trolabilidad y observabilidad de un sistema lineal ([1]). Existen varios

métodos para calcular la matriz exponencial, ninguno de ellos compu-

tacionalmente eficiente ([9]). Sin embargo, desde el punto de vista teórico

es importante conocer propiedades de esta función matricial. Fórmulas

que involucran el cálculo de autovectores generalizados y transformada

de Laplace han sido utilizados en una amplia cantidad de libros texto,

y por este motivo, en este trabajo, se pretende brindar métodos alter-

nativos, no muy conocidos, de didáctica amable. Existen otros métodos

([4],[5]) de por śı interesantes pero que no han sido mencionados en la

lista de casos, debido a su practicidad en implementación.

Desarrollaremos ocho casos o métodos para calcular la matriz ex-

ponencial. Se brindan ejemplos de cómo aplicar los métodos no tan co-

nocidos en casos concretos, y para los casos más conocidos se cita la

respectiva bibliograf́ıa.

2. Definiciones y resultados básicos

La matriz exponencial etA puede ser definida generalizando la noción

de serie de Maclaurin de la función exponencial escalar v́ıa

Φ(t) = etA =

∞∑
k=0

1

k!
tkAk.

Para establecer la convergencia de esta serie, definamos primero la norma

de Frobenius de una matriz de tamaño m× n mediante

‖A‖F =

 m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2
1/2

.
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Si A(:, j) denota a la j-ésima columna de A, y A(i, :) su i-ésima fila, es

fácil ver que se cumple

‖A‖F =

 n∑
j=1

‖A(:, j)‖22

1/2

=

(
m∑
i=1

‖A(i, :)‖22

)1/2

.

Usaremos esta norma por comodidad, ya que en un espacio vectorial de

dimensión finita todas las normas son equivalentes.

Una propiedad importante que utilizaremos es saber cómo acota la

norma de Frobenius a un producto de matrices. Dadas las matrices Am×p
yBp×n, formamos el producto C = AB, con entradas cij = A(i, :)B(:, j).

Si A tuviese entradas complejas, en la obtención de cij se aplica conju-

gada a la fila A(i, :). Recuérdese la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|cij | ≤ ‖A(i, :)‖2 ‖B(:, j)‖2.

Luego se tiene

‖AB‖2F =

m∑
i=1

n∑
j=1

|cij |2 ≤
m∑
i=1

n∑
j=1

‖A(i, :)‖22‖B(:, j)‖22

=

m∑
i=1

‖A(i, :)‖22
n∑
j=1

‖B(:, j)‖22 = ‖A‖2F ‖B‖
2
F .

Si aplicamos esta desigualdad a una matriz cuadrada A es fácil deducir

lo siguiente

‖An‖F ≤ ‖A‖
n
F , para todo n = 1, 2, 3, . . .

Formalmente debemos examinar la convergencia del siguiente ĺımite

ĺım
n→∞

(
n∑
k=0

Ak

k!

)
.

Para ello basta observar que se satisface∥∥∥∥∥
n∑
k=0

Ak

k!

∥∥∥∥∥
F

≤
n∑
k=0

‖Ak‖F
k!

≤
n∑
k=0

‖A‖kF
k!

≤ e‖A‖F ,
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y aśı queda demostrado que eA está bien definido para cualquier matriz

cuadrada con entradas constantes.

Es útil recordar cómo se comporta la matriz exponencial bajo deri-

vación:

Φ(1)(t) =
d

dt

( ∞∑
k=0

1

k!
tkAk

)

=
d

dt

(
I + tA+

1

2!
t2A2 + · · ·+ 1

k!
tkAk + · · ·

)
= A+

2

2!
tA2 + · · ·+ k

k!
tk−1Ak + · · ·

= A

(
I + tA+ · · ·+ 1

(k − 1)!
tk−1Ak−1 + · · ·

)
= A etA = etAA.

Usando inducción y el convenio Φ(0)(t) = Φ(t), se deduce la fórmula

Φ(k)(t) =
dk

dtk
etA = Ak etA = etAAk, k ∈ Z+

0 . (2.1)

Obsérvese que la fórmula para la primera derivada implica que la

función x(t) = etA x0 es solución del problema de valor inicial del si-

guiente sistema de primer orden

ẋ = Ax, x(0) = x0.

Dos resultados conocidos de álgebra lineal (ver [8]) que usaremos

más adelante son los siguientes teoremas.

Teorema 2.1 (de triangularización de Schur). Toda matriz An×n es

(unitariamente) similar a una matriz triangular superior T , esto es, exis-

te una matriz unitaria U tal que A = UTU−1. Además, las entradas en

la diagonal de T son los autovalores de A. �

Teorema 2.2 (de Cayley-Hamilton). Cualquier matriz An×n es ráız de

su propio polinomio caracteŕıstico. �

Pasamos ahora a detallar ocho casos o métodos para hallar la matriz

exponencial.
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3. Matriz diagonalizable

Dada una matriz diagonal n× n

D = diag(λ1, λ2 . . . , λn),

es fácil deducir que se cumple Dk = diag(λk1 , . . . , λ
k
n) para todo k ∈ Z+.

Luego

etD =

∞∑
k=0

tk

k!
Dk = diag

( ∞∑
k=0

tk

k!
λk1 , . . . ,

∞∑
k=0

tk

k!
λkn

)
= diag

(
etλ1 , . . . , etλn

)
,

es también una matriz diagonal. Ahora, en el caso que A sea una matriz

diagonalizable se sabe que existe una matriz invertible P formada por

los autovectores de A y una matriz diagonal D formada por los corres-

pondientes autovalores de A tales que A = PDP−1. Es sencillo verificar

la identidad Ak = PDkP−1 para todo k ∈ Z+. Luego se tiene

etA =

∞∑
k=0

tk

k!
Ak =

∞∑
k=0

tk

k!

(
PDkP−1

)
= P

( ∞∑
k=0

tk

k!
Dk

)
P−1

= P etD P−1.

En consecuencia, es trivial encontrar la matriz exponencial de una

matriz diagonalizable, siempre y cuando hallemos previamente todos los

autovalores de A con sus correspondientes autovectores.

Este caso es bien conocido. Ver [11] para apreciar algunos ejemplos

de cerca.

4. Matriz no diagonalizable

Cuando una matriz no es diagonalizable se sabe que es similar a una

matriz en forma canónica de Jordan, esto es, una matriz diagonal por
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bloques, donde cada bloque es de la forma (para un bloque de tamaño

k × k con autovalor λ)

J =



λ 1

λ 1 0

λ 1
. . .

. . .

0 λ 1

λ


.

En este caso la matriz exponencial toma la forma

etJ = etλ



1 t t2/2! t3/3! · · · tk−1/(k − 1)!

1 t t2/2! · · · tk−2/(k − 2)!

1 t · · · tk−3/(k − 3)!
. . .

...

0 t

1


.

Una manera de demostrar esta fórmula es considerar el sistema de

primer orden ẋ = Jx con condición inicial x(0) = x0. Por un lado,

sabemos que la solución de este sistema está dada por x(t) = etJ x0.

Por otro lado, este sistema es fácil de resolver, empezando por la última

ecuación, la cual está desacoplada, y luego se resuelve cada ecuación

lineal de primer orden una por una, v́ıa el método del factor integrante.

En el caso que la matriz An×n no es diagonalizable, se sabe que es

similar a una forma canónica de Jordan n× n

J = diag(J1, J2, . . . , Jm),

en donde hemos supuesto que existen m autovalores distintos con mul-

tiplicidades mayores o iguales a uno. Si algún bloque de Jordan Jk,

k = 1, 2, . . . ,m, es de tamaño 2 × 2 o superior, se debe a que el au-

tovalor λk no posee una base completa de autovectores, y debe entonces
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completarse con autovectores generalizados, ver [11]. Si formamos la ma-

triz P en donde cada columna es un autovector (generalizado), resulta

ser una matriz invertible y se cumple

A = PJP−1.

Al aplicar un cálculo similar al caso diagonalizable se demuestra

etA = P diag
(
etJ1 , etJ2 , . . . , etJm

)
P−1.

Este caso es también muy conocido. Ver [11] para apreciar algunos ejem-

plos.

5. Matrices triangulares

Sea S una matriz triangular superior (para una matriz triangular

inferior se realiza un desarrollo similar) y escribámosla como la suma de

una matriz diagonal con una matriz nilpotente

S = D +N.

Recuérdese que una matriz N es llamada nilpotente si existe un entero

positivo r tal que Nr = 0. El menor entero positivo para el cual esta

igualdad se cumple, es llamado el ı́ndice de nilpotencia de la matriz.

Asumiendo la conocida propiedad sobre matrices exponenciales (ver

[1])

eA+B = eA eB , si AB = BA,

calculamos

etS = et(D+N) = etD etN .

Sabemos cómo calcular la matriz exponencial de una matriz diagonal,

aśı que discutamos cómo obtener etN . Basta observar que al ser N nil-

potente, la serie de esta matriz se vuelve finita, ya que el número de

sumandos queda acotado por el ı́ndice de nilpotencia de N . Éste a su
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vez queda acotado por el grado de su polinomio minimal (recordar que

toda matriz nilpotente posee todos sus autovalores iguales a cero).

Podemos generalizar este método a cualquier matriz An×n. Para

ello, basta aplicar el teorema de triangularización de Schur, A = USU−1,

donde U es una matriz unitaria y S está en forma triangular superior.

Con ello obtenemos

etA = U etS U−1,

y de aqúı ya sabemos cómo proceder.

6. La fórmula espectral de Putzer

En [10], Putzer describe dos métodos para calcular etA. Estos se

basan en el hecho de que etA es un polinomio en A cuyos coeficientes son

funciones escalares de t que pueden ser halladas recursivamente resol-

viendo un sistema sencillo de ecuaciones diferenciales lineales de primer

orden. Mostraremos sólo el segundo método, por ser más fácil de enten-

der e implementar.

Teorema 6.1. Dada una matriz A de tamaño n×n, supongamos que co-

nocemos todos sus autovalores λ1, λ2, . . . , λn, no necesariamente distin-

tos, listados en un orden especificado pero arbitrario. Entonces se cumple

etA = r1(t)P0 + r2(t)P1 + · · ·+ rn(t)Pn−1,

donde

P0 = I, Pk =

k∏
j=1

(A− λjI), k = 1, 2, . . . , n− 1,

y r1(t), . . . , rn(t) son soluciones del sistema diferencial

ṙ1 = λ1r1, r1(0) = 1,

ṙ2 = λ2r2 + r1, r2(0) = 0,

...

ṙn = λnrn + rn−1, rn(0) = 0.
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Prueba. Ponemos

Φ(t) =

n−1∑
k=0

rk+1(t)Pk,

y definimos r0(t) ≡ 0. Teniendo en cuenta ṙk+1 = λk+1rk+1 + rk, calcu-

lamos

Φ̇(t)− λnΦ(t) =

n−1∑
k=0

ṙk+1(t)Pk −
n−1∑
k=0

λnrk+1(t)Pk

=

(
n−1∑
k=0

λk+1rk+1Pk +

n−1∑
k=0

rkPk

)
−

(
n−2∑
k=0

λnrk+1Pk + λnrnPn−1

)
.

Como del primer término podemos extraer λnrnPn−1, y el segundo puede

ser reescrito como

n−1∑
k=0

rkPk =

n−1∑
k=1

rkPk =

n−2∑
k=0

rk+1Pk+1,

el lado derecho de la igualdad se simplifica a

n−2∑
k=0

[
(λk+1 − λn)Pk + Pk+1

]
rk+1.

Ahora, como se cumple Pk+1 = (A − λk+1I)Pk, la expresión entre cor-

chetes se reduce a (A− λnI)Pk. Además se tiene

n−2∑
k=0

(A− λnI)Pkrk+1 =

n−1∑
k=0

(A− λnI)Pkrk+1 − (A− λnI)Pn−1︸ ︷︷ ︸
Pn

rn,

= (A− λnI)Φ− Pnrn.

Pero el teorema de Cayley-Hamilton fuerza Pn = 0. Aśı, hemos obtenido

que Φ̇− λnΦ = (A− λnI)Φ implica Φ̇ = AΦ. Por último, como Φ(0) =

r1(0)P0 = I, se sigue Φ(t) = etA por unicidad de soluciones. �
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Como aplicación de este método, hallemos fórmulas para la matriz

exponencial de una matriz 2× 2 en la forma

etA = r1(t)I + r2(t)(A− λ1I),

con autovalores {λ1, λ2}. De acuerdo con la naturaleza de los autovalores

tenemos tres casos a estudiar.

• Autovalores reales y distintos. Debemos resolver el sistema de

ecuaciones

ṙ1 = λ1r1, r1(0) = 1,

ṙ2 = λ2r2 + r1, r2(0) = 0.

Si resolvemos la primera ecuación, la cual siempre está desacopla-

da, obtenemos r1(t) = eλ1t. Para la segunda, usando el método del

factor integrante obtenemos

r2(t) =
1

λ1 − λ2
e(λ1+λ2)t− 1

λ1 − λ2
eλ2t .

En consecuencia, logramos la siguiente fórmula

etA = eλ1t I +
eλ2t

λ1 − λ2
(
eλ1t−1

)
(A− λ1I).

• Autovalores reales e iguales. En este caso, al resolver el sis-

tema de ecuaciones obtenemos r1(t) = eλ1t y r2(t) = t eλ1t. Aśı,

obtenemos la fórmula

etA = eλ1t I + t eλ1t(A− λ1I).

• Autovalores complejos. En el caso A ∈ C2×2, con autovalores

λ1, λ2, no habŕıa problema en utilizar la misma fórmula que en

el caso de autovalores reales y distintos. Pero si A tiene entra-

das reales, sus autovalores seŕıan complejos y conjugados, digamos
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λ1 = a + ib, λ2 = a − ib, con b 6= 0. En este caso, al resolver el

sistema de ecuaciones obtenemos

r1(t) = eλ1t = eat
[
cos(bt) + i sen(bt)

]
,

r2(t) =
eλ1t− eλ2t

λ1 − λ2
= eat

sen(bt)

b
.

Como x(t) = etA x0 es solución del sistema ẋ = Ax, con condición

inicial x(0) = x0, al tener x0 y A entradas reales, buscamos obvia-

mente una solución real. Aśı, la parte real de la fórmula espectral

es la solución real a considerar, esto es,

x(t) = Re{x(t)} =
(
Re{r1(t)}I +Re{r2(t)(A−λ1I)}

)
x0 = etA x0,

y en consecuencia se concluye

etA = eat cos(bt)I + eat
sen(bt)

b
(A− aI).

7. Los casos particulares de Apostol

En [2], Apostol muestra cómo obtener fórmulas expĺıcitas para la

matriz exponencial etA en los siguientes casos:

• todos los autovalores de A son iguales,

• todos los autovalores de A son distintos,

• A tiene solo dos autovalores distintos, con uno de ellos de multi-

plicidad algebraica uno.

Si bien estos casos no cubren todas las alternativas posibles para el con-

junto de autovalores de una matriz, exhibiremos estas fórmulas por su

sencillez y porque nos ayudan a encontrar todas las fórmulas posibles

para las matrices exponenciales de tamaño menor o igual a 3 × 3. Ca-

be señalar que la fórmula espectral de Putzer también nos ayudaŕıa a

deducir estas fórmulas, pero la manera obtenida por Apostol es más

contundente.
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Teorema 7.1. Si A es una matriz n×n con todos sus autovalores iguales

a λ entonces tenemos

etA = eλt
n−1∑
k=0

tk

k!
(A− λI)k.

Prueba. Como las matrices λtI y t(A− λI) conmutan, tenemos

etA = eλtI et(A−λI) = (eλt I)

∞∑
k=0

tk

k!
(A− λI)k.

El teorema de Cayley-Hamilton implica (A − λI)k = 0 para k ≥ n, y

aśı el teorema queda demostrado. �

Teorema 7.2. Si A es una matriz n × n con n autovalores distintos

λ1, λ2, . . . , λn, entonces tenemos

etA =

n∑
k=1

etλk Lk(A),

donde los Lk(A) son los coeficientes de interpolación de Lagrange dados

por

Lk(A) =

n∏
j=1
j 6=k

A− λjI
λk − λj

para k = 1, 2, . . . , n.

Prueba. Aunque este teorema es un caso especial de la fórmula de in-

terpolación de Lagrange-Sylvester (ver Sección 8, más adelante) daremos

una prueba directa.

Definamos la siguiente función matricial de variable escalar

F (t) =

n∑
k=1

etλk Lk(A).

Para probar F (t) = etA, mostraremos que F satisface la ecuación diferen-

cial F ′(t) = AF (t), con condición inicial F (0) = I. En efecto, observemos
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que se cumple

AF (t)− F ′(t) =

n∑
k=1

etλk(A− λkI)Lk(A).

Por el teorema de Cayley-Hamilton se tiene (A − λkI)Lk(A) = 0 para

cada k, y aśı F satisface la ecuación diferencial. Además, de

F (0) =

n∑
k=1

Lk(A) = I,

se deduce finalmente F (t) = etA por unicidad de soluciones. �

Teorema 7.3. Sea A una matriz n × n (n ≥ 3) con dos autovalores

distintos λ y µ, donde λ tiene multiplicidad n−1 y µ tiene multiplicidad

1. Entonces se cumple

etA = eλt
n−2∑
k=0

tk

k!
(A− λI)k

+

{
eµt

(µ− λ)n−1
− eλt

(µ− λ)n−1

n−2∑
k=0

tk

k!
(µ− λ)k

}
(A− λI)n−1.

Prueba. En versión escalar, para t fijo, la expansión de ex en serie de

Taylor centrada en λt es

ex =

∞∑
k=0

eλt

k!
(x− λt)k.

Ahora evaluamos en tA y particionamos convenientemente esta serie

etA =

∞∑
k=0

eλt

k!
(tA− λtI)k = eλt

∞∑
k=0

tk

k!
(A− λI)k

= eλt
n−2∑
k=0

tk

k!
(A− λI)k + eλt

∞∑
k=n−1

tk

k!
(A− λI)k

= eλt
n−2∑
k=0

tk

k!
(A− λI)k + eλt

∞∑
i=0

tn−1+i

(n− 1 + i)!
(A− λI)n−1+i.
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Ahora reescribimos el segundo sumando de la última expresión. Como

se cumple A − µI = A − λI − (µ− λ)I, tenemos, utilizando el teorema

de Cayley-Hamilton, la igualdad

0 = (A− λI)n−1(A− µI) = (A− λI)n − (µ− λ)(A− λI)n−1,

esto es, (A− λI)n = (µ− λ)(A− λI)n−1. Por inducción, se deduce

(A− λI)n+i = (µ− λ)i+1(A− λI)n−1,

y aśı también

(A− λI)n−1+i = (A− λI)n−1(A− λI)i =
1

µ− λ
(A− λI)n(A− λI)i

=
1

µ− λ
(A− λI)n+i = (µ− λ)i(A− λI)n−1.

Al reemplazar esta relación en la segunda suma obtenemos{ ∞∑
i=0

tn−1+i

(n− 1 + i)!
(µ− λ)i

}
(A− λI)n−1 =

=
1

(µ− λ)n−1

{ ∞∑
k=n−1

tk

k!
(µ− λ)k

}
(A− λI)n−1

=
1

(µ− λ)n−1

{
et(µ−λ)−

n−2∑
k=0

tk

k!
(µ− λ)k

}
(A− λI)n−1,

con lo cual culmina la demostración. �

Como aplicación deducimos las fórmulas de la matriz exponencial

de cualquier matriz A de tamaño 3× 3 de acuerdo con la multiplicidad

de sus autovalores.

• Para un autovalor λ con multiplicidad algebraica tres, tenemos

etA = eλt
{
I + t(A− λI) +

1

2
t2(A− λI)2

}
.
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• Para autovalores distintos λ1, λ2, λ3, tenemos

etA = eλ1t
(A− λ2I)(A− λ3I)

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
+ eλ2t

(A− λ1I)(A− λ3I)

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)

+ eλ3t
(A− λ1I)(A− λ2I)

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
.

• Para autovalores distintos λ1, λ2 con λ1 de multiplicidad algebraica

dos, tenemos

etA = eλ1t
{
I + t(A− λ1I)

}
+

eλ2t− eλ1t

(λ2 − λ1)2
(A− λ1I)2

− t eλ1t

λ2 − λ1
(A− λ1I)2.

8. Interpolación de Lagrange-Sylvester y el

algoritmo de Gantmacher

El siguiente método, ilustrado en Gantmacher [3], no solo nos ayuda

a calcular la matriz exponencial, sino también la evaluación matricial

de cualquier función anaĺıtica. Primero mencionamos el caso en que los

autovalores de una matriz son distintos, y luego el caso general cuando

existen multiplicidades.

Teorema 8.1. Si f(A) es una matriz polinomial en An×n y si los auto-

valores de A son distintos, entonces f(A) puede ser descompuesta como

f(A) =

n∑
i=1

f(λi)z(λi),

acá {λi}i=1,...,n son los autovalores de A y z(λi) es la matriz n×n dada

por

z(λi) =

n∏
k=1
k 6=i

A− λkI
λi − λk

.
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Prueba. Por el teorema de Cayley-Hamilton f(A) puede ser reducida

a un polinomio de grado n− 1, digamos

f(A) = cn−1A
n−1 + cn−2A

n−2 + . . .+ c1A+ c0I.

Esta expresión polinomial puede ser factorizada v́ıa interpolación de La-

grange cual

f(A) =

n∑
i=1

pi

n∏
k=1
k 6=i

(A− λkI).

Para calcular los pesos pi, multiplicamos por la derecha a ambos lados

de la igualdad por el j-ésimo autovector vj correspondiente a λj . Este

procedimiento nos entrega

f(A)vj =

n∑
i=1

pi

n∏
k=1
k 6=i

(A− λkI)vj = pj

n∏
k=1
k 6=j

(Avj − λkvj)

= pj

n∏
k=1
k 6=j

(λj − λk)vj ,

donde la segunda igualdad se obtiene al considerar (A − λjI)vj = 0.

Como los autovalores de A son distintos, se tiene f(A)vj = f(λj)vj , y se

deduce fácilmente por comparación la igualdad

pj =
f(λj)

n∏
k=1
k 6=j

(λj − λk)
.

Por lo tanto, todo junto nos da

f(A) =

n∑
i=1

f(λi)

n∏
k=1
k 6=i

A− λkI
λi − λk

.

�
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Cuando los autovalores no son distintos, el algoritmo de Gantma-

cher, ver [3], puede ser usado para expandir la función anaĺıtica f(A)

como

f(A) =

m∑
j=1

mj∑
k=1

f (k−1)(λj)

(k − 1)!
Zjk,

donde m es el número de autovalores distintos, mj es la multiplicidad del

j-ésimo autovalor, f (k)(λj) es la derivada con respecto a λ evaluada en

el j-ésimo autovalor y Zjk son las matrices constituyentes (constantes)

que una vez halladas son fijas para cualquier función anaĺıtica f(A).

Ilustremos el uso de esta fórmula con un ejemplo.

Ejemplo 8.2. Hallemos etA para la matriz

A =

 1 −1 2

1 3 2

−1 −1 6

 ,
con polinomio caracteŕıstico pA(λ) = (λ− 2)(λ− 4)2. Tenemos entonces

dos autovalores distintos: λ1 = 2 con multiplicidad m1 = 1 y λ2 = 4 con

multiplicidad m2 = 2. Luego se tiene

f(A) =

2∑
j=1

mj∑
k=1

f (k−1)(λj)

(k − 1)!
Zjk

=

1∑
k=1

f (k−1)(λ1)

(k − 1)!
Z1k +

2∑
k=1

f (k−1)(λ2)

(k − 1)!
Z2k

= f(λ1)Z11 + f(λ2)Z21 + f ′(λ2)Z22.

Recordemos que esta expansión es válida para cualquier función anaĺıti-

ca. En nuestra situación, estamos interesados en la versión matricial de

f(λ) = etλ. Aqúı los coeficientes a considerar son

f(λ1) = e2t, f(λ2) = e4t, f ′(λ2) = t e4t .
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Para hallar las matrices constituyentes utilizamos funciones polinomiales

conocidas. Como la matriz es de tamaño 3 × 3, el teorema de Cayley-

Hamilton afirma que etA debe ser una función polinomial en I, A, y A2.

Usaremos entonces los siguientes criterios.

• Si f(A) = I, la versión escalar es f(λ) = 1. Luego, los coeficientes

son f(λ1) = 1, f(λ2) = 1, f ′(λ2) = 0. Obtenemos aśı la ecuación

I = Z11 + Z21.

• Si f(A) = A, la versión escalar resulta f(λ) = λ. Los coeficientes

son f(λ1) = 2, f(λ2) = 4, f ′(λ2) = 1. Obtenemos la ecuación A =

2Z11 + 4Z21 + Z22.

• Si f(A) = A2, con versión escalar f(λ) = λ2, los coeficientes son

f(λ1) = 4, f(λ2) = 16, f ′(λ2) = 8. Obtenemos entonces la ecuación

A2 = 4Z11 + 16Z21 + 8Z22.

En consecuencia, debemos resolver el sistema matricial formal1 1 0

2 4 1

4 16 8

Z11

Z21

Z22

 =

 IA
A2

 ,
cuya solución esZ11

Z21

Z22

 =
1

4

 16 −8 1

−12 8 −1

16 −12 2

 IA
A2

 =

 4I − 2A+ 1
4A

2

−3I + 2A− 1
4A

2

4I − 3A+ 1
2A

2

 .
Al poner todo junto vemos que

f(A) = etA = e2t Z11 + e4t Z21 + t e4t Z22

= e2t

 9/4 9/4 −3

−7/4 1/4 −3

9/4 9/4 1

+ e4t

−5/4 −9/4 3

7/4 3/4 3

−9/4 −9/4 0


+ t e4t

 3/2 7/2 −4

−5/2 −1/2 −4

7/2 7/2 4


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=

 1
4e

2t
(
e2t(6t− 5) + 9

)
1
4e

2t
(
e2t(14t− 9) + 9

)
e4t(3− 4t)− 3e2t

− 1
4e

2t
(
e2t(10t− 7) + 7

)
1
4

(
e4t(3− 2t) + e2t

)
e4t(3− 4t)− 3e2t

1
4e

2t
(
e2t(14t− 9) + 9

)
1
4e

2t
(
e2t(14t− 9) + 9

)
4e4tt+ e2t


es la matriz exponencial buscada. Cabe insistir en que una vez halladas

las matrices constituyentes, podemos hallar fácilmente cos(A), sen(A), . . . ,

esto es, funciones matriciales de funciones anaĺıticas.

9. Uso de soluciones fundamentales de una

ecuación diferencial lineal con coeficien-

tes constantes

El siguiente método evita preguntarse si la matriz es diagonalizable,

y tiene como prerrequisitos apenas el conocer el teorema de Cayley-

Hamilton y saber cómo resolver ecuaciones diferenciales lineales escalares

homogéneas de orden n con coeficientes constantes, digamos tipo

x(n) + cn−1x
(n−1) + · · ·+ c1x

′ + c0x = 0.

El método está basado en el art́ıculo de Leonard [6]. Cabe notar que

el método no es fácil de aplicar si las ráıces de la ecuación polinomial (o

ecuación caracteŕıstica) asociada a la ecuación anterior son tediosas de

obtener algebraicamente.

Los siguientes teoremas nos ayudarán a entender cómo funciona el

método. El primer teorema garantiza la existencia y unicidad de un pro-

blema de valor inicial para una ecuación diferencial matricial, mientras

el segundo brinda un método para construir la matriz exponencial en ba-

se a soluciones de problemas de valor inicial de ecuaciones diferenciales

escalares.

Teorema 9.1. Sea A una matriz constante n× n con polinomio carac-

teŕıstico

p(λ) = det(λI −A) = λn + cn−1λ
n−1 + · · ·+ c1λ+ c0.
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Entonces Φ(t) = etA es la única solución de la ecuación diferencial ma-

tricial de orden n dada por

Φ(n) + cn−1Φ(n−1) + · · ·+ c1Φ′ + c0Φ = 0, (9.1)

con condición inicial

Φ(0) = I, Φ′(0) = A, Φ′′(0) = A2, . . . ,Φ(n−1)(0) = An−1. (9.2)

Prueba. Primero demostraremos la unicidad. Supongamos que Φ1(t) y

Φ2(t) son dos soluciones de (9.1) que satisfacen las condiciones iniciales

dadas en (9.2). Definamos Φ(t) = Φ1(t) − Φ2(t). Debido a linealidad,

esta función satisface (9.1), pero con condición inicial

Φ(0) = Φ(1)(0) = · · · = Φ(n−1)(0) = 0.

Esto implica que cada entrada de Φ(t) satisface el siguiente problema de

valores iniciales

x(n)(t) + cn−1x
(n−1)(t) + · · ·+ c1x

(1)(t) + c0x(t) = 0,

x(0) = x(1)(0) = · · · = x(n−1)(0) = 0,

donde es obvio que la única solución es x(t) = 0 para todo t, la trivial.

Por ende se tiene Φ(t) = 0 para todo t, y obtenemos unicidad.

Ahora demostramos la existencia al confirmar que Φ(t) = etA satis-

face el problema de valores iniciales (9.1)-(9.2). Sea A la matriz constante

con polinomio caracteŕıstico p(λ) descrito en la hipótesis. Recordemos la

fórmula de la derivada k-ésima de la exponencial (ver Ecuación (2.1))

Φ(k)(t) = Ak etA, k = 0, 1, 2, . . .

Reemplazamos en el lado derecho de la Ecuación (9.1) y obtenemos(
An + cn−1A

n−1 + · · ·+ c1A+ c0I
)

etA = p(A) etA = 0

respaldados por el Teorema de Cayley-Hamilton. Por último, de la fórmu-

la de la derivada k-ésima se deduce

Φ(0)(0) = I, Φ(1)(0) = A, . . . ,Φ(n−1)(0) = An−1;
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aśı Φ(t) satisface las condiciones iniciales. Ello termina la demostración.

�

Teorema 9.2. Sea A una matriz constante n× n con polinomio carac-

teŕıstico

p(λ) = det(λI −A) = λn + cn−1λ
n−1 + · · ·+ c1λ+ c0.

Entonces se tiene

etA = x1(t)I + x2(t)A+ x3(t)A2 + · · ·+ xn(t)An−1,

donde los xk(t), 1 ≤ k ≤ n, son las soluciones de las ecuaciones diferen-

ciales escalares de orden n dada por

x(n) + cn−1x
(n−1) + · · ·+ c1x

′ + c0x = 0 (9.3)

y que satisfacen las condiciones iniciales

x1(0) = 1 x2(0) = 0 xn(0) = 0

x′1(0) = 0 x′2(0) = 1 x′n(0) = 0

...
...

...

x
(n−1)
1 (0) = 0, x

(n−1)
2 (0) = 0, x(n−1)n (0) = 1.

(9.4)

Prueba. Definamos Φ(t) = x1(t)I+x2(t)A+x3(t)A2+ · · ·+xn(t)An−1,

donde los xk(t) son soluciones de los problemas de valor inicial men-

cionados en el enunciado. Primero mostraremos que Φ(t) satisface la

Ecuación (9.1). En efecto, se tiene

Φ(n)(t)+cn−1Φ(n−1)(t) + · · ·+ c1Φ(1)(t) + c0Φ(t)

=
(
x
(n)
1 + cn−1x

(n−1)
1 + · · ·+ c1x

′
1 + c0x1

)
I

+
(
x
(n)
2 + cn−1x

(n−1)
2 + · · ·+ c1x

′
2 + c0x2

)
A+ · · ·

+
(
x(n)n + cn−1x

(n−1)
n + · · ·+ c1x

′
n + c0xn

)
An−1

= 0I + 0A+ · · ·+ 0An−1 = 0.
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Ahora mostraremos que satisface la condición inicial dada en (9.2):

Φ(0) = x1(0)I + x2(0)A+ · · ·+ xn(0)An−1 = I,

Φ′(0) = x′1(0)I + x′2(0)A+ · · ·+ x′n(0)An−1 = A,

...

Φ(n−1)(0) = x
(n−1)
1 (0)I + x

(n−1)
2 (0)A+ · · ·+ x(n−1)n (0)An−1 = An−1.

Luego, por unicidad, se cumple

etA = Φ(t) = x1(t)I + x2(t)A+ · · ·+ xn(t)An−1

para todo t. �

Pasemos a ilustrar el método.

Ejemplo 9.3. Deseamos hallar la matriz exponencial etA de

A =

 1 −1 2

1 3 2

−1 −1 6

 .
Para ello calculamos su polinomio caracteŕıstico cual

p(λ) = det(λI −A) = λ3 − 10λ2 + 32λ− 32.

Asumimos, debido al Teorema 9.2, se cumple

etA = x1(t)I + x2(t)A+ x3(t)A2. (9.5)

El polinomio caracteŕıstico produce la siguiente ecuación diferencial

escalar con coeficientes constantes:

x(3) − 10x′′ + 32x′ − 32x = 0.

La solución general es hallada en base a la ecuación caracteŕıstica

m3 − 10m2 + 32m− 32 = (m− 2)(m− 4)2 = 0.

Aśı, la solución general toma la forma

x(t) = α1 e2t +α2 e4t +α3t e4t .
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• Para hallar x1(t) usamos las condiciones iniciales x(0) = 1, x′(0) =

0, x′′(0) = 0. Usando esta información obtenemos

x1(t) = 4 e2t−3 e4t +4t e4t .

• Para x2(t) usamos las condiciones x(0) = 0, x′(0) = 1, x′′(0) = 0,

y aśı lograr

x2(t) = −2 e2t +2 e4t−3t e4t .

• Para x3(t) usamos las condiciones x(0) = 0, x′(0) = 0, x′′(0) = 1,

y obtenemos

x3(t) =
1

4
e2t−1

4
e4t +

1

2
t e4t .

Por último, reemplazamos estas funciones en la Fórmula (9.5) y conse-

guimos

etA = e2t(4− 3 e2t +4t e2t)I + e2t(−2 + 2 e2t−3t e2t)A+ 1
4 e2t(1− e2t +2t e2t)A2

=

 1
4e

2t
(
e2t(6t− 5) + 9

)
1
4e

2t
(
e2t(14t− 9) + 9

)
e4t(3− 4t)− 3e2t

− 1
4e

2t
(
e2t(10t− 7) + 7

)
1
4

(
e4t(3− 2t) + e2t

)
e4t(3− 4t)− 3e2t

1
4e

2t
(
e2t(14t− 9) + 9

)
1
4e

2t
(
e2t(14t− 9) + 9

)
4e4tt+ e2t

 .
Puede verificarse que la matriz A no es diagonalizable, pero esto no

es relevante para los cálculos.

¿Podemos obviar algunos cálculos en el ejemplo anterior? La res-

puesta es afirmativa, como lo sugiere Liz [7], en la obtención de las fun-

ciones escalares xi(t). Para ello, basta calcular la inversa de una matriz

constante particular. El siguiente teorema sienta la pauta.

Teorema 9.4. Sea A una matriz n× n constante con polinomio carac-

teŕıstico

p(λ) = λn + cn−1λ
n−1 + · · ·+ c1λ+ c0.

Entonces se tiene

etA = x1(t)I + x2(t)A+ · · ·+ xn(t)An−1,
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donde 
x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

 = B−10


ϕ1(t)

ϕ2(t)
...

ϕn(t)

 ; (9.6)

acá B0 es la evaluación, en t = 0, de la matriz

Bt =


ϕ1(t) ϕ′1(t) · · · ϕ

(n−1)
1 (t)

ϕ2(t) ϕ′2(t) · · · ϕ
(n−1)
2 (t)

...
...

. . .
...

ϕn(t) ϕ′n(t) · · · ϕ
(n−1)
n (t)

 ,

siempre que S =
{
ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)

}
sea un conjunto fundamental

de soluciones para la ecuación diferencial lineal homogénea

x(n) + cn−1x
(n−1) + · · ·+ c1x

′ + c0x = 0.

Prueba. Obsérvese que p(λ) = λn + cn−1λ
n−1 + · · ·+ c1λ+ c0 = 0 es

la ecuación caracteŕıstica de la ecuación diferencial

x(n) + cn−1x
(n−1) + · · ·+ c1x

′ + c0x = 0. (9.7)

Debido al Teorema 9.2 tenemos

etA = x1(t)I + x2(t)A+ · · ·+ xn(t)An−1,

donde xk(t) es solución de (9.7) con condiciones iniciales (9.4), para

k = 1, 2, . . . , n. Observemos que el conjunto
{
x1(t), x2(t), . . . , xn(t)

}
es

también un conjunto fundamental de soluciones de (9.3), ya que el wrons-

kiano W
(
x1(t), . . . , xn(t)

)
toma el valor 1 en t = 0. Más aún, al usar el

conocido teorema de unicidad de las soluciones para el problema de va-

lores iniciales (9.3)–(9.4), tenemos

ϕk(t) = ϕk(0)x1(t) + ϕ′k(0)x2(t) + · · ·+ ϕ
(n−1)
k (0)xn(t),
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para cada k = 1, 2, . . . , n, de lo cual deducimos
ϕ1(t)

ϕ2(t)
...

ϕn(t)

 = B0


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

 .
Como B0 es invertible, resulta la igualdad (9.6), lo cual completa la

prueba. �

Consideremos la matriz A del Ejemplo 9.3 para apreciar la simpli-

ficación de los cálculos para la tabulación de etA. Recordemos que el

polinomio caracteŕıstico de A es

p(λ) = λ3 − 10λ2 + 32λ− 32 = (λ− 2)(λ− 4)2,

al cual asociamos la ecuación diferencial lineal

x(3) − 10x′′ + 32x′ − 32x = 0.

Como su ecuación caracteŕıstica es (λ− 2)(λ− 4)2 = 0, se obtiene{
e2t, e4t, t e4t

}
como conjunto fundamental de soluciones. Con ellos formamos la matriz

Bt =

 e2t 2 e2t 4 e2t

e4t 4 e4t 16 e4t

t e4t e4t(1 + 4t) 8 e4t(1 + 2t)

 ,
de donde se calcula

B0 =

1 2 4

1 4 16

0 1 8

 , con inversa B−10 =
1

4

 16 −12 16

−8 8 −12

1 −1 2

 .
Luego, como etA = x1(t)I + x2(t)A + x3(t)A2, tenemos por el Teorema

9.4 que se cumplex1(t)

x2(t)

x3(t)

 = B−10

 e2t

e4t

t e4t

 =

 4 e2t−3 e4t +4t e4t

−2 e2t +2 e4t−3t e4t

1
4 e2t− 1

4 e4t + 1
2 t e4t

 .
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Al reemplazar estas funciones en la fórmula de etA, se recupera la matriz

exponencial del Ejemplo 9.3.

10. Transformada de Laplace

Es usual encontrar en textos de ingenieŕıa el método de la transfor-

mada de Laplace para resolver problemas de valores iniciales de ecuacio-

nes lineales escalares de orden n con coeficientes constantes. Este método

se generaliza a resolver el problema de valor inicial ẋ = Ax, x(0) = x0.

Si aplicamos transformada de Laplace obtenemos que

sX(s)− x(0) = AX(s) implica (sI −A)X(s) = x(0),

con lo que, al despejar, se obtiene X(s) = (sI − A)−1x(0). Luego de

tomar transformada inversa obtenemos

x(t) = L−1
{

(sI −A)−1
}
x(0).

Aśı, por unicidad, se logra

etA = L−1
{

(sI −A)−1
}
.

En aplicaciones de ingenieŕıa, la matriz exponencial es llamada la

matriz de transición de estado. Para ejemplos e interesantes propiedades

de la matriz exponencial, ver [1].

11. Conclusiones

Se ha ilustrado varios métodos para calcular la matriz exponencial

de una matriz cuadrada. La mayoŕıa de ellos no utiliza el cálculo de

autovectores (generalizados) de la matriz, lo cual ha sido un método

clásico de abordar el problema en varios textos a nivel de iniciación. Si

bien estos métodos pueden aplicarse a cualquier matriz, todos ellos resul-

tan ineficaces si tratamos con matrices grandes o con entradas inexactas
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(números decimales truncados o números acompañados con cierto error).

Es aqúı donde es preferible usar la computadora, pero como señala el

trabajo de Moler-Van Loan [9], no existe un método infalible de imple-

mentación numérica. La descripción e implementación de estos métodos

numéricos servirán de base para un art́ıculo posterior.
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1. Introduction

Insurance mathematics, which is also called actuarial mathematics, is

studied with a mathematical viewpoint in Europe and the United States.

There are scientific journals which mainly deal with actuarial mathemat-

ics (e.g. Scandinavian Actuarial Journal). However, it is not a very pop-

ular topic in the Japanese mathematical community. This may also be

true for Peru. There is a professional qualification for this activity called

actuary. An actuary has to design, price, and control the so called insur-

ance commodities. They play a significant role in insurance companies

as they make a final decision for the design of insurance commodities.

Many mathematical tools are needed in order to perform this job. The

main mathematical techniques required are related to probability theory

and mathematical statistics.

In order to obtain this professional qualification, one must pass an

examination. The examination is divided into three parts: life insurance,

non-life insurance, and annuity. Life insurance mathematics is one of

the basic exams and perhaps the most important one. A life insurance

contract between the insurance company and a customer is a long time

bound. Hence, the interest rate for bank deposits during a long time

span and the life of a person may be considered as random phenomena.

Therefore, we need to know their distribution. Regarding the life of a

person this is the so called life expectancy (or death probability). Some

special unique symbols are used in life insurance mathematics. These

symbols are unique in this world and are not commonly seen in the

mathematical world. But they have been standardized worldwide, and

they are also used in non-life insurance and annuity. Therefore, in order

to study insurance mathematics, one should be accustomed with the use

of these symbols.

On the other hand, for non-life insurance, the period of contracts are

relatively short. So, the influence of interest rates is neglected. Instead,

two other factors are considered: the frequency of occurrence of accidents

and their size. These can be regarded, respectively, as a probability law
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and a random variable with certain distribution function.

In this work, we describe the basic facts of non-life insurance and

then explain risk processes, which are still an important research object

in non-life insurance and applied probability. This is an application of the

theory of stochastic processes. In particular, we will explain in detail the

asymptotic behavior of the probability that an insurance product may

end up in ruin during its lifetime. That is, given an initial investment

amount set aside for payments and a premium rate per unit of time, we

will discuss how to compute the probability that at some point in time

the money amount of the total claims will be higher than the initial

investment plus all the premium collected up to that point in time. As

expected, the behavior of such asymptotic probability will be highly

dependent on the tail distribution of each claim. We will call these

classes light tail or heavy tailed depending on the probability of creating

a large claim.

2. Non-life (damage) Insurance

There are many examples of non-life insurance: car insurance, weather

related insurance, fire and earthquake insurance, aviation insurance,

travel insurance, marine insurance, and so on. Let us consider for in-

stance car insurance. Imagine a car owner. He may suffer a car accident.

This accident is unpredictable, so it is a random phenomenon and, even,

a rare event. Also the amount of money required for the repair of the car

depends of the size of the accident and it is also unpredictable, another

random phenomenon.

In this chapter, we summarize fundamental facts in non-life insur-

ance necessary for the understanding of risk processes explained later

on.

The request of insurance payment from a customer of a non-life

insurance is called a claim. The total amount of claims in a prefixed

unit time interval is the sum of the amounts of claims occurred in the

time interval from all the customers. The number of claims and their

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 85-127 87



Makoto Yamazato

amount in each term (or fixed time interval) are not constant. So, we

consider each of these quantities as random variables.

2.1 Number of claims

First, we assume the homogeneity of an objective population (group) in

the sense that all contracts are equal within a population for which each

individual has the same risk. Assume that each one of n contracts in a

unit time interval may be the source of a claim independent of each other

with given probability p. Then the probability that k claims occur in

one unit of time is given by the binomial distribution nCkp
k(1− p)n−k.

LetN be a random variable which represents the number of claims in

the unit time interval. The distribution of N is the binomial distribution

B(n, p). If the number of contracts n is very large and the probability p

of occurrence of the claim is very small, then the distribution of N can

be regarded via an approximation argument as the Poisson distribution.

This is explained mathematically by the following argument. Assume

λ = np and let n → ∞. Then the distribution of N converges to the

Poisson distribution with parameter λ since using the moment generating

function formula for a binomial distribution we have

MN (θ) = E(eθN ) = (1 + (eθ − 1)λ/n)n → exp(λ(eθ − 1)).

The right hand side is the moment generating function of the Poisson

distribution with parameter λ (denoted as Po(λ)). For N ∼ Po(λ) recall

that we have E(N) = V (N) = λ.

If the objective population is not homogeneous, i.e., if contracts

with various risks are mixed in the population, then the variance of N

is greater than its expectation (V (N) > E(N)). In such a case, the

negative binomial distribution may fit as the distribution of N . The fol-

lowing is a mathematical explanation for this assertion. Let Yλ ∼ Po(λ),

(λ > 0), W ∼ Γ(α, β) (i.e., the gamma distribution with parameters α

and β) and assume {Yλ} and W are independent. Let N = YW . This

means the parameter of the Poisson random variable may vary according
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to the value of W (ω). In this context we have

P (N = k) =

∫ ∞
0

P (Yλ = k|W = λ)P (W ∈ dλ)

=

∫ ∞
0

λk

k!
e−λ

βα

Γ(α)
λα−1e−βλdλ

=
βα

k!Γ(α)

∫ ∞
0

λk+α−1e−(β+1)λdλ

=
βαΓ(k + α)

(β + 1)k+αk!Γ(α)

=

(
k + α− 1

k

)(
1

β + 1

)k (
β

β + 1

)α
.

In this setting, the distribution of N is the negative binomial distri-

bution with parameter (α, β
β+1 ), usually denoted as NB(α, β

β+1 ). Notice

that if we construe Yλ as a stochastic process with time parameter λ (the

so-called Poisson process to be defined later), then NW is the value at

time 1 of the process obtained by subordination of Yλ by a gamma pro-

cess. Another way of interpreting this structure is to say that there

are various types of customers. Each type will generate its own Poisson

random variable with parameter W and the density associated to each

customer is given by the law of the random variable W , which itself

follows the gamma distribution.

If N ∼ NB(n, p), then its moment generating function is given by

MN (θ) = E(eθN )

=

∞∑
k=0

eθk
(
k + n− 1

k

)
pn(1− p)k

=

∞∑
k=0

(
−n
k

)
pn(1− p)keθk

= pn(1− (1− p)eθ)−n.
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Hence the expectation and the variance appear as

E(N) =
n(1− p)

p
, V (N) =

n(1− p)
p2

,

respectively. Unless p = 1, we always get V (N) > E(N).

2.2 The total claim amount

Consider now the amount of claims. We assume the claim sizes to be pos-

itive random variables, mutually independent and identically distributed.

We denote them by X1, X2, . . .. Let S be the total amount of claims, so

S =
∑N
k=1Xk. Its expectation is

E(S) = E(

N∑
k=1

Xk) = E(

n∑
k=1

Xk|N = n)P (N = n)

= E(X1)

∞∑
n=0

nP (N = n)

= E(X)E(N).

Here X is a random variable whose law is identical with the law of all Xi.

The net premium (i.e., the price of the insurance to be paid by each

client) is given by estimating E(N) and E(S) from past data and then

setting the net premium as E(X) = E(S)/E(N). The above calculation

gives E(S|N) = NE(X). Let us calculate the variance. Define the

conditional variance V (S|N) by V (S|N) = E((S − E(S|N)2)|N).

Applying this equality, we obtain

V (S) = E
(
E
(

(S − E(S))2|N
))

= E

(
E
((

(S − E(S|N)) + (E(S|N)− E(S))
)2

|N
))

= E
(
V (S|N)

)
+ V

(
E(S|N)

)
.
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Here, we used the fact that E(S|N)−E(S) is σ(N)-measurable. Notice

that we did not need X and N to be independent at this stage in order

to derive this equality. However, using the independence of X and N ,

we have V (S|N) = NV (X) and E(S|N) = NE(X). Therefore one gets

V (S) = E(N)V (X) + V (N)(E(X))2.

In the particular case N ∼ Po(λ), then V (N) = E(N) = λ implies

V (S) = λ((E(X))2 + V (X)) = λE(X2).

The moment generating function MS(θ) = E(eθS) of S is given by

MS(θ) = E(E(eθS |N)) = E(MX(θ)N )

= E(exp(N logMX(θ))) = MN (logMX(θ)).

If N ∼ Po(λ), then the moment generating function of S is

MS(θ) = exp(λ(MX(θ)− 1)),

and the distribution function is given by

FS(x) = P (SN ≤ x) =

∞∑
n=0

λn

n!
e−λFn∗X (x),

where FX is the distribution function of X and Fn∗X (n ≥ 1) is the n-fold

convolution of F and F 0∗
X (x) =

∫
(−∞,x]

δ0(dx). Here δ0(dx) denotes the

point mass measure at 0.

The distribution of S discussed previously corresponds to the so

called compound Poisson distribution.

If N ∼ NB(n, p), we have

E(S) =
n(1− p)

p
E(X), V (S) =

n(1− p)
p

V (X) +
n(1− p)

p2
(E(X))2.

The moment generating function of S is given by

MS(θ) = pn
(

1− (1− p)MX(θ)
)−n

,
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and the distribution function by

FS(x) =

∞∑
k=0

F k∗X (x)

(
n+ k − 1

k

)
pn(1− p)k.

The distribution of S in this case is called the compound negative

binomial distribution.

3. Collective Risk Models

In the previous chapter, we considered the total claim amount in a unit

time interval. In this chapter, we observe the dynamical behavior of the

amount of claims. We say that a family of parametrized random vari-

ables is a stochastic process regarding the parameter as a time variable.

Usually the parameter runs through [0,∞) or {0, 1, 2, . . .}.

3.1 Compound Poisson processes

A stochastic process {N(t); t ∈ [0,∞)} taking values in {0, 1, . . .} is

called a Poisson process with parameter λ if it satisfies the following

four conditions.

(1) N(0) = 0,

(2) for 0 ≤ s < t, the law of N(t) − N(s) is Poisson with parameter

λ(t− s),
(3) for 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn, the random variables N(t0), N(t1) −
N(t0), . . . , N(tn)−N(tn−1) are mutually independent, and

(4) {N(t); t ∈ [0,∞)} is right continuous with left limits.

Construction of a Poisson process. Let T1, T2, . . . be a sequence

of independent random variables with common exponential distribution

with parameter λ > 0 and let S0 = 0, Sn = T1 + · · ·+Tn (n ≥ 1). Define

Nt = N(t) by

Nt = N(t) = n, if Sn ≤ t < Sn+1.
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Obviously we have N0 = 0, and Nt is by definition right continuous

with left limits. Let us prove conditions (2) and (3) simultaneously. For

0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn and 0 ≤ k1 ≤ · · · ≤ kn, we have

P (Nt1 = k1, Nt2 −Nt1 = k2 − k1, . . . , Ntn −Ntn−1 = kn − kn−1)

= P (Nt1 = k1, Nt2 = k2, . . . , Ntn = kn)

= P (Sk1 ≤ t1 < Sk1+1, · · · , Skn ≤ tn < Skn+1)

=

∫
· · ·
∫
Dn∩{tn<skn+ukn+1}

λkn+1e−λ(skn+ukn+1)du1 · · · dukn+1 (1)

= In,

where sk = u1 + · · ·+ uk, for k = 1, 2, . . ., and

Dn = {s1 ≤ · · · ≤ sk1 ≤ t1 < sk1+1 ≤ · · · ≤ skn ≤ tn} ⊂ Rkn+1.

Integrating (1) with respect to ukn+1 on [tn − skn ,∞), we obtain In =

λkne−λtn
∫
Dn

ds1 · · · dskn . Set

E` = {t`−1 < sk`−1+1 ≤ · · · ≤ sk` ≤ t`}

for ` = 1, 2, . . . , n. Then we get Dn = E1 × · · · × En, and so∫
E`

dsk`−1
· · · dsk` =

(t` − t`−1)k`−k`−1

(k` − k`−1)!
.

Hence we have

In =
(λt1)k1

k1!
e−λt1

n∏
i=2

{λ(ti − ti−1)}ki−ki−1

(ki − ki−1)!
e−λ(ti−ti−1).

Letting n = 2 we obtain

P (Nt −Ns = k) =

∞∑
j=0

P (Ns = j,Nt −Ns = k)

=

∞∑
j=0

(λs)j

j!
e−λs

{λ(t− s)}k

k!
e−λ(t−s)

=
{λ(t− s)}k

k!
e−λ(t−s).
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Plugging this last relation into the first one we conclude the equality

P (Nt1 = k1, Nt2 −Nt1 = k2 − k1, . . . , Ntn −Ntn−1 = kn − kn−1)

= P (Nt1 = k1)

n∏
i=2

P (Nti −Nti−1 = ki − ki−1).

Next we define what a Lévy process is. A stochastic process {Xt; t ∈
[0,∞)} on Rd is called a Lévy process if it satisfies the following four

conditions.

(1) X0 = 0,

(2) for any n ≥ 1 and 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn, the random variables

Xt0 , Xt1 −Xt0 , . . . , Xtn −Xtn−1
are mutually independent,

(3) for 0 ≤ s < t, the distribution of Xt −Xs is identical to the distri-

bution of Xt−s, and

(4) {Xt; t ∈ [0,∞)} is right continuous with left limits.

In the sequel (a ∧ b) represents the minimum between a, b ∈ R.

Theorem 3.1. If {Xt} is a Lévy process on Rd, then its characteristic

function E(ei<θ,Xt>), with θ ∈ Rd, is given by

exp[t{i〈θ, γ〉 − |σθ|
2

2
+

∫
Rd\{0}

(ei<θ,x> − 1− i〈θ, x〉1{|x|≤1})ν(dx)}],

here γ is in Rd and σ is a d× d-symmetric nonnegative definite matrix,

while ν is a nonnegative measure on Rd\{0} satisfying
∫

(|x|2∧1)ν(dx) <

∞.

Proof. We refer to Sato [7] for the proof.

A Lévy process {Xt} on Rd is called a compound Poisson process

if its characteristic function is represented as

exp{t
∫
Rd\{0}

ei<θ,x> − 1 ν(dx)}.
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Here ν(dx) is a measure on Rd\{0} that satisfies
∫
Rd\{0} ν(dx) <∞.

Construction of a compound Poisson processes. Let F be a prob-

ability measure on Rd\{0} and X1, X2, · · · be a sequence of Rd-valued

independent random variables with common distribution F . Let {Nt} be

a Poisson process with parameter λ > 0, independent from X1, X2, · · ·.
Then, the stochastic process defined by

Yt =

{
0 if Nt = 0,

X1 + · · ·+XNt otherwise

is a compound Poisson process with ν(dx) = λF (dx).

Let us proof this fact. For times 0 = t0 ≤ t1 < t2 . . . < tn and sets

B1, B2, . . . , Bn ∈ B(Rd) we have (the sums are always taken along all

possible 0 = m0 ≤ m1 ≤ m2 ≤ · · · ≤ mn)

P (Yt1 ∈ B1, Yt2 − Yt1 ∈ B2, . . . , Ytn − Ytn−1
∈ Bn) =

=
∑ n∏

i=1

P (Xmi−1+1 + · · ·+Xmi ∈ Bi)P (Nti −Nti−1
= mi −mi−1)

=
∑ n∏

i=1

P (X1 + · · ·+Xmi−mi−1
∈ Bi)P (Nti−ti−1

= mi −mi−1)

=
∑ n∏

i=1

P (Ymi−mi−1
∈ Bi, Nti−ti−1

= mi −mi−1)

=

n∏
i=1

P (Yti−ti−1 ∈ Bi).

On the other hand, if t ≥ s, from

P (Yt − Ys ∈ B) =
∑

0≤m≤n

P (Xm+1 + · · ·+Xn ∈ B,Ns = m,Nt = n)

=
∑

0≤m≤n

P (X1 + · · ·+Xn−m ∈ B,Ns = m,Nt = n)
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=
∑

0≤m≤n

P (X1 + · · ·+Xn−m ∈ B,Nt−s = n−m)×

×P (Ns = m)

=
∑

0≤m≤n

P (Yt−s ∈ B,Nt−s = n−m)P (Ns = m)

= P (Yt−s ∈ B)

we get Yt − Ys ∼ Yt−s.
Also, by the very definition of Y we get

P (Yt ∈ A) = δ0(A) +
∑
n≥1

P (X1 + · · ·+Xn ∈ A)P (N(t) = n)

=
∑
n≥0

Fn∗(A)
(λt)n

n!
e−λt.

Hence we obtain

E(ei<θ,Yt>) =
∑
n≥0

∫
ei<θ,y>Fn∗(dy)

(λt)n

n!
e−λt

=
∑
n≥0

(

∫
ei<θ,y>F (dy))n

(λt)n

n!
e−λt

= exp{t
∫
Rd\{0}

(ei<θ,x> − 1)ν(dx)}.

3.2 Risk processes

Let Yt be a compound Poisson process on [0,∞) with characteristic

function

E(eiθYt) = exp{λt
∫

(0,∞)

(eiθx − 1)F (dx)}.

We call R(t) = ct − Yt the risk process and U(t) = u + R(t) the

surplus reserve process. We assume here that the expectation µ =
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∫
(0,∞)

xF (dx) =
∫∞

0
1 − F (x) dx of F is finite. We call the parameter

ρ = c
λµ − 1 the safety loading. We always assume ρ > 0.

Let τu be the hitting time of (−∞, 0) for U(t); that is,

τu = inf{t ≥ 0;U(t) ∈ (−∞, 0)}.

This hitting time is called ruin time and E(u) = P (τu < ∞) the ruin

probability in insurance mathematics. Here c represents the rate of

premiums that the insurer receives per unit of time and u is the initial

capital of the insurance company.

Lemma 3.2. For A,B,C ∈ B(R), we have

P (R(T1) ∈ A,R(T1 + t) ∈ B, T1 ∈ C) =∫
C

∫
A

P (z +R(t) ∈ B)P (cs−X1 ∈ dz)P (T1 ∈ ds).

Proof. For A,B,C ∈ B(R), we have

P (R(T1) ∈ A,R(T1 + t) ∈ B, T1 ∈ C) =

=

∞∑
m=1

∫
C

P (cs−X1 ∈ A,Ns+t −Ns = m− 1, R(T1 + t) ∈ B|T1 = s)

×P (T1 ∈ ds)

=

∞∑
m=1

∫
C

P (cs−X1 ∈ A,Ns = 1, Ns+t −Ns = m− 1,

c(s+ t)− (X1 + · · ·+Xm) ∈ B|T1 = s)P (T1 ∈ ds)

=

∞∑
m=1

∫
C

P (ct−X1 ∈ A, T2 + · · ·+ Tm ≤ t < T2 + · · ·+ Tm+1,

c(s+ t)− (X1 + · · ·+Xm) ∈ B|T1 = s)P (T1 ∈ ds)

=

∞∑
m=1

∫
C

P (cs−X1 ∈ A, c(s+ t)− (X1 + · · ·+Xm) ∈ B)

×P (T2 + · · ·+ Tm ≤ t < T2 + · · ·+ Tm+1)P (T1 ∈ ds)
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=

∞∑
m=1

P (Nt = m− 1)×

×
∫
C

P (cs−X1 ∈ A, cs−X1 + ct− (X2 · · ·+Xm) ∈ B)P (T1 ∈ ds)

=

∞∑
m=1

P (Nt = m− 1)×

×
∫
C

∫
A

P (z + ct− (X2 · · ·+Xm) ∈ B)P (cs−X1 ∈ dz)P (T1 ∈ ds)

=

∫
C

∫
A

P (z +R(t) ∈ B)P (cs−X1 ∈ dz)P (T1 ∈ ds).

The following theorem exhibits a closed formula for the ruin prob-

ability based on the claim distribution.

Theorem 3.3. Let h(y) = 1−F (y)
µ and H(x) =

∫ x
0
h(y)dy. Then H is a

distribution function and the following equality

E(u) = 1− ρ

1 + ρ

∞∑
n=0

Hn∗(u)

(1 + ρ)n

holds.

Proof. Let ϕ(u) = 1 − E(u) be the chance of never get ruined. As the

ruin can never happen before the first event, we have

ϕ(u) = P (U(t) ≥ 0, for all t ≥ 0)

= P (u+R(T1) ≥ 0, u+R(T1 + t) ≥ 0, for all t ≥ 0)

=

∫ ∞
0

∫
(0,u+cs]

P (u+ cs− z +R(t) ≥ 0, for all t ≥ 0)×

×P (X1 ∈ dz)P (T1 ∈ ds)

=

∫ ∞
0

λe−λs{
∫

(0,u+cs]

ϕ(u+ cs− z)F (dz)}ds.

98 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 85-127



Non-life Insurance Mathematics

With the change of variable t = u+ cs, we arrive at

ϕ(u) =
λ

c
eλu/c

∫ ∞
u

e−λt/c{
∫

(0,t]

ϕ(t− z)F (dz)}dt.

Hence ϕ(u) is continuous, right differentiable, and satisfies

ϕ′(u) =
λ

c
ϕ(u)− λ

c
{
∫

(0,u]

ϕ(u− z)F (dz)}. (2)

Noting that by Fubini’s theorem we have∫ u

0

(∫
(0,v]

ϕ(v − x)F (dx)
)
dv =

∫
(0,u]

(

∫ u−x

0

ϕ(v)dv)F (dx)

=

∫ u

0

ϕ(v)(

∫
(0,u−v]

F (dx))dv

=

∫ u

0

ϕ(u− v)F (v)dv, (3)

one then integrates (2) to obtain

ϕ(u) = ϕ(0) +
λ

c

(∫ u

0

ϕ(v)dv −
∫ u

0

(

∫
(0,v]

ϕ(v − x)F (dx))dv

)

= ϕ(0) +
λ

c

∫ u

0

ϕ(u− z)[1− F (z)]dz.

= ϕ(0) +
1

1 + ρ

∫ u

0

ϕ(u− z)H(dz). (4)

Letting u→∞, by monotone convergence we get

ϕ(∞) = ϕ(0) +
λµ

c
ϕ(∞), (5)

where µ =
∫∞

0
1− F (z) dz.

On the other hand, let

Ω0 = {ω ∈ Ω : lim
t→∞

Rt(ω)

t
= c− λµ}.
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Then the strong law of large numbers implies limt→∞
Nt(ω)
t = λ > 0 and

limt→∞
1

Nt(ω)

∑Nt(ω)
i=1 Xi(ω) = µ for almost all ω. Therefore P (Ω0) = 1.

Since c > λµ, for ω ∈ Ω0, there is u > 0 such that for all t ≥ 0 we

have Rt(ω) > −u. Hence we get

ϕ(∞) = lim
u→∞

ϕ(u)

= lim
u→∞

P (∩t≥0{Rt > −u})

= lim
n→∞

P (∩t∈Q+
{Rt > −n})

= P (∪n≥1 ∩t∈Q+
{Rt > −n}) = 1.

By this equality and (5), we have

ϕ(0) =
ρ

1 + ρ
and E(0) =

1

1 + ρ
.

Set Ĥ(θ) =
∫∞

0
e−θxh(x)dx and ϕ̂(θ) =

∫
[0,∞)

e−θxϕ(dx). Then by (4)

we get

ϕ̂(θ) =
ρ

1 + ρ
+

1

1 + ρ
ϕ̂(θ)Ĥ(θ).

So at the end we conclude

ϕ̂(θ) =

ρ
1+ρ

1− 1
1+ρĤ(θ)

.

Example 3.4. Let F (x) = 1 − e−x/µ. Then H(x) = 1 − e−x/µ and

hence by the above theorem, E(x) = 1
1+ρe

−ρx/(1+ρ)µ.

Remark 3.5. Let Y1, Y2, . . . be a sequence of independent random vari-

ables with distribution function H, and M be a random variable inde-

pendent of Y1, Y2, . . . which have geometric distribution with parameter

ρ(1 + ρ)−1, that is,

P (M = n) =
ρ

1 + ρ
(1 + ρ)−n, n = 0, 1, · · · .
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Then we have

E(u) = P (Y1 + Y2 + · · ·+ YM > u).

Theorem 3.6. For G(u, y) = P (U(τu) ∈ [−y, 0), τu < ∞) we have

G(0, y) = λ
c

∫ y
0

(1− F (u)du.

Proof. In the case of our concern, we must have τu =
∑m
k=1Tk for some

m ≥ 1. As in Lemma 3.2, we have then

G(u, y) = P (U(T1) ∈ [−y, 0))

+

∞∑
m=2

P (U(T1) ≥ 0, . . . , U(

m−1∑
k=1

Tk) ≥ 0, U(

m∑
k=1

Tk) ∈ [−y, 0))

=

∫ ∫
−y≤u+ct−x<0

λe−λtF (dx)dt

+

∫ ∫
0≤u+ct−x<u+ct

G(u+ ct− x, y)λe−λtF (dx)dt.

However, the first integral equals

=

∫ ∞
0

{F (u+ ct+ y)− F (u+ ct)}λe−λtdt

=

∫ ∞
u

{F (s+ y)− F (s)}λ
c
e−λ(s−u)/cds

=
λ

c
eλu/c

∫ ∞
u

{F (s+ y)− F (s)}e−λs/cds,

while the second is

=

∫ ∞
0

(∫
(0,u+ct]

G(u+ ct− x, y)F (dx)
)
λe−λtdt

=

∫ ∞
u

(∫
(0,s]

G(s− x, y)F (dx)
)λ
c
e−λ(s−u)/cds.
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From the above calculations we conclude that G is right differen-

tiable in u and satisfies

∂

∂u
G(u, y) =

λ

c
[G(u, y)− {F (u+ y)− F (u)} −

∫
(0,u]

G(u− x, y)F (dx)].

Integrating from 0 to M with respect to u, we have

G(M,y)−G(0, y) = −λ
c

[ ∫ M

0

{F (u+ y)− F (u)}du

+

∫ M

0

{G(u, y)−
∫

(0,u]

G(u− x, y)F (dx)}du
]
.

By (3) we get∫ M

0

{G(u, y)−
∫ u

0

G(u− x, y)F (dx)}du =

=

∫ M

0

G(M − x, y)(1− F (x))dx→ 0 (M →∞).

Here we have applied the equality G(∞, y) = 0 and the Lebesgue’s dom-

inated convergence theorem. Hence we conclude

−G(0, y) = G(∞, y)−G(0, y)

= −λ
c

∫ ∞
0

{F (u+ y)− F (u)}du

= −λ
c

∫ ∞
0

{(F (u+ y)− 1) + (1− F (u))}du

= −λ
c

∫ y

0

(1− F (u))du.

Let F , G be two distribution functions. The number L(F,G) =

inf{h > 0 : F (x−h)−h ≤ G(x) ≤ F (x+h) +h, for all x ∈ R} is called

the Lévy’s distance from F to G.
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Problem 3.7. Show that L satisfies the axioms of distance in a metric

space.

Lemma 3.8. Let Fn, F be distribution functions. For every continuity

point of F we have limFn(x) = F (x) if and only if limL(Fn, F ) = 0.

Proof. We first deal with the reverse implication. If h ≥ L(Fn, F ), then

for each x we have

F (x− h)− h ≤ Fn(x) ≤ F (x+ h) + h.

As the inequality

F (x− h)− h ≤ F (x) ≤ F (x+ h) + h

always holds, we get |F (x)−Fn(x)| ≤ F (x+h)−F (x−h)+2h. Hence, if

x is a continuity point of F (x), we have the limit limn→∞ Fn(x) = F (x).

Conversely, choose 0 < ε < 1 arbitrary. As any increasing right

continuous function has at most a countable number of discontinuities,

we can choose continuity points x0 < x1 < . . . , xk of F so that F (x0) < ε,

F (xk) > 1 − ε, and xi − xi−1 < ε, i = 1, . . . , k. Choose n0 so that

|F (xi) − Fn(xi)| < ε for all 0 ≤ i ≤ k and n ≥ n0. Then for x with

xi−1 < x < xi we get

Fn(x− ε)− ε ≤ Fn(xi−1)− ε < F (xi−1)

≤ F (x)

≤ F (xi) ≤ Fn(xi) + ε ≤ Fn(x+ ε) + ε,

and for x < x0,

Fn(x− 2ε)− 2ε ≤ Fn(x0)− ε− F (x0) ≤ 0 ≤ F (x) < ε ≤ ε+ Fn(x+ ε).

For x > xk, we have the similar estimate, thus we obtain L(Fn, F ) ≤
2ε.

Lemma 3.9. Let F,G be distribution functions. If G has a bounded

density g, then we have

sup
x
|F (x)−G(x)| ≤ (1 + sup

x
g(x))L(F,G).
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Proof. Set g∗ = supx g(x). Let h > 0 be so that G(x− h)− h ≤ F (x) ≤
G(x+ h) + h holds for any x > 0. Then as we have

G(x)−h(g∗+1) ≤ G(x−h)−h ≤ F (x) ≤ G(x+h)+h ≤ G(x)+h(g∗+1),

we obtain |F (x) −G(x)| ≤ h(1 + g∗). Finally, take the supremum with

respect to x and then the infimum with respect to h in order to stablish

the result.

Theorem 3.10 (Rényi). Let Y1, Y2, . . . be a sequence of nonnegative

independent and identically distributed random variables. Let Mε be a

geometric random variable with parameter ε independent of {Yn}n≥1.

Set Sε = Y1 + · · · + YMε and let α = EY1 and Fε(x) = P (εα−1Sε ≤ x).

We have then

lim
ε→0

sup
x≥0
|Fε(x)− 1 + e−x| = 0.

Proof. Conditioning with respect to Mε and using the independent and

identically distributed property of the sequence Yi, one obtains

E(exp(iθεα−1Sε)) =

∞∑
n=0

E[exp{iθεα−1(Y1 + · · ·+ Yn)}]P (Mε = n)

=

∞∑
n=0

(E exp(iθεα−1Y1))nε(1− ε)n

=
ε

1− (1− ε)E exp(iθεα−1Y1)
→ 1

1− iθ
(ε→ 0).

Note that for the last equality we have used L’Hopital’s rule. Then we

have

lim
ε→0
|Fε(x)− 1 + e−x| = 0

for all x ≥ 0 by Lemma 3.8 (see also Lemma 4.17). Finally, by Lemmas

3.8 and 3.9, one obtains the claimed result.
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Theorem 3.11. If E(X2
1 ) <∞, then we have

lim
ρ→0

sup
u≥0

∣∣∣E(u)− exp{ −2ρµu

(1 + ρ)E(X2
1 )
}
∣∣∣ = 0.

Proof. Let Y1, Y2, · · · be nonnegative independent identically distributed

random variables with density function 1−F (x)
µ and let M be a geometric

random variable with parameter ρ
1+ρ independent of Y1, Y2, . . ., that is,

that behave like

P (M = n) =
ρ

1 + ρ
(1 + ρ)−n, n = 0, 1, · · · .

By Remark 3.5, we have then

E(u) = P (Y1 + · · ·+ YM > u).

Set ε = ρ
1+ρ , Sε = Y1 + · · · + YM and x = ρ

1+ρ
u

E(Y1) , and then apply

Rényi’s theorem. So we have

lim
ρ→0

sup
u≥0

∣∣∣E(u)− exp{ −ρu
(1 + ρ)EY1

}
∣∣∣

= lim
ε→0

sup
x

∣∣∣P (
εSε
E(Y1)

> x)− e−x
∣∣∣ = 0.

Due to integration by parts we have E(Y1) = µ−1
∫∞

0
y(1 − F (y))dy =

1
2µE(X2

1 ). The conclusion follows.

Example 3.12. If the distribution of the random variable X1 is an

exponential distribution with mean µ, then because of E(X2
1 ) = 2µ2

and Example 3.4 we obtain

|E(u)− exp{ −2ρµu

(1 + ρ)E(X2
1 )
}| = ρ

1 + ρ
exp{ −ρu

(1 + ρ)µ
}.

Hence we get

lim
ρ→0

sup
u≥0
|E(u)− exp{ −2ρµu

(1 + ρ)E(X2
1 )
}| = lim

ρ→0

ρ

1 + ρ
= 0,

and the asymptotic behavior of ruin probability as ρ→ 0 is compatible

with the conclusion of Theorem 3.11.
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4. Asymptotics of Ruin Probabilities (light

tail claims)

In the rest of this article we will describe the asymptotic behavior of the

ruin probability as the initial surplus u tends to infinity. First we will dis-

cuss the Cramér-Lundberg approximation which is treated in standard

actuarial textbooks. Roughly speaking, this is related to an exponential

decay of the tail of the claim distribution.

4.1 Cramér-Lundberg approximation

A distribution function F (x) satisfies the Cramér-Lundberg condi-

tion if there is an r∗ > 0 such that

λ

c

∫ ∞
0

er
∗x[1− F (x)]dx = 1.

The parameter r∗ is called the Cramér-Lundberg exponent or ad-

justment coefficient. In actuarial textbooks this exponent is usually

denoted by R. Here, in order to avoid confusion, we use r∗. The above

equation is rewritten using the integration by parts formula as∫
[0,∞)

er
∗xF (dx) = 1 +

cr∗

λ
.

Theorem 4.1. We have

E(u) ≤ E(exp[−r∗U(τu)] : τu <∞) = e−r
∗u.

Proof. Since U(τu) ≤ 0, the first inequality is obvious. Define

Z(t) = exp[−r∗{R(t) + u}]

and Ft = σ{Z(s); s ≤ t}. Then Z(t) is an {Ft}-martingale. In fact, by

the Cramér-Lundberg condition and the independent increment property
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of the risk process, we have

E(Z(t+ s)|Ft) = e−r
∗[R(t)+u]E(e−r

∗R(s))

= Z(t) exp[λs(E(er
∗X1)− 1)]e−r

∗cs

= Z(t).

Therefore by the optional sampling theorem, we obtain

E(Z(τu ∧ t)|F0) = Z(0) = e−r
∗u.

On the other hand,

E(Z(τu ∧ t)|F0) = E(Z(τu ∧ t))
= E(Z(τu) : τu ≤ t) + E(Z(t) : τu > t)

holds. The first term of the right hand side of the above equality tends

to E(Z(τu) : τu < ∞) as t → ∞. By the strong law of large numbers

we get limt→∞ Z(t) = 0 a.s. and R(t, ω) + u ≥ 0 for ω ∈ {τu(ω) > t};
hence 0 ≤ Z(t)1{τu>t} ≤ 1. Now, by the bounded convergence theorem,

we get

lim
t→∞

E(Z(t)1{τu>t}) = E( lim
t→∞

Z(t)1{τu>t})

= 0.

Therefore, we must have

E(Z(τu) : τu <∞) = e−r
∗u.

Theorem 4.2 (The law of large numbers). If R(t) is the risk process,

then we have

P
(

lim
t→∞

R(t)

t
= E(R(1))

)
= 1.
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Proof. Note that R(n) =
∑n−1
i=0 (R(i + 1) − R(i)), n = 1, 2, . . . , are the

sums of independent and identically distributed random variables and

E(R(n)) = nE(R(1)) is finite. By the usual strong law of large numbers,

we can thus conclude

P ( lim
n→∞

R(n)

n
= E(R(1))) = 1.

Set Vn = supn<t≤n+1 |R(t) − R(n)|. Then {Vn} is a sequence of in-

dependent and identically distributed random variables. We show that

E(V0) < ∞. Let Sj = R(j2−n), M0 = 0, and Mk = max1≤j≤k |Sj |,
k = 1, 2, . . . ,m = 2n. For a, b > 0, write Ak = {Mk−1 ≤ a + b < |Sk|}.
Then we have {Mm > a + b} = ∪mk=1Ak and Aj ∩ Ak = ∅ (j 6= k). So

we get

P (|Sm| > a) ≥
m∑
k=1

P (Ak ∩ {|Sm| > a})

≥
m∑
k=1

P (Ak ∩ {|Sm − Sk| ≤ b})

=

m∑
k=1

P (Ak)P (|Sm − Sk| ≤ b)

≥ P (Mm > a+ b) min
1≤k≤m

P (|Sm − Sk| ≤ b).

As P (Mm ≤ b/2) ≤ P (|Sm−Sk| ≤ b) is verified for k = 1, · · · ,m, we get

P (|Sm| > a) ≥ P (Mm > a+ b)P (Mm ≤ b/2).

We obtain P (|R(1)| > a) ≥ P (V0 > a + b)P (V0 ≤ b/2) letting m → ∞.

From∫
(0,∞)

P (|R(1)| > x)dx =

∫
(0,∞)

xP (|R(1)| ∈ dx) = E(|R(1)|)

and

E(V0 − b : V0 > b)≤
∫

(0,∞)

P (V0 > x+ b)dx ≤ E(|R(1)|)/P (V0 ≤ b/2)
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(with b big enough) we can conclude then E(V0) < ∞. The strong law

of large numbers implies so limn→∞
Vn
n = 0. For n ≤ t < n+ 1, we have∣∣∣∣R(t)

t
− E(R(1))

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣R(n)

n
− E(R(1))

∣∣∣∣+
|R(t)−R(n)|

n
+
|R(n)|
n2

,

and hence the conclusion.

DefineK(x) =
∑∞
n=0 F

n∗(x) for a distribution function F on (0,∞).

Note that for any x > 0 there is ` such that F `∗(x) < 1 We also have

Fn∗(x) =

∫ x

0

F (x− y)dF (n−1)∗(y) ≤ F (x)F (n−1)∗(x) ≤ Fn(x) (6)

for n ≥ 2. Then, we obtain

∞∑
n=0

Fn∗(x) ≤ `
∞∑
k=0

(F `∗(x))k <∞.

Theorem 4.3 (Renewal equation). Let F be a distribution function on

(0,∞) and y : [0,∞)→ R be a bounded Borel measurable function. Then

the bounded measurable solution of the renewal equation

z(x) = y(x) +

∫ x

0

z(x− u)F (du) (7)

which vanishes on x < 0 is z(x) =
∫ x

0
y(x− u)K(du).

Proof. Let z1, z2 be two bounded measurable solutions of (7). Then

z = z1 − z2 satisfies z = z ∗ F . By this equality, z = z ∗ Fn∗ holds for

any n ≥ 1. Letting n → ∞, we have z(x) ≤
(
supu≥0 z(u)

)
Fn∗(x) →

0. Finally, the fact that
∫ x

0
y(x − u)K(du) satisfies the equation (7) is

straightforward.

A distribution function F on R is called arithmetic if there is

λ > 0 such that the points of increase of F are contained in the set

{nλ : n = 0,±1,±2, . . .}. Otherwise, F is non-arithmetic.
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Lemma 4.4. Let F be a distribution on (0,∞) and Σ a set formed by

the points of increase of F, F 2∗, F 3∗, . . .. If F is non-arithmetic, then for

given ε > 0 and x sufficiently large the interval (x, x+ ε) contains points

of Σ.

Proof. Let 0 < a < b be two points in the set Σ and put h = b− a. Let

In = (na, nb) = (na, na+ nh). If n > a/h, (na, (n+ 1)a] is contained in

In and hence every point x > x0 = a2/h belongs to at least one among

the intervals I1, I2, . . .. The n + 1 points na + kh, k = 0, . . . , n, belong

to Σ, and they partition In into n subintervals of length h. Thus every

point x > x0 is at a distance ≤ h/2 from a point in Σ. Suppose that

there exists δ > 0 such that h ≥ δ is satisfied for all possible choices.

It follows that the points na + kh exhaust all points of Σ ∩ In. Since

(n+1)a ∈ Σ and (n+1)a < nb are satisfied, there is 1 ≤ k ≤ n for which

we have na+a = na+kh and hence a = kh, and thus all points of Σ∩In
are multiples of h. Now let c be an arbitrary point of increase of F . For

n sufficiently large the interval In contains a point of the form kh + c,

and, as this belongs to Σ, it follows that c is a multiple of h. This shows

that the distribution F is arithmetic. This is a contradiction. Hence for

each ε > 0 it is possible to choose a, b in order to have h < ε.

Proposition 4.5. Let F be a non-arithmetic distribution function on

(0,∞). If the uniformly continuous solution of

z(x) =

∫
R
z(x− u)F (du) (8)

satisfies z(x) ≤ z(0) for every x ∈ R, then z is a constant.

Proof. As we have

z(0) =

∫ ∞
0

z(−u)F `∗(du),

for ` = 1, 2, . . ., and z(−u) ≤ z(0), then z(−y) = z(0) holds for F `∗-a.a.

y and, for all ` = 1, 2, . . .. Since F is non-arithmetic, for any ε > 0

there is x0 such that for any x > x0 the interval (x, x + ε) contains a
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point of increase of F `∗ for some ` ≥ 1 (by Lemma 4.4). By the uniform

continuity of z, we get z(−y) → z(0) as y → ∞. Due to (6), for any

x ≥ 0, we have F `∗(x)→ 0 as `→∞. Hence, we get

z(x)− z(0) =

∫ ∞
0

(z(x− u)− z(0))F `∗(du)→ 0

as `→∞.

Let f be a real valued function defined on [0,∞). Then f is called

directly integrable if the following conditions are met. If we set

mk(h) = inf(k−1)h≤x≤kh f(x), plus Mk(h) = sup(k−1)h≤x≤kh f(x) for

h > 0, and s(h) = h
∑
kmk(h), S(h) = h

∑
kMk(h), then s(h), S(h) are

absolutely convergent and we have limh→0(S(h)− s(h)) = 0.

Theorem 4.6 (Renewal theorem). Assume that F is a non-arithmetic

distribution function on (0,∞) and y : [0,∞)→ R is directly integrable.

Then for any solution z of the renewal equation (7), we have that

lim
x→∞

z(x) =
1

µ

∫ ∞
0

y(u)du

holds with µ =
∫∞

0
xF (dx).

Proof. The definition of K gives
∫∞

0
(K(x)−K(x− y))F `∗(dy) ≤ `. For

any α > 0, there is ` ≥ 1 such that F `∗(α) < 1. Then for x > α we have

` ≥
∫ ∞
α

(K(x)−K(x− y)F `∗(dy) ≥ (1− F `∗(α))(K(x)−K(x− α)).

By this inequality, for each fixed interval I, we get supt≥0K(I+ t) <∞.

By Helly’s selection theorem there exists a sequence {tk} and a measure

L on R such that limk→∞ tk = ∞ and Ktk((a, b]) = K((a, b] + tk) →
L((a, b]) at the continuity points of L. Let w be a continuous function

which vanishes on [0, a]c. If we set zw(x) =
∫∞
−∞ w(x− s)K(ds), we get

zw(tk + x) =

∫ ∞
−∞

w(x− s)Ktk(ds)→
∫ ∞
−∞

w(x− s)L(ds) = ζ(x).
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Note that the function zw satisfies the renewal equation

zw(tk + x) = w(tk + x) +

∫ ∞
0

zw(tk + x− s)F (ds).

The left hand side of the above equality tends to ζ(x) as k →∞, while

the right hand side tends to
∫∞

0
ζ(x− s)F (ds) by bounded convergence.

Thus ζ satisfies (8). Since ζ is bounded and uniformly continuous, by

(8), we get ζ(x) = ζ(0). So L is a translation invariant measure and

therefore is a multiple of Lebesgue measure. Hence there exists β > 0

such that

K(tk)−K(tk − h)→ βh.

Further, note that

1 =

∫ ∞
0

K((tk − u, tk])F (du)→ βµ

implies β = 1
µ . Owing to this fact, we obtain K(t) −K(t − h) → h

µ as

t → ∞. Since y is directly integrable, denoting by Mn the supremum

and by mn the infimum of y(u) on ((n− 1)h, nh], we have∑
n

mnK([tk − nh, tk − (n− 1)h)) ≤ z(tk) =

∫ 0

−∞
y(−u)Ktk(du)

≤
∑
n

MnK([tk − nh, tk − (n− 1)h)).

By bounded convergence, the left and right tend to h
µ

∑∞
n=1mn

and h
µ

∑∞
n=1Mn, respectively, as k → ∞. As h → 0, each side reaches

1
µ

∫∞
0
y(u)du.

Lemma 4.7. Let f(x) be a nonnegative and non-increasing function

satisfying
∫∞

0
f(x)eRxdx < ∞ for R > 0. Then f(x)eRx is directly

integrable on [0,∞).

Proof. For s(h) = h{f(h) + f(2h)eRh + · · ·} and S(h) = h{f(0)eRh +

f(h)e2Rh + · · ·} we have s(h) ≤
∫∞

0
f(x)eRxdx <∞ and S(h)− s(h) =

hf(0)eRh + (e2Rh − 1)s(h), hence also limh→0(S(h)− s(h)) = 0.
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Theorem 4.8. If a distribution function F (x) on (0,∞) satisfies the

Cramér-Lundberg condition and

µ∗ =
λ

c

∫ ∞
0

er
∗xx(1− F (x))dx <∞

holds, then

lim
u→∞

er
∗uE(u) =

1

µ∗r∗
(1− λµ

c
).

Proof. By (4), we get

ϕ(u) = ϕ(0) +
λ

c

∫ u

0

ϕ(u− z)(1− F (z))dz,

or what is the same

1− ϕ(u) = 1− ϕ(0)− λ

c

∫ u

0

(1− F (z))dz

+
λ

c

∫ u

0

(1− ϕ(u− z))(1− F (z))dz.

From this, it follows

er
∗uE(u) =

λ

c
(µ−

∫ u

0

(1− F (z))dz)er
∗u

+

∫ u

0

E(u− z)er
∗(u−z)λ

c
er

∗z(1− F (z))dz.

Therefore the above is a renewal equation on er
∗uE(u). We will now

apply the renewal theorem, Theorem 4.6, to this situation. For this,

note that the distribution λ
c e
r∗z(1−F (z))dz is non-arithmetic. Next, by

the Cramér-Lundberg condition we get
∫∞

0
λ
c (1− F (z))er

∗zdz = 1, and

so we have

λ

c

∫ ∞
0

(µ−
(∫ u

0

(1− F (z))dz
)
er

∗udu

=
λ

c

∫ ∞
0

(∫ ∞
u

(1− F (z))dz
)
er

∗udu
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=
λ

c

∫ ∞
0

(1− F (z))
(∫ z

0

er
∗udu

)
dz

=
λ

c

∫ ∞
0

(1− F (z))
er

∗z − 1

r∗
dz

=
1

r∗
(1− λµ

c
).

Therefore we can apply the renewal theorem in order to get

lim
u→∞

er
∗uE(u) =

1

µ∗r∗

(
1− λµ

c

)
.

Example 4.9. Let F (x) = e−x/µ. Then the Cramér-Lundberg exponent

is r∗ = ρ
µ(1+ρ) and we have µ∗ = c

λ . Hence 1
µ∗r∗ (1 − λµ

c ) = 1
1+ρ . By

Example 3.4, we must have er
∗uE(x) = 1

1+ρ .

4.2 Asymptotics of ruin probability (heavy tailed

claims)

In this section we discuss the case when the tail of each claim does not

satisfy the Cramér-Lundberg condition. In recent years, big disasters

had occurred. These phenomena imply the necessity of discussing the

heavy tailed claims which cannot be treated by the Cramér-Lundberg ap-

proximation. A typical example of such heavy tailed claim is a regularly

varying tail. So, at first, we explain necessary basic facts on distribu-

tions with regularly varying tails. Then we talk about subexponential

distributions where the distributions with regularly varying tails are con-

tained (see Lemma 4.25(i)). For these subexponential distributions the

asymptotics of ruin probability can be easily derived.

114 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 85-127



Non-life Insurance Mathematics

Regular variation

A measurable function ` : [0,∞)→ (0,∞) is called slowly varying at

∞ if for any y > 0 we have

lim
x→∞

`(xy)

`(x)
= 1.

We will use h(x) = log `(ex) in what follows.

Theorem 4.10 (Uniform convergence theorem). If a function ` is slowly

varying at infinity, then for any A > 0 we have

lim
x→∞

sup
0≤y≤A

∣∣∣∣`(xy)

`(x)
− 1

∣∣∣∣ = 0.

Proof. We will verify sup0≤u≤A |h(x+ u)− h(x)| = 0 for a given A > 0.

Choose ε so that 0 < ε < A and define

Ix = [x, x+ 2A],

Ex = {t ∈ Ix : |h(t)− h(x)| ≥ ε

2
},

E∗x = {t ∈ [0, 2A] : |h(x+ t)− h(x)| ≥ ε

2
}.

The sets Ex, E∗x are Borel measurable and |Ex| = |E∗x| (here | · | denotes

Lebesgue measure). By the definition of slow variation, for any y ≥ 0 we

have limx→∞ 1E∗
x
(y) = 0. Hence, the dominated convergence theorem

delivers |E∗x| → 0 as x → ∞. This yields the existence of x0 for which

x ≥ x0 implies |Ex| < ε
2 . For c ∈ [0, A] we have Ix∩Ix+c = [x+c, x+2A],

while |Ix ∩ Ix+c| = 2A − c ≥ A for c ≤ A. In this way, for x ≥ x0, we

obtain

|Ex ∪ Ex+c| < |Ex|+ |Ex+c| = |E∗x|+ |E∗x+c| < ε < A.

Hence, given c ∈ [0, A] and x ≥ x0 we get

|(Ix ∩ Ix+c)\(Ex ∪ Ex+c)| > 0.
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And we conclude Jx = (Ix ∩ Ix+c)\(Ex ∪ Ex+c) 6= ∅. Since all t ∈ Jx
satisfies

|h(t)− h(x)| < ε/2

|h(t)− h(x+ c)| < ε/2,

at the end we get |h(x+ c)− h(x)| < ε.

Lemma 4.11. If ` : [A,∞)→ (0,∞) satisfies

lim
x→∞

`(xy)/`(x) = 1

for any y > 0, then ` and h are bounded in any bounded interval suffi-

ciently far away from the origin.

Proof. By the uniform convergence theorem (Theorem 4.10) there is x0

such that for all x ≥ x0 we have

sup
0≤u≤1

|h(x+ u)− h(x)| < 1.

Hence we get

|h(x)| ≤ 1 + |h(x0)| on [x0, x0 + 1],

...

|h(x)| ≤ n+ |h(x0)| on [x0, x0 + n].

Remark 4.12. Due to this lemma, a slowly varying function is inte-

grable on finite intervals sufficiently far away from the origin.

Theorem 4.13 (Representation theorem). A function ` is slowly vary-

ing at infinity if and only if it can be represented as

`(x) = c(x) exp{
∫ x

a

e(log u)

u
du} (x ≥ a > 0),

where c and e are measurable functions subject to limx→∞ c(x) > 0 and

limx→∞ e(x) = 0, respectively.
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Proof. Choose x0 large enough so that ` is integrable in any finite interval

in [x0,∞). For x ≥ x0, h is written as

h(x) =

∫ x+1

x

{h(x)− h(t)}dt+

∫ x

x0

{h(t+ 1)− h(t)}dt+

∫ x0+1

x0

h(t)dt.

Set e(x) = h(x + 1) − h(x). Then we have limx→∞ e(x) = 0. From the

uniform convergence theorem we get∣∣∣∣∫ x+1

x

{h(x)− h(t)}dt
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

{h(x)− h(x+ u)}du
∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

sup
0≤u≤1

|h(x)− h(x+ u)|du→ 0

as (x→∞). Set c =
∫ x0+1

x0
h(t)dt and d(x) = c+

∫ x+1

x
{h(x)−h(t)}dt.

Then we have

h(x) = d(x) +

∫ x

x0

e(t)dt,

and so also

`(x) = eh(log x) = ed(log x) exp{
∫ x

x0

e(log v)

v
dv}.

Lemma 4.14 (Hamel equation). If a measurable function f satisfies

f(x+ y) = f(x) + f(y) for all x, y ∈ R, then there is c ∈ R such that f

is represented as f(x) = cx.

Proof. We omit the proof. We refer the interested reader to [3, 5].

Theorem 4.15. Let f : [0,∞) → (0,∞) be measurable. Suppose that

the limit

g(y) = lim
x→∞

f(xy)

f(x)
> 0

exists for every y > 0. Then for some ρ ∈ R we have g(y) = yρ for

y > 0. Furthermore, there exists a function ` slowly varying at infinity

such that f(x) = xρ`(x).
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Proof. For y, z positive, we have

f(xyz)

f(x)
=
f(xyz)

f(xy)

f(xy)

f(x)
.

Therefore by taking limits we obtain g(zy) = g(z)g(y). Set h(x) =

log g(ex). Then for x, y ∈ R we get

h(x+ y) = log g(exey) = log g(ex) + log g(ey) = h(x) + h(y).

By Lemma 4.14, there is ρ ∈ R such that h(x) = ρx. Hence, one has

g(y) = eh(log y) = yρ.

For the second part, it is enough to define `(x) = f(x)/xρ. In fact,

as we have

`(xy)

`(x)
=

f(xy)

(xy)ρ
xρ

f(x)

= y−ρ
f(xy)

f(x)
→ 1 (x→∞),

this function ` is slowly varying at infinity.

Remark 4.16. A positive function near infinity which satisfies the sec-

ond part of the above theorem is called regularly varying at infinity

with exponent ρ.

Lemma 4.17 (Continuity theorem). For n ∈ N, let Fn be a probability

measure on [0,∞) and ωn be its Laplace transform.

(1) If limn→∞ ωn(s) = ω(s) for s > 0, then ω is the Laplace transform

of a measure F with total mass not greater than 1 and limn→∞ Fn(x) =

F (x) for any continuity point x of F .

(2) If limn→∞ Fn(x) = F (x) holds for any continuity point x of a mea-

sure F with total mass not greater than 1, then for s > 0 we have

limn→∞ ωn(s) = ω(s).

Proof. See [3, page 431].
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Lemma 4.18 (Extended continuity theorem). For n ∈ N, let Un be a

measure on [0,∞) and ωn be its Laplace transform.

(1) If for some a > 0 we get limn→∞ ωn(s) = ω(s) for any s > a, then ω

is the Laplace transform of a measure U and it satisfies limn→∞ Un(I) =

U(I) for any continuity interval I.

(2) If for any continuity interval I of U conditions limn→∞ Un(I) = U(I)

and {ωn(a)}n≥1 is bounded are satisfied, then we have limn→∞ ωn(s) =

ω(s) for s > a.

Proof. (1) Choose s0 > a. Note that U0
n(dx) = ωn(s0)−1e−s0xUn(dx) is

a probability measure and its Laplace transform is ωn(s + s0)/ωn(s0).

By the continuity theorem, there exists a measure U0 with total mass

not greater than 1 such that U0
n converges to U0. Hence Un(dx) =

ω(s0)es0xU0
n(dx) converges to ω(s0)es0xU0(dx).

(2) Let t > 0 be a continuity point of U . Then one obtains

lim
n→∞

∫ t

0

e−sxUn(dx) =

∫ t

0

e−sxU(dx).

Furthermore, we have∫ ∞
t

e−sxUn(dx) ≤ e−(s−a)t

∫ ∞
0

e−axUn(dx) < Ae−(s−a)t → 0 (s > a)

as t → ∞, where A = supn ωn(a). For U , a similar property applies.

Hence, one finally obtains limn→∞ ωn(s) = ω(s).

Theorem 4.19 (Tauberian theorem). For a non-decreasing right con-

tinuous function U : [0,∞)→ (0,∞), the following properties

(1) U(x) ∼ cxρ`(x)/Γ(1 + ρ) (x→∞),

(2)
∫

[0,∞)
e−sxdU(x) ∼ cs−ρ`(1/s) (s ↓ 0),

are equivalent; here ` is slowly varying function at infinity and c, ρ ≥ 0.

Proof. Let ω be the Laplace transform of U .

We first proof that (2) implies (1). By (2), one has ω(st)
ω(s) → t−ρ

as s → 0. Let U1/s(x) = U(x/s). Then ω(st)
ω(s) and t−ρ are the Laplace
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transforms of the measures
U1/s(dx)

ω(s) and xρ−1

Γ(ρ) dx, respectively. Applying

the extended continuity theorem, one has that the measure
U1/s(dx)

ω(s) con-

verges to xρ

Γ(ρ)dx. By the assumption, we obtain U(x) ∼ cxρ`(x)/Γ(1+ρ).

Reciprocally, by assumption we have limx→∞
U(tx)
U(x) = tρ. The

Laplace transform of U(tx)
U(x) is ω(s/x)

U(x) and
∫∞

0
e−std(tρ) equals s−ρΓ(ρ +

1). Dividing the interval of integration, we have ω(1/x) ≤ U(x) +∑∞
n=1 e

−2n−1

U(2nx). We can choose x0 so that U(2x) < 2ρ+1U(x) for

x > x0. Thus we obtain U(2nx) < 2n(ρ+1)U(x). Using this gives

ω(1/x)

U(x)
≤ 1 +

∞∑
n=1

e−2n−1

2n(ρ+1) <∞.

Hence we get limx→∞
ω(s/x)
U(x) = s−ρΓ(ρ + 1) by the extended continuity

theorem. By assumption (1), we finally have ω(s) ∼ cs−ρ`(1/s).

Subexponentiality

Define F = 1− F for a distribution function F on [0,∞).

A distribution function F on [0,∞) is called subexponential if it

satisfies

lim
x→∞

F 2∗(x)/F (x) = 2.

We denote the class of subexponential distribution functions by S.

Lemma 4.20. For F ∈ S the following two properties are satisfied.

(1) For any A > 0, we have

lim
x→∞

sup
0≤y≤A

∣∣∣∣F (x− y)

F (x)
− 1

∣∣∣∣ = 0,

(2) For any ε > 0, we have

lim
x→∞

eεxF (x) =∞.
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Proof. For the first part, we fix t ∈ (0, x) in order to have

F 2∗(x) = 1− F 2∗(x) = 1−
∫ x

0

F (x− y)dF (y)

= 1− F (x) +

∫ x

0

F (x− y)dF (y)

= F (x) +
(∫ t

0

+

∫ x

t

)
F (x− y)dF (y)

≥ F (x) + F (x)F (t) + (F (x)− F (t))F (x− t).

Divide both sides by F (x). Since

F 2∗(x)

F (x)
≥ 1 + F (t) +

(F (x)− F (t))F (x− t)
F (x)

is satisfied, we have(F 2∗(x)

F (x)
− 1− F (t)

)/
(F (x)− F (t)) ≥ F (x− t)

F (x)
.

The left hand side of the above equality converges to 1 as x→∞. One

has then lim supx→∞
F (x−t)
F (x)

≤ 1. Obviously we have F (x−t)
F (x)

≥ 1 and

therefore also

lim
x→∞

F (x− t)
F (x)

= 1.

Since

1 ≤ F (x− t)
F (x)

≤ F (x−A)

F (x)

holds for ≤ t ≤ A, the result follows.

Now we prove the second part. By (1), the distribution F (log u)

is slowly varying at infinity. By the representation theorem (Theorem

4.13), for any ε > 0 we have

uεF (log u) = e
∫ u
1
ε
v dvF (log u)→∞

as u→∞.
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Lemma 4.21. Let F be a distribution function on [0,∞). If F (x) > 0

for any x > 0, then we have

lim inf
x→∞

Fn∗(x)

F (x)
≥ n.

Proof. Note that Fn∗(x) ≤ Fn(x) holds by (6). Therefore we have

Fn∗(x)

F (x)
≥ 1− Fn(x)

1− F (x)
=

n−1∑
k=0

F k(x)→ n (x→∞).

Lemma 4.22. If F ∈ S, then for every n ≥ 1 we have

lim
x→∞

Fn∗(x)/F (x) = n.

Proof. We show the result for n = 3. First note the equalities

1− F 3∗(x) = 1−
∫ x

0

F 2∗(x− y)dF (y)

= 1− F (x) +

∫ x

0

{1− F 2∗(x− y)}dF (y),

1− F 3∗(x)

1− F (x)
= 1 +

∫ x

0

1− F 2∗(x− y)

1− F (x− y)

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y).

By subexponentiality of F and Lemma 4.20 part (1) the integrand on

the right hand side of the latter equality tends to 2 for any y ≥ 0 as

x→∞. We have for t ∈ (0, x) then(∫ t

0

+

∫ x

t

)1− F 2∗(x− y)

1− F (x− y)

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y) (9)

≤sup
x−t≤y≤x

1− F 2∗(y)

1− F (y)

1− F (x− t)
1− F (x)

F (t) +K

∫ x

t

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y),

here K = supy≥0
1−F 2∗(y)
1−F (y) < ∞. Our goal is to find the limit of (9) in

order to get an upper bound. Since we have limx→∞
F

2∗
(x)

F (x)
= 2 and
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F
2∗

(x)

F (x)
≤ 2, we obtain sup

x−t≤y≤x

1− F 2∗(y)

1− F (y)
→ 2 as x → ∞. Moreover,

we have

F (t) ≤
∫ t

0

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y)

≤ sup
0≤y≤t

1− F (x− y)

1− F (x)
F (t)→ F (t)

and∫ x

0

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y) =

F (x)− 1 + 1− F 2∗(x)

1− F (x)
→ −1 + 2 = 1.

Hence, we get ∫ x

t

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y)→ 1− F (t)

as x → ∞. By letting x → ∞, the right hand side of (9) converges to

2F (t) +K(1− F (t)). Next, by letting t→∞, this term converges to 2.

With Lemma 4.21 at hand we conclude

1− F 3∗(x)

1− F (x)
→ 3 as x→∞.

Lemma 4.23. If a distribution function F on [0,∞) is subexponential,

then for any ε > 0 there is K > 0 such that for all x ≥ 0 we have

Fn∗(x)/F (x) ≤ K(1 + ε)n, n = 2, 3, . . . .

Proof. Define αn = supx F
n∗(x)/F (x). Then we have

F (n+1)∗(x)

F (x)
= 1 +

∫ x

0

1− Fn∗(x− y)

1− F (x)
F (dy)
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≤ 1 + sup
x≤M

∫ x

0

1

1− F (x)
F (dy) +

+ sup
x≥M

∫ x

0

1− Fn∗(x− y)

1− F (x− y)

1− F (x− y)

1− F (x)
F (dy)

≤ 1 +
1

1− F (M)
+

+ sup
x

1− Fn∗(x)

1− F (x)
× sup
x≥M

∫ x

0

1− F (x− y)

1− F (x)
F (dy)

≤ 1 +
1

1− F (M)
+ αn(1 + ε).

Where we have used that | supx≥M
∫ x

0
1−F (x−y)

1−F (x) F (dy)− 1| < ε works for

sufficiently big M . Therefore we conclude

αn+1 ≤
(

1 +
1

1− F (M)

)1

ε
(1 + ε)n+1.

Lemma 4.24. Let F be a subexponential distribution function on [0,∞).

Assume that the power series
∑∞
n=0 ans

n is analytic at s = 1, where

an ≥ 0, n = 0, 1, 2, . . . and satisfies
∑∞
n=0 an = 1. If we set G(x) =∑∞

n=0 anF
n∗(x), then we get

lim
x→∞

G(x)

F (x)
=

∞∑
n=1

nan.

Proof. The result is obvious from Lemmas 4.22, 4.23 and the dominated

convergence theorem.

Lemma 4.25. Let F be a distribution function on (0,∞).

(1) If 1 − F (x) ∼ x−ρ`(x) for a function ` slowly varying at infinity,

then F ∈ S.

(2) If F satisfies the Cramér-Lundberg condition, then F /∈ S.
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Proof. (1) Assume that the two positive random variables X1 and X2

are independent with common distribution function F . For any ε > 0

we have

P (X1 +X2 ≥ z) ≤ P (X1 ≥ (1− ε)z) + P (X2 ≥ (1− ε)z)
+P (X1 > εz,X2 > εz)

∼ 2(1− ε)−ρz−ρ`(z) + {ε−ρz−ρ`(z)}2.

Hence, one obtains lim supz→∞
P (X1+X2≥z)
P (X1≥z) ≤ 2(1 − ε)−ρ. Since ε is

arbitrary, the inequality

lim sup
z→∞

P (X1 +X2 ≥ z)
P (X1 ≥ z)

≤ 2

follows. On the other hand, using P (X1 + X2 ≥ z) ≥ P (X1 ≥ z) +

P (X2 ≥ z)− P (X1 ≥ z,X2 ≥ z) we have

lim inf
z→∞

P (X1 +X2 ≥ z)
P (X1 ≥ z)

≥ 2.

(2) If F ∈ S, then by Lemma 4.20, part (2), for any ε > 0 we have

eεxF (x) → ∞ as x → ∞. So, for every R > 0, we get
∫∞

0
eRx(1 −

F (x))dx =∞, which leads to a contradiction.

Finally we have the following characterization of the ruin probabil-

ity. Recall that we have assumed c
λµ > 1, i.e., ρ > 0.

Theorem 4.26. Let F be a distribution function on (0,∞) with mean

µ <∞. Then H(x) =
∫ x

0
1−F (y)

µ dy ∈ S implies

E(u) ∼ 1

ρ
H(u) as u→∞.

Proof. By Theorem 3.3 we have

E(u) =
ρ

1 + ρ

∞∑
n=0

Hn∗(u)

(1 + ρ)n
.
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By Lemma 4.24 we conclude

E(u) ∼ ρ

1 + ρ

∞∑
n=0

n

(1 + ρ)n
H(u)

=
1

ρ
H(u)

as u→∞.

In contrast with the light tail case, using the previous theorem, we

easily obtain the behavior as u→∞ of E(u) if F is regularly varying at

infinity.
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Resumen

En este art́ıculo describimos los conceptos básicos relacionados a seguros

que no sean de vida y luego explicamos procesos de riesgo. En particu-

lar, tratamos al detalle el comportamiento asintótico de la probabilidad

de que un producto sea declarado en ruina. Como es suponible, el com-

portamiento en el horizonte depende de la cola de la distribución de las

primas.

Palabras clave: Procesos estocásticos, matemáticas actuariales, seguros no

de vida, probabilidad de ruina, aproximación de Cramér-Lundberg.
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