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Involuciones, trivoluciones y foliaciones
Galois

A. Beltrdn', M. Falla? y D. Marin?

Febrero, 2014

Resumen

En el presente trabajo introducimos la nocién de foliaciones Galois so-
bre ]P’(QC7 definidas como aquellas cuya aplicacion de Gauss restringida a
un abierto Zariski es un recubrimiento Galois. Asimismo, presentamos
algunos ejemplos y un criterio para identificar este tipo de foliaciones.

MSC(2010): 53A60.

Palabras Clave: Foliaciones, webs.
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A. Beltrdan, M. Falla y D. Marin

1. Involuciones

Una transformacion racional en el plano proyectivo complejo es una
aplicacion de la forma

f: Pz - P2
[z,y,2]) +—— [A1(z,y, 2), Aa(z,y, 2), As(z,y, 2)],

donde A;, 7 = 1,2, 3, son polinomios homogéneos del mismo grado sin fac-
tor comtin. Una transformacién birracional f : P% --» P% es una trans-
formacién racional que admite una inversa racional g: fog=go f = 1d.
Denotamos por Bir(P%) al grupo de transformaciones birracionales del
plano, llamado grupo de Cremona. Sea f = [A;, A, As] una trans-
formacién birracional. Definimos el grado de f como el grado comun
de los A;, esto es, deg f = deg A;. Asimismo, el conjunto de inde-
terminacién Ind(f) y el conjunto excepcional Exc(f) son definidos
respectivamente por

Ind(f) = {p € P : Ai(p) = A2(p) = As(p) = 0},
Exc(f) = {p € P : det Jac(f(p)) = 0}.

Ejemplo 1.1. El automorfismo f : P% --» PZ dado por
flz,y, 2] = [a117 + a12y + 132, @217 + a2y + 232, a317 + azzy + azzz],

con det(a;;) # 0, es una transformacién birracional de grado 1. Para ésta
se tiene Ind(f) = Exc(f) = 0. Estas tranformaciones birracionales son
llamadas de tipo proyectivo.

Ejemplo 1.2. La transformacién flx,y,2] = [xy, 22,92 es birracional
y cumple

Ind(f) = {[1,0,0],[0,1,0]},

Exc(f) = {y =0} U {z =0},
2 =1d.

12 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23



Foliaciones Galois

Ejemplo 1.3. La transformacién f[x,y,z] = [yz, zz,xy] es birracional
y cumple

Ind(f) = {[1707 0}7 [Oﬂ 170]3 [07 0, 1]}7
Exc(f) ={z =0} U{y =0} U{z =0},
f?=1d.

Esta transformacion es llamada de Cremona y es conjugada por una
aplicacién birracional a una de Jonquieres (ver Teorema 1.5). Notemos
. . Yy X
que f preserva las fibraciones racionales = = cyz, — = ¢y, = = Cyz, COD
x z z
Cyz, Czzy Cy, cONstantes.
Definicién 1.4. Una involucién birracional es una aplicacion birra-

cional f € Bir(P2) que satisface f? = Id.

1.1. Involuciones de Geiser

Sean p1,...p7 € ]P’(% siete puntos en ]P% en posicién general, y deno-
temos por L el sistema lineal de curvas ciibicas que pasan por los puntos
pi, en simbolos ponemos

L = {C ctibica: p; € C} = P2,

donde una cubica estd dada por polinomios homogéneos de grado 3 en
tres variables. Sea p € PZ un punto genérico. Entonces el conjunto

L,={CeL: peC}cCP?

es un lapiz de cibicas. Por el teorema de Bezout L, tiene 9 puntos
base: p,p1,...p7, Ic(p). De esta manera queda definida
Is: IP% -3 IP’(QC
p — IG (p)a
donde I(p) es el noveno punto base del lapiz L,. Una técnica estandar

muestra que Ig es una involucién birracional, llamada involucién de
Geiser (cf. [4]).

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23 13



A. Beltrdan, M. Falla y D. Marin

Existen otras construcciones geométricas que dan lugar a nuevas
involuciones birracionales, por ejemplo las llamadas de Bertini y de Jon-
quiéres, que no discutiremos en este trabajo. Para mayores detalles refe-
rimos al lector a [4, 1].

Teorema 1.5 ([1]). Una involucién birracional de P% es conjugada a
una de las siguientes involuciones: proyectiva, de Jonquiéres, de Bertini,

de Geiser. O

2. Foliaciones de grado 2

Sea F una foliacién holomorfa sobre P% de grado d, con conjunto
singular ¥, y sea £ una recta genérica. El grado de F es por definicién
el nimero de puntos de tangencia entre F y ¢, contando multiplicidades.
Consideremos una foliacién F de grado 2 en }P’(%, ypeE IP%, un punto
genérico. Por definicion F y T, F tienen dos puntos de contacto, uno
de ellos es p y al otro lo denotaremos por Ix(p). Para precisar esta
definicién supongamos que F es definida por un campo de la forma
X(z,y) = Az, y)% + B(z, y)a% en la carta afin (z,y) de P%. Entonces
g = Ir(p) es el punto p + t(A, B), donde ¢ es el tinico pardmetro no
nulo donde X (p) es colineal con X (p + t(A, B)). Es claro que Ir es una
involucién birracional, llamada involucién asociada a F (cf. [4]).

Teorema 2.1 (Cerveau-Deserti [4]). Sean pi,...,pr puntos de PZ en
posicion general. Sea F una foliacion de grado 2 sobre IP’(% cuyo conjunto
singular Xx estd formado por los 7 puntos dados. Entonces [r = Ig.
En particular, la involucion asociada a una foliacion genérica de grado
2 es una involucion de Geiser. O

Tradicionalmente las involuciones de Geiser son definidas a partir de
lapices de cubicas. Sin embargo, es un problema de interés la construccién
explicita de tales involuciones. Es de ahi de donde salta la importancia
del teorema anterior.

14 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23
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Ejemplo 2.2. Sea F la foliacién dada por el campo X = (2% —y?)Z +
(22y — 1)8%, en coordenadas afines. Teniendo en mente la construc-

ci6n anterior deducimos que la involucién asociada a F es Ir[z,y,z] =
[Al, A27 A3]7 donde

A = xy7 + 325y 2 — 2% — 5Pyt 4+ 2320 + Pyt — 227,

Ay = 3ay®2% + 22523 — 2Ty — 5%yt + atyPe +y” — o8,

As = ayt23 — 5aty2? — oy 2 4 2239 + 32%y2® — 2B+ 272
Ademis, el conjunto de indeterminacion estd dado por

Ind(I7) = {[¢/,6%.1]: 7=0,...,6, donde £" =1} = Bz,

Estos puntos se encuentran en posicion general, y por lo tanto estamos
ante una involucion de Geiser.

3. Foliaciones Galois de grado d > 3

Sea F una foliacién de grado 3. Esto significa que una recta genéri-
ca es tangente a F en tres puntos. Ahora el juego trata de averiguar si
es posible construir una transformacién birracional que permute dichos
puntos. La respuesta suele ser negativa puesto que una transformacién
que intercambie estos puntos sera genéricamente multivaluada. Sin em-
bargo, Cerveau y Deserti en [4] proporcionan un criterio para asegurar
cudndo dicha transformacién es birracional, y en [3] este criterio se gene-
raliza para foliaciones sobre P2 de grado d.

Definicién 3.1. Una aplicacién 7 € Bir(P2) es llamada trivolucién si
satisface 72 = Id.

Es claro que de existir una aplicacién birracional 7 que intercambia
ciclicamente las tangencias de una foliacién de grado 3, esta aplicacién
serd una trivolucién.

La aplicaciéon de Gauss asociada a F es la aplicacién racional

Gr: ]P’(% --» IP%
p +— T,F,

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23 15



A. Beltrdan, M. Falla y D. Marin

Figura 1: Trivolucién asociada a una foliacion

donde T, F denota la recta tangente a F en un punto regular p de F.
Si la foliacién F es dada por la forma w = P(z,y, 2)dz+Q(z,y, z)dy+
R(z,y, z)dz, entonces la aplicacién de Gauss queda materializada por

Gr(p) = [P(p), Q(p), R(p)].

Notemos que la propiedad de 7 de intercambiar las tangencias equivale
a que se cumpla Gr o7 = Gr.

Sea p : X — B un recubrimiento de grado d entre espacios conexos.
Fijamos un punto b € B y su fibra F = p=1(b) = {p1,...,pa}. También,
consideremos el grupo D = {7: X — X : po 1 = p} de automorfismos
de recubrimiento, que actia a la izquierda sobre F'. La representacion
de monodromia p : m(B,z) — Aut(F) actda a la derecha sobre F, y
a su imagen la denotaremos por M. Se cumple que D actia libremente
sobre F', mientras M lo hace transitivamente sobre F'. Un simple conteo
conduce a |D| < dy |M| > d. Al identificar F ~ {1,...d}, podemos
considerar D y M como subgrupos del grupo simétrico Sy. El siguiente
resultado conocido brinda una relacién especial entre los grupos D y M;
ver por ejemplo [6] y [8].

Teorema 3.2. Si p : X — B es un recubrimiento de grado d, las
siguientes afirmaciones

16 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23
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* pu(m(X,x)) = ker p;

e p.(m(X,x)) es un subgrupo normal de m1(B,b);

e D actia transitivamente sobre la fibra F;

e |D| =d;

e M actia libremente sobre F;

o |M|=d;

e D=NM

son equivalentes. O

Definiciéon 3.3. Decimos que p es Galois si se cumple cualquiera de
las afirmaciones enumeradas en el teorema 3.2.

Definicién 3.4. Un k—web VW de codimensién uno sobre una varie-
dad compleja S estd dado por una cobertura abierta {U;} junto con
k—formas simétricas w; € Sym%(U;) que verifican las siguientes condi-
ciones:

i) para cada interseccién no vacia U; N U; existe una funcién no nula
gij € O*(U; NU;) tal que w; = giwy;

i1) el conjunto de ceros Sing(w;) de w; tiene codimensién al menos dos;

iii) el germen de w; en cada punto genérico de U; es un producto de
k—gérmenes de 1—formas integrables que no son colineales dos a
dos.

El subconjunto de S donde la condicién (7i7) falla es llamado discri-
minante del web y se denota por A(W). El conjunto singular Xy de
W es definido por ¥yyNU; = Sing(w;) y se encuentra contenido en A(W).
Existe una representacién de monodromia p : m (S\A(W)) — &, de
W que determina los subwebs irreducibles de W y cuya trivialidad es
equivalente a la descomponibilidad del web W (ver también definicién
3.11).

Sea F una foliacién sobre P% y Gr : P2 --» ]P’(% la aplicacién de
Gauss asociada, representada por el morfismo Gry : U — IF’?C definido
sobre un subconjunto abierto maximal denso Zariski de PZ. Si W es un

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23 17
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k—web sobre ]P% dado por el par de colecciones {V;,n;} que verifican la
definicién 3.4, entonces podemos definir un web G%(W) sobre P2 por
la coleccién {U; = Q;-l(l/;-),(,ui}7 donde w; = g;_-7U172—. El web GEW es
llamado pull-back o imagen inversa de W por Gr.

El grado de un k—web W sobre P% estd dado por la suma de la
cantidad de puntos de tangencia que tiene una recta genérica no invarian-
te con las foliaciones que componen el web.

Denotamos por W(k, d) al conjunto de k—webs de grado d sobre IP’?C
Definimos la aplicacion

Leg : W(k,d) — W(d, k),

llamada transformado de Legendre o web dual de W, de la siguien-
te manera. Sea W € W(k,d) fijoy ¢ € ]P’%, visto como una recta en P%. Si
£ es genérica entonces se tienen d puntos de tangencia distintos py, ..., pq
con las hojas de W. Por supuesto, podemos pensar estos puntos como
rectas sobre IP% que pasan por £. Variando el punto ¢ obtenemos d di-
recciones diferentes sobre ]P’(% que definen un d—web Leg W. De manera
rutinaria se verifica que el grado de Leg W es k. Las hojas de Leg W son
las curvas duales de las hojas de W puesto que ellas son tangentes a las
direcciones que definen Leg W. En particular, si F es una foliacién de
grado d sobre ]P’?C, entonces Leg F es un d—web de grado 1.

Con la notacion Ar = Gr(Zr) C ]R%, Ar = g;-l(g]:(l']:)) y Gy =
gr tenemos el siguiente resultado.

P2\A =
Teorema 3.5. Sea F una foliacion de grado d sobre IP%. Entonces la res-
triccion de la aplicacion de Gauss a PZ\Ax, pongamos Qé‘_— (P2\AF —
P(QC\AJ:, es un recubrimiento de grado d. Mds aun, el grupo de aplica-
ciones de recubrimiento Dg, es obtenido por restriccion a PZ\Azx del
grupo Dy = {1 € Bir(P%) : GroT = Gr}. Ademds, si Wr = Leg F es
el transformado de Legendre de F, con discriminante Ax, entonces la
monodromia de g} estd dada por la composicion

1 (P2\Az) — m (P2\Ax) —= &4,

18 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23
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donde el primera aplicacion es inducida por la inclusion natural.
Prueba. Ver [3, Teorema 3.11]. O

Definicién 3.6. Decimos que una foliacién F sobre IP’(QC es Galois si la
restriccién gé\_- de la aplicacion de Gauss es Galois.

El criterio descrito en [4] para determinar cudndo una foliacién es
Galois puede reformularse de la siguiente manera.

Proposicién 3.7. Una foliacion sobre P? definida por el campo vectorial
polinomial A% + Ba% es Galois si y solo si el polinomio

P(z,y,t) = det ( Alz,y) Az +tA(z,y), y +tB(z,y))

B(z,y) B(z+tA(x,y), y+tB(x,y)) ) € Clz,y,1]

se descompone totalmente sobre el cuerpo C(x,y). En tal caso, cada una
de sus raices t = t(z,y) € Clx,y,t] determina una transformacion de
recubrimiento birracional

T (2,y) = (2 +tA(z,y), y +tB(2,y))
de gg. |:|
Ejemplo 3.8. Toda foliacién F de grado 2 sobre PZ es Galois.

Ejemplo 3.9. Sean «, (3,7, € C tales que ad — By # 0, y u,v €
C[x, y] polinomios linealmente independientes de grado menor o igual a
1. Entonces la foliacién F de grado d definida por

0 0
o d d d d
YV = (au® + Bu )—ax + (yu® + dv )—ay

es Galois y tiene grupo de monodromia ciclico. En efecto, la pendien-

te del campo vectorial Y tiene la forma p(z,y) = h(f(x,y))¢, donde
u(z,y vz + 6

fa,y) = (z,9) y h(z) =

v(z,y) + B
del polinomio

€ PSL5(C). De este modo las raices

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23 19
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P(z,y,t) = det(X (2,y), X (z + 1,y + tp(x, y))) (1)

son las soluciones de la ecuacion ho fé(x +t,y+tp(x,y)) = ho fi(z,y),
pues teniendo en cuenta la propiedad h € PSLy(C), de la dltima relacién

se obtiene p
<f(x tty+ tp(%y))) _q
flz,y) '

Si escribimos € = e"a | las raices de (1) son las soluciones t = t(x,y) de
las d ecuaciones lineales en la variable ¢ dadas por

f(x+t7y+tp(x’y)):é.kf(x7y)7 parak:l""’d'

Cada solucién ¢ = ti(z,y) determina una aplicacién de recubrimiento

Tk - (x’y) — (x +tk($5y)7y+tk<x’y)p(‘r’y))

que verifica f o p(x,y) = &¥f(x,y). Luego, con la notacién 7, o 7y =
Tm(k,¢), S€ tiene

¢ = fomom(z,y) = foTmmy =m0 f(z,y),

es decir, m(k, ) = (k+¢) mdéd d. De esta manera concluimos la igualdad
Dy ={m,...,7q4} = (11). Esto implica las relaciones Mr ~ Dr = Zg,
pues |Dg| = d.

Proposicién 3.10. Sea F una foliacion de grado d sobre PZ. Entonces
el web GxLeg F contiene a la foliacion 7*F, para cada 7 € D.

Prueba. Sea 7 € D arbitrario y L una hoja de la foliacién F. Entonces
771(L) es una hoja de 7* F. Del teorema 3.5 se sigue que Gz(77(L)) =
G7(L) es una hoja de (Gr).(F) = Leg F, y por tanto 771(L) resulta
una hoja de GxLeg F. (]

Definicion 3.11. Un k—web W sobre una superficie S es llamado to-
talmente descomponible si sobre S el web W es la superposicién de
k—foliaciones globales. En tal caso, lo denotamos por

W =6 K..KG,

20 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23
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donde G; es una foliacién sobre S.
Ahora pasemos a enunciar y probar nuestro resultado central.

Teorema 3.12. Una foliacion F de grado d es Galois si y solo si
G3Leg F es completamente descomponible.

Prueba. De la proposicién 3.10 se sigue que M cp,.7*F es un subweb de
GrLegF, en particular se tiene |[Dz| < d. Y como F es Galois, el teorema
3.5 implica |Dx| = d, y por lo tanto el web G3Leg F es completamente
descomponible.

Reciprocamente, del teorema 3.2 se desprende que gjé es Galois si y
solo si se cumple (G4).(m1(P2\Ax)) C ker ux, donde px es la represen-
tacién de monodromfa de G%. Asimismo, del teorema 3.5 se sigue que el
diagrama

G2« Lo
771(]}]%\1\]:) i> 71'1([@%\/\]:) L Gd 5

z*l J{i* kld
(G%)+

T (P2\AF) —2% m (B2\AF) L= 6,

es conmutativo, donde Q% denota la restriccion de Gr a P%\A;, e
1 P2\Az — P2\Ax, i : P2\Ax < P2\Az son las inclusiones natu-
rales. Por otro lado, por un teorema tipo Lefschetz [5], el morfismo i,
es sobreyectivo. De la conmutatividad del diagrama anterior se sigue
Im(GY). C i;*(Im(G2)4), v del hecho de que GxLeg F sea comple-
tamente descomponible resulta iy (Im(G2).) C i; !(ker(jiz)). Las dos
tiltimas propiedades permiten concluir la inclusién Im(G%), C ker(uz).

O
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Abstract

In this work we introduce the notion of Galois foliations on P%, defi-
ned as those folations whose Gauss applications restricted to a Zariski
open subset is a Galois covering. We also present some examples and a
criterium for identifying such foliations.
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The Groebner basis of a polynomial system related to the Jacobian conjecture

1. Introduction

In this paper K is a characteristic zero field and Kly]((z~!)) is the
algebra of Laurent series in =1 with coefficients in K[y]. In a recent
article the following theorem was proved [3, Theorem 1.9].

Theorem 1.1. The Jacobian conjecture in dimension two is false if and
only if there exist

- P,Q € K[z,y] and C, F € K[y|((z™1)),

- n,m € N such that ntm and m{n,

-y, €K (1=0,...,m+n—2) withyy =1,
such that

- C has the form

C=x+C_ 1z ' +C oz ?+-- with each C_; € K[y,

- gr(C) =1 and gr(F) = 2 — n, where gr is the total degree,
- Fy = 27"y, where F is the term of maximal degree in x of F,
- C*=Pand Q=" y,0m 4 F.

Furthermore, under these conditions (P, Q) is a counterexample to the
Jacobian conjecture. O

Motivated by this result, the authors consider the following slightly
more general situation. Let D be a K-algebra (in Theorem 1.1 we
take D = KJy|), n,m positive integers such that n { m and n  m,
(Vi)o<i<n+m—2 a family of elements in K with vy =1, and Fy_,, € D (in
Theorem 1.1 we take Fy_, = y). A Laurent series in 21 of the form

C=z+4C_ 127 ' +C sz 24 with C_; € D,
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is a solution of the system S(n,m, (v;), F1_,,) if there are P,Q € D|[z]
and F € D[[z~']], such that

F=F_ 2" "+ F 2"+ F 1 o 7" 4 ...

m+n—2 .
P=C", and Q= Y yC"'4F.
1=0

For example, if n = 2, then
P(x) =C%*= x®>+2C_ +2C 5 x ' +(C?, +2C_3) x 2
+(2C_1C_5 +2C_4) x 3+ (C%, +20_1C_3+2C_5) x*
+ (20_20_3 +20_1C_4 + 20—6) x + ...,

and the condition C? € K|[z] translates into the following conditions on
C_g:

(%)
(C%)
(C%)
(c?)
(C%)_5 =20 _5C_3+2C_,C_4+2C_g,
(C%)
(C%)
(%)

o o o o o o o o
I

In general, the condition P(z) = C™ € KJz| yields (C™)_, = 0,
whereas Q(z) = Y7/ 21,01 + F € Kl[z] handles us equations
(2;’;*0”‘2 ;O 4 F) =0, with FLy =0 fork=1,...,n—2.

It is easy to see (e.g. [3, Remark 1.13]) that the first m +n — 2

coefficients determine the others, i.e., the coefficients C_1,...,C_,_ 42
determine univocally the coefficients C_j for k > m + n — 2. Moreover,

26 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 24-40



The Groebner basis of a polynomial system related to the Jacobian conjecture

the F_j, for k > n—1 depend only on F;_,, and C. Consequently, having
a solution C to the system S(n,m, (v;), F1_,) is the same as having a

solution (C_1,...,C__pny2) to the system
E, = (C")_r=0, fork=1,...,m—1,
m+n—2 )
En_14x = < Z I/Z-Cmﬂ) =0, fork=1,...,n—2,
=0 —k

m+n—2
Enyn—2 = <Z Vicm_i> + Fin =0, (1.1)
1—n

=0

with m +n — 2 equations Fr = 0 and m 4+ n — 2 unknowns C_y.

In order to understand the solution set of this system, it would
be very helpful to find a Groebner basis for the ideal generated by the
polynomials Ey in D[C_1,...,Cptn—2]. In this paper we compute such
a Groebner basis of (1.1) in a very particular case: we assume n = 2,
m = 2r + 1 for some integer r > 0, and v; = 0 for ¢ > 0. Moreover, we
consider D = Cly] and Fy_,, = y, as in Theorem 1.1.

2. Computation of a Groebner basis for I,

Assume n =2, m = 2r + 1 for some integer r > 0, and v; = 0 for 7 > 0.
Set also D = C[y] and Fy_,, = y.

Then the system (1.1) reads

(C?)_,, i=1,...,2r
E = 2.1
' { (C*) i +y, i=2r+1, 1)

where (C?)_; denotes the coefficient of =% in the Laurent series C2.
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Explicitly, the polynomials E; are given by

B = 20,
Ey = 203+ (C_1)?,
By = 20_4+20_5C_1, (2.2)
E, = 20 _5+20_3C_; + (C_s)?%,
By = 20_6+4+20_2C_3+20_4C_4,
FEs = 20_742C_5C_1+2C_4C_5+ (C_3)?%
Eory = 2C_2, +2C_9C_0p43+20_4C_opy5 + -+ +2C_2,14C_3 +
2C 97420 4,
By = 2C_ 9, 1+2C 9,41C_1 +2C_3,12C o+ ---+C?%,,
Eyi1 = (C*"H_1+y.

Each E; is a polynomial in the ring C[C_1,C_5,...,C_2._1,y], and
the 2r 4+ 1 polynomials generate the ideal

I= <E17 ©. '7E27‘7E2’r‘+1>°

Our goal is to find a Groebner basis for this I. However, in this
section we will only compute a Groebner basis (E1, Es, ..., Eap_1, Fa;)
for the ideal Iy, = (E1, Fa, ..., Far_1, Eay).

Note that for i = 1...,2r we have

i—1
E;=2C_i 1+ Y C_;Chs. (2.3)
k=1

We replace the odd numbered polynomials E1, Es, E5, E7, ..., Eon_1

28 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 24-40
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by new polynomials El, Eg, E-;, E’7, ey EQ,._l defined by

B, = Co= §E1,

_ 1 _

Ey = C_4= §E3 - E1C_y,

_ 1 _ _

Es = (C_g= §E5 — FE1C_3— FE3C_4, (24)

_ 1 _ _ ~

E; = Cyg= §E7 — E1C_5—E3C_3— E5C_y,

_ 1 - _ _ -

Ey = C_yp= §E9 — EC_7 — E3C_s — EsC_5 — E;C_4,
- 1 =l
E2r71 - 0727" = §E2r71 - Z E2i710—2(r—i)+1~

i=1

Remark 2.1. We have
(E1,Es3,...,Ea 1) = (E1, B3, ..., Ea ).
In fact, if we define fgdd = (E‘l, Eg, e E‘g;@,ﬁ, then (2.4) clearly implies
Baig1 — 2B € 104, (2.5)
and so we get (F1, Fs,..., Fa11) C (Eh Es, ..., E22+1>~f0r i=0,1,...,
r — 1. Using induction one sees that we also have (Ey, Fs, ..., Fa,—1) C

<E1, Eg, ey Egr_1>7 as desired.

The next proposition deals with Es, F4, Fg, . .., Eo,, the first r even
numbered polynomials.

Proposition 2.2. For all j € N there exists A; such that for Egj =
C_gj_1+ )\jCJ:[l we have

A 1 _ S - _
C_oj_1+ )\jcjfll - §E2j € lyj_1 =(E1, By, ..., Eyj_o,F;_1). (2.6)
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Moreover, if we set \g = —1, then for j >0, A; is given by

1 (i
Aj = 5 (kz—o >\k)‘jk1> . (2.7)

Proof. We proceed by induction on j. For j = 0 we set EO = 0. Then
we have

EO € _’fzjfl for all 7 >1, and EO =C_1+ )\chl~ (28)
1
For j =1, with \; = 3 calculated by (2.7), we have

1 1 ~
073 + 5031 — §E2 = 0 S <.E‘1>7

as desired.
From (2.3) we have

2j—1
Eyj = 20 951 + Z C_kCr—z;
k=1
j—1 -1
= 209 1+ Cook1Caks1-25 + Y CoxCok_2;,
k=0 k=1

which clearly implies ch;ll C_okCok—2j € fgj_l. Therefore we get

i1

1 1 (% -

C_gj_1— §E2j €3 < E 02k102k+12j> + Ioj_1. (2.9)
k=0

By the induction hypothesis and (2.8), for 0 < k < j — 1, there exist A
and \j_p—1 such that

Coop1 = —MC*1 4 Eyy,  and Copy1-25 = _/\j—k—lci_lk+E2(j—lc—l);
and hence

L~
Cook—1C9%+1-25 € MeAj_p—1CT T + Inj_y.
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From (2.9) we obtain
1 1 (&
C_gj-1— §E2j €-3 (Z >\k/\j—k—1> CTH 4 Iy,
k=0

from which Relation (2.6) follows with \; = % (ch;é )\k)\j,k,l), as
claimed. ]

Corollary 2.3. We have
(Er,Ea, ..., Eo) = (E1,Es, ..., Ea).

Proof. In fact, if we define I, = (El, E,,... , Ek>, then (2.5) and Propo-
sition 2.2 imply

Eys1 — 2Ep € I,
and so we get (Eq, Ea, ..., Er41) C (El,Eg, R Ek+1> for all k. Since we

have (E;) = (E), using induction one also obtains (Ey, Es, ..., Ey) C
(E1, Es, ..., EyL), as claimed. O

The bottom line of this corollary is that we can replace the sys-
tem (2.2) with the following set of equations.

El = 072 = Oa
By = C_4=0,
EQr—l = C_g = 07

(2.10)
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Ey, = C.3+M0% =0,

Ey, = C_5+XC% =0,

Ey = C g1+ 20" =0,
By = (CTH_i+y=0.

Proposition 2.4. If we fiz the lex order with C_o,._1 > C_9. > -+ >

C_3>C_5>C_1 >y, then Go,. = (El’E27 ey Eor_1, Es.) is a Groeb-
ner basis of the ideal

T2T = <E17E2a e ;E2r717E2r>

Proof. We first compute the S-polynomials of Gg,., and prove that they
TGQT
satisfy S(E;, E;)  =0for1<4,j <2r.
Consider first the S-polynomial of an even-numbered polynomial

and an odd-numbered polynomial, say Fos_1 and EQt, with 1 < s,t <r.
We have then

S(E28—17E2t) = C_9;1C_ 95— C_95(C_9i—1 +NC"1)
= _)\tct_—iilc—Qs
= *)\tct;‘ilibs—la

ﬁGQT
and so S(Eos—_1, Foy) =0,foralll <s,t<r.
In case both 4, are odd, we take Fogs_1, Fo;_1, with 1 < s;t < r.
Then we have

S(Eze_1,Ep—1) = C_9C _gs—C_9,C 5 =0,

%GZT‘
and trivially we get S(Fos_1,Foi—1) =0, forall 1 <s,t <r.
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In the last case, when i, j are even, consider Egs, Egt, with 1 < s,t <
r. Then we have

S(Ezs, EZt) = C 91 1(Cge 1 + A C) = C g 1(C g1 + MCHY)
= ANCSHO g — MO C gy,

Now we divide S(EQS, Egt) by Ga,.. If C_9;_1 > C'_g4_1, then the leading
term is

lt(S(EQS, E2t)) = )\scitlcfmffh
and the first division step yields
S(Ezs, EQt) = )\sCilﬁm + Ry,

with Ry = —)\s)\thJ[tH — )\tCtle,gs,l. By continuing the division
algorithm we obtain

Ry = —\C 1 Ey, 40,
ﬁGQT
and hence S(Fag, Foy) = 0 in this case. The case C_os_1 > C_9;_1
ﬁc ke
is similar, so we get S(Fa;, Eas) T 0forl1<s,t<r. O

From Corollary 2.3 and Proposition 2.4 we are able conclude that
(El, Eg, ey E27'—17 Eg,«) is a Groebner basis for <E’17 Eg, ey E27'—17 E2r>-

3. A recursive formula for the Catalan num-
bers and a Groebner basis for the ideal

In this last section we will determine a Groebner basis for the ideal T
given by the complete system (2.1). In order to achieve this we need

to establish additional properties of the A;’s which are closely related to
the ubiquitous Catalan numbers.
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Lemma 3.1. For all j > 0 the equality
cj = (=1)71127),; (3.1)
: L (2
holds, where c; are the Catalan numbers given by c; = m T ).
Proof. The Catalan numbers are uniquely determined (see e.g. [4, p.117
(5.6)]) by ¢o = 1 and the recursive relation

r—1
Cpr = E CiCr—1—j-
J=0

Set dj = (—1)7712/\;. Then dy = 1, since A\g = —1, and so equality (2.7)
gives us

d; =(~1)7+129),
=(—1)7*127 2 (Z)\MJ k— 1)

_Z k+12k )(( 1)] k23 1— k)\] e 1)

:dedj—l—k7
k=0

and hence d; = c; for all j, as desired. O

Now we prove a recursive formula for the Catalan numbers.

Proposition 3.2. The Catalan numbers satisfy the following formula

(2r + 1)~ = i(—l)j (r> 2% (3.2)

i=0 J

Consequently, A\, satisfies

@r+ 1= =Y ( " ) 27 (= );). (3.3)

=0 Y

34 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 24-40



The Groebner basis of a polynomial system related to the Jacobian conjecture

Proof. Replacing ¢; in (3.2), and using (3.1) yields (3.3). Hence, it
suffices to prove only (3.2). For that, we replace ¢; by ]%(2]]) on the
righthand side of (3.2) and use the equalities

() GE() () ()

Then we have

s (D - S (D) 55 0)

- o (1)

(
Cr
= (2r+1) 52
1 1
The second equality follows from —— (T) = (r + 1) and
j+1\y (r+1) \j+1
the fourth from (a + 6) = Z (a) ( 2 ,), relations valid for all
r S\ \r—j
a, 3 € C. The last equality is known as the Chu—Vandermonde identity
or Vandermonde convolution [1, p. 44, 13¢/]. O

Proposition 3.3. Let Is, = (Ey, Es, ..., Es.). Then we have

(C2r+1)71 S MTC:J{I + I2r7

for _ 2r+1 (2r
Mr_(r—!—l)?“ r)’
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Proof. By definition we have

2r
(C* )1 =[(C*)Clr = Y [(CH);C,
j=—2
since C_;_1 =0 for j < —2 and [(C?)"]; =0 for j > 2r.
But we also have [(C?)"]; = Dbty (C?)iy ... (C?);,.. We claim
that if 4 +---+4, = j, then i, > —2rfor k =1,...,7. Infact, as 7; < 2,
then so we have

i e i e i < 2(r — 1),

and j =ig + (i1 + -+ ig—1 + g1+ +4p) < 2(r — 1) + i as well.
Therefore we get i, > j — 2r +2 > —2r, since j > —2.

By definition we have E; = (C?)_; for i = 1,...,2r. Consequently
we obtain

(C?);, ... (C?);, € I, if some i, is negative.
It follows that
[(CQ)T]]’ € Z (02)1'1 e (02)“ 4 Iy, = [(12 +2C_1)"); + Iy
i1 die=j

holds, since C? = 22 +2C_1+(C?)_127 1+ (C?) a2 24+(C?) 3z ™3 +. ...
But we also have

and so

2 mo_ f ()RCy)R i =2k
(@ +2C) ]J_{ 0, if j = 2k + 1.

We arrive at

r

(02T+1)_1 S Z <]:> (20_1)7”7160_2]6_1 + I,

k=0
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Note that by Proposition 2.2 we have
C_op1 = Egp, — MO € -\ ORI 4 T,

so we obtain

I - r r— k+1
@) e 3 () ey MM + o
k=0

- (Z (;) 2Tk(—>\k)> (C_1)" + Iy,

k=0
and the formula for yu, follows now from (3.1) and (3.3). O

Corollary 3.4. For E2r+1 = - (C_1)" +y we have
(Er,Ea, ..., Eop_1,Eop, Egpyq) = <E1,EQ7 ooy By 1, Eap, Eopy1).

Proof. By Proposition 3.3 we have E2r+1*EQT-+1 = (CQ’"“)_lfurCi"{l €
I5,.. The result follows now from Corollary 2.3. O]

Now we can state our main result.

Theorem 3.5. If we fix the lex order with C_op.—1 > C_g,. > -+ >
0_3 > C_o > C_1 > Y, then G2r+1 = (El,EQ,...,E27~,E27~+1) 5 a
Groebner basis for the ideal

I= <E17 E27 cee 7E2r717 E2r7 E2r+1>'

Proof. By Corollary 3.4 it suffices to prove that the division of the S-
polynomials S(Ei,Ej) by Garq1 is zero. If 4,7 < 2r, then the division
algorithm yields the same quotients and remainders as in Proposition 2.4,
since the remainders become zero before one has to divide by EQTJ,_l.
Note that lt(Eer) = p(C_1)"1 since p, # 0. It remains to divide
the S-polynomials S (Ei,EQTJrl) by Gary1. We first consider the case
1=2t—1for somet=1,...,r. We get

- - C_pCm 11 C_puC™Y!
S(Es—1, Eay = — L (C_g) — ——(pu,C" 4+
(E2t—1, Bar1) C o (Co2) [ O (1 CT7" +y)
1
- _7y072t>
Hor
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for all t = 1,...,r. The first division step yields S(Egt_l,E2r+1) =

~ ——FGo,
—;%?JE%—M hence we obtain S(Ea¢—1, Fayrt1) R 0, for all t =
1,...,r.
Now for the S-polynomials of Eo and EQT_H, forsomet=1,...,r,
we have
~ = C_gi1CT1H
S(EQt, E2r+1) = 071(0—%71 + >\tctjil) -
—2t—1
O—zt—lc@l_l -
1 ol (Nrch{l +v)
r&

, 1
)\tC:{HQ - ;Cf2t71y~

T

with leading term

- 1
It(S(Eat, Bary1)) = ——C_2t1y.

T

We divide S (Egt, EQT_H) by G411, and the first division step gives us
-~ 1 -
S(Eat, Earq1) = *;yE% + Ry

with Ri = A\ CT{? + 2eyCT4 L Finally we take note of the equality

/\t t+1 ~ . . #G2r+l
R, = IC’A E5-11, in order to obtain S(FEat, Fari1) = 0, for all

t=1,...,r. This concludes the proof. O

In brief, we give the Groebner basis Gg,41 = (El, Eg, e ,EQ,«, EQT+1)
of I explicitly as
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El = 0—27
By = CO_y,
By = Cop,
E, = C_s+MC?,
Ey = C_5+XC%,
EQT' = 0—27‘—1 + )\rciﬁl_la
Eysr = po(Cor) 4y

with
241 (2 (=1 )
SN CESPT (7“) and A= (J+1)27 (j '
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Resumen

A las aplicaciones polinomiales con el determinante de su matriz jaco-
biana igual a 1 se las llama aplicaciones de Keller. Segin la conjetura
jacobiana de Keller, cada aplicacién de Keller es inyectiva. Tal con-
jetura es verdadera para las aplicaciones polinomiales de grado menor
o igual a dos. En el presente trabajo también se muestra que el caso
general se reduce a estudiar la inyectividad de aplicaciones de la forma
z +— z+ H(z), donde las componentes no nulas de H son polinomios ho-
mogeneos de grado tres y cada matriz Jacobiana DH (z) es nilpotente.
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1. Introduccién

Este articulo pretende divulgar algunos resultados clasicos
relacionados con la inyectividad global de los difeomorfismos locales [18,
20, 5, 3, 15, 16, 9, 19, 4]. Sélo describimos los difeomorfismos locales
inducidos por aplicaciones polinomiales con coeficientes complejos; en
particular, aquellos que son obtenidos por las aplicaciones de Keller.
Esto significa que la aplicacién es polinomial y el determinante de cada
matriz jacobiana es igual a uno [12]. Un ejemplo inicial de este tipo
de aplicaciones es originado por una polinomial inyectiva que preserva el
area; esto porque su inversa también es polinomial, y serd Keller por una
aplicacién directa de la regla de la cadena (ver § 3.2). Reciprocamente, no
es dificil comprobar que cada aplicacién de Keller lineal es una biyeccién,
y lo mismo sucedera si tal aplicacién estuviera formada por polinomios
de grado menor o igual a dos (ver § 3.3). Sin embargo, ain no se conoce
una respuesta general a la conjetura jacobiana de Keller, segin
la cual cada aplicacién de Keller es injectiva [12, 21, 10, 2, 23] (ver
también [9, 3, 5, 17]).

Dar una solucién a tal conjetura consiste en demostrar que
cada aplicacion de Keller es inyectiva, o en su defecto encontrar
explicitamente una aplicacién de Keller no inyectiva. Para hacer
esto es necesario examinar atentamente las aplicaciones polinomiales
inyectivas. A este estudio se ha dedicado la seccién 2, donde mostramos
que las polinomiales inyectivas también son dominantes, porque son
sobreyectivas (ver § 2.4) y, consecuentemente, su inversa no sélo
es birracional sino también polinomial. Finalmente, en la secciéon 3
mostramos que por una sucesion finita de cambios de variables,
estudiar la conjetura jacobiana de Keller se reduce a trabajar con
aplicaciones polinomiales de grado menor o igual a tres. Precisamente,
en § 4.8 se demuestra que para resolver la conjetura jacobiana de Keller
bastard estudiar la inyectividad de todas la aplicaciones de la forma
z +— z 4+ H(z), donde las componentes no nulas de H son polinomios
homogéneos de grado tres y cada derivada DH(z) es nilpotente [2].
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2. Aplicaciones polinomiales e inyectividad

Describimos algunos resultados bésicos acerca de las aplicaciones
polinomiales inyectivas. Concluimos con el apartado § 2.6, mostrando
que cada polinomial inyectiva es una biyecciéon con inversa polinomial.

2.1. Sea C[X3,...,X,] = C[X] el anillo de los polinomios en n variables
con coeficientes en el cuerpo de los niimeros complejos. Cada subconjunto
ordenado (Fy,...,F,) de C[Xy,...,X,] determina con exactitud una
aplicacién del espacio vectorial C* = {z = (21,...,2n) : 21,...,2n € C}
en s{ mismo. Esta aplicacién, definida por la regla z — F(z) =
(Fi(z),...,F,(2)), se denomina aplicacién polinomial y se denota por
F=(F,...,F,). Como de costumbre, la regla z — F;(z) define una de
las funciones coordenadas de F', que se identifica con el polinomio F;.

2.2. Cada polinomial F' estd asociada a un tinico conjunto ordenado
(F1,...,F,), el cual induce el anillo C[Fy,...,F,]. Si C[Xy,...,X,] ¥y
C[Fy,. .., F,] son iguales, se dice que la aplicacién es algebraicamente
invertible. En este caso, existe algin polinomio G;(Fi,...,F,) con
Gi(Fy,...,F,) = X;; por eso G = (G1,...,G,) es una inversa a
izquierda de F. Por otro lado, si la polinomial H = (Hy,...,H,) es
una inversa a izquierda de F, cada variable X; es H;(Fi,..., Fy,) v, asi,
estd en C[Fy,..., F,]. En conclusién, algebraicamente invertible equivale
a la existencia de alguna polinomial como inversa a izquierda.

2.3. A partir de C[Xq,...,X,] se define C(Xy,...,X,), su cuerpo
de fracciones. Andlogamente, cada polinomial F = (Fy,...,Fy)
origina el cuerpo C(Fi,...,F,). Si ambos cuerpos de fracciones
son iguales, la polinomial se denomina birracional. En este caso,
gi(Fla--~7Fn)

g P 7 1
hi(Fr,.. By O @

cada X, se escribe como un cociente

91(2) gn(2)
hi(2)" 777 hp(2)

Reciprocamente, cuando F’ tiene alguna aplicacién racional como inversa
a izquierda, C(Xy,...,X,) es un subcuerpo de C(Fy, ..., F,) y por eso

aplicacion 9 : z ( ) es una inversa a izquierda de F'.
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son iguales. En el acdpite § 2.5 se verd que la aplicaciéon C[Fy,..., F,] >
o — ¢poF € C[Xy,...,X,] induce C(F,...,F,) — C(Xy,...,X,).
Por tanto, ser birracional equivale a la existencia de alguna aplicacion
racional como inversa o tzquierda.

2.4. La inyectividad de F = (Fy,...,F,) se describe via los ceros de
algunos ideales de C[X1,...,X,,Y1,...,Y,] = C[X,Y]. Ello es posible
porque F' es inyectiva si y solo si cada solucién (z,w) € C" x C"
del sistema F;(X) — F;(Y) = 0,7 = 1,...,n, también es solucién del
sistema X; —Y; = 0,7 = 1,...,n. Esto significa que los ceros del ideal
I = (F(X)—Fi(Y); - ; F(X) — Fo(Y)) pertenecen al conjunto de
ceros V(J) = {(z,w) € C" x C" : f(z,w) =0, f € J}, donde J es el
ideal generado por X; — Yy, Xo — Y5, ..., X,, — Y,,. Por el teorema de los
ceros de Hilbert [13, Nullstellensatz], la inclusién V(I) C V(J) implica
que para algin m € N se tiene (X; —Y;)™ € I, es decir existen polinomios
hik € C[X,Y] sujetos a

n
(X = Y)™ = hi (X, Y)[Fi(X) — Fi(Y)). (2.1)
k=1

Por medio de esta identidad se prueba que cada polinomial inyectiva es
sobreyectiva [1]. Como en [11, 21, 6], se procede por contradiccién y para
alguna aplicacién inyectiva (F1,..., F,) se elige un ¢ = (¢1,...,¢,) € C"
de modo que el sistema F;(X) — ¢;,i = 1,...,n, no tenga solucién en
C™; en otras palabras, la variedad V (Fy(X)—cy;- -+ ; Fn(X) —cp) resulta
vacia y por lo tanto igual a V(1). En consecuencia existiridn polinomios
h; € C[X,Y] que cumplirdn

n

1= Z hi(X,Y)[F(X) — ¢l (2.2)

=1

Con esto, se considera el conjunto {di,...,d;} formado por la
unién de {c1,...,c,} con los coeficientes de todos los polinomios
Fi(X), hi (X,Y), hy(X,Y). A partir de ahi se construye el subanillo
Z[dy,...,d;] de C, una Q—4&lgebra. Por el lema de normalizacién de
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Noether, como aparece en Nagata [14, 22] (ver apendice), existe un

ideal maximal m del anillo Z[dy,...,d;] de modo que el cociente
K = Z[dy,...,dJ/m es un cuerpo finito. Por otro lado, por
cada subconjunto ordenado (71,...,7m,) de Z[di,...,d;] se cumple
que la imagen F;(m,...,n,) también estd en Z[di,...,d:], pues los
coeficientes de F; estdn en {di,...,d:}. Por eso ¢ : (m1,...,n) —
(F1 My e sMn)s e s Fr(n, ... ,nn)) determina una polinomial en el
producto (Z[dy, ..., d:])™, y su cociente médulo m induce una aplicacién

¢o por medio del diagrama

(Z[dy, ..., d))" L (Z[d,....d])"

al Ja

K" Lo, K",
donde a(ny...,nn) = (T;...,7,), con 7, la clase de n; médulo m.
M4ds atn, para ¢y se cumplen dos propiedades. Primero, por (2.1) y
la inyectividad de F' = (F3, ..., F,) en C", la aplicacién ¢ es inyectiva.

Segundo, a partir de (2.2) y la eleccién de ¢ = (cq,...,¢p), tal ¢y no
es sobreyectiva, pues a(c) € K"\ ¢o(K™). Esta contradiccién entre
apliaciones inyectivas de conjuntos finitos muestra que F' es sobreyectiva.
Por tanto, cada aplicacion polinomial inyectiva es sobreyectiva.

2.5. Cada F' = (F},...,F,) inyectiva en C™ también es sobreyectiva.
En particular, la imagen F(C™) es densa en C", lo que significa que F
es una aplicacién dominante. En consecuencia, cuando ¢ y % estan
en C[Fy,...,F,], la condicién p o F =1 o F en C[Xy,...,X,] implica
¢ = ¢ en C[F,...,F,]. En otras palabras, el morfismo de anillos F*
definido por C[F7, ..., F,] 2 ¢ — ¢oF € C[Xq,...,X,] es inyectivo. Mds
aun, decir que F' es dominante equivale a la inyectividad de F™*, el cual
induce un monomorfismo entre los cuerpos de fracciones C(Fi,..., Fy,)
y C(Xy,...,X,), el mismo que serd sobreyectivo, pues el dominio y la
imagen de F tienen igual dimensién. En efecto, el monomorfismo F™*
induce una extensién finita de cuerpos C(Fi, ..., F,) <= C(X1,...,X,)
en el sentido que C(Xy,...,X,), es un espacio vectorial sobre
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C(Fy,...,F,) v su dimensién d(F') es finita. Esta dimensién d(F) es el
grado geométrico de F', y obviamente cuando d(F') = 1 los cuerpos de
fracciones son iguales. Més atin, d(F) describe las fibras F~!(w) = {v :
F(v) = w} de F. Es decir, existe un conjunto denso U C C™ tal que para
todo w € U el grado d(F) es igual a #(F~(w)), el mimero de elementos
de F~1(w). En conclusién, si F = (Fy,...,F,) es inyectiva, entonces
d(F) = #(F~Y(w)) = 1 y por consiguiente ambos cuerpos de fracciones,
C(X1,...,Xn) y C(Fy,..., F,), coinciden y satisfacen la definicién de
§ 2.3. Por tanto, cada polinomial inyectiva es una aplicacion birracional.

2.6. Cuando F = (Fi,...,F,) es inyectiva, admite una inversa a la
izquierda y, por § 2.4, es una biyeccién. Para demostrar que su inversa es
polinomial, se usa la sobreyectividad y § 2.5, el cual asegura la existencia
de polinomios que tienen a 1 € C como tunico divisor comun, cuyo
gi(Fla ey Fn)
hi(Fy,...,Fp)
F' es algebraicamente invertible cuando h; € C* para todo 4. Si por el

cociente satisface = X;. A partir de esto, se obtiene que

contrario, algin polinomio h; no perteneciera a C*, entonces la variedad
V(h;) = {z € C" : h;(z) = 0} serfa un subconjunto no vacio de V(g;),
porque cumplen g;(z) = w;h;(z) cuando z = F(wi,...,w,). Por el
teorema de los ceros de Hilbert [13, 22], la inclusién V(h;) C V(g;)
implica que g", para algin m € N, es multiplo de h;. Esta contradiccion
entre los divisores comunes de g; y h; muestra h; € C* (vea [6, 12]).
Por tanto, cada polinomial inyectiva es una biyeccion algebraicamente
invertible y su inversa también es polinomial.

3. Aplicaciones Keller de grado pequeno

En esta seccion probamos un caso particular de la conjetura
jacobiana de Keller. Especificamente, demostramos la inyectividad de
las aplicaciones de Keller cuyas funciones coordenadas son polinomios
de grado menor o igual a dos (ver § 3.3). Este resultado fue reportado
por Wang [23], pero la demostracién que presentamos es adoptada de [2].
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3.1. Cada aplicacién polinomial F = (Fy,...,F,) es holomorfa en

C™. Gracias a esto siempre existen las derivadas parciales gf Ly queda
J

definida la matriz jacobiana

h(z) - 38(2)
DF(z) = : :
Wafz) - Ga(z)

M4ds atin, su determinante det(DF(z)) es un polinomio con algin cero
de no ser constante, ya que C es algebraicamente cerrado. Por tanto, las
afirmaciones det(DF(z)) # 0, para todo z € C™ y existe c € C* = C\ {0}
tal que det(DF(z)) = ¢, para todo z € C™ son equivalentes.

3.2. El apartado § 2.6 hizo patente que las aplicaciones polinomiales
inyectivas son biyecciones con inversa polinomial. La regla de la cadena
demuestra que cada matriz jacobiana tiene inversa. De esta manera, las
aplicaciones polinomiales inyectivas que preservan el drea son Keller.

3.3. Cada aplicacién polinomial con polinomios de grado uno o cero
es una transformacion lineal y su matriz asociada en la base candnica
es la matriz jacobiana. Luego, cada aplicaciéon de Keller lineal es una
biyeccién. Lo mismo sucede si en la aplicacién de Keller F' = (F, ..., Fy,)
los polinomios F; son de grado menor o igual a dos, porque en este
caso la condicién F(a) = F(b) implica dos cosas. Primero, la aplicacién
G(z) = F(z + a) — F(b) satisface G(b —a) = G(0) = 0 y por eso se
escribe G = G(1) + G(2), donde cada G(;y es una aplicacién polinomial
formada por polinomios de grado j € {1,2}. Segundo, al jugar con cierta
evaluacién y derivada de t — G(t(b— a)) = tG(1)(b — a) + t*G(2) (b — a)
se obtiene

0=Gb—-a)= {G(l)(b —a)+ 2tG(2)(b — a)}
— (DF(b-a) - (b—a)},_;

—1
t=3

Como la matriz DF(3(b— a)) es invertible concluimos que, F(a) = F(b)
implica a = b. Por tanto, cada aplicacion de Keller es inyectiva, si sus
componentes son de grado menor o igual a dos (ver también [23, 15]).
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4. Reduccion del grado

El grado de una aplicacién polinomial F' = (F}, ..., F,) es el mayor
grado de las componentes F;, es decir deg(F) = maxdeg(F;), donde

deg(F;) es el grado de las componentes en el sentido usual.

4.1. Para estudiar la inyectividad de F' uno se toma la libertad de
reemplazar F' por H o F o H donde H y H son isomorfismos afines.
En particular, se puede cambiar F' por T o F' con T la traslacién
T(z) = z— F(0) y trabajar con aplicaciones que envian el cero en el cero.
Del mismo modo, si DF(0) tiene inversa, al sustituir F' por (DF(0)) " loF
se obtiene una nueva aplicacién cuyas componentes se escriben de la
forma X; 4 términos de grado al menos dos. Por lo tanto, para estudiar
la inyectividad se puede suponer que la aplicacion F satisface F(0) =0
y que su derwada DF(0) es la matriz identidad I,.

Observacién 4.2. Gracias a la libertad concedida por el acépite § 4.1,
en el estudio de la conjetura jacobiana de Keller muchos autores trabajan
con polinomiales para las cuales el determinate de su matriz jacobiana
es constante. Por otro lado, ya es conocido que la equivalencia anunciada
en § 3.1 no es verdadera para aplicaciones reales R™ +— R™. Més aun,
Pinchuck describe en [17] una polinomial real que no es inyectiva, atin
cuando el determinante de su matriz jacobiana nunca se anula.

4.3. Sean P y @ dos polinomios en C[X7,...,X,]. La inyectividad de
la aplicacién de Keller F' = (Fy, ..., F,) es equivalente a la inyectividad
de la nueva aplicacion de Keller FI? definida en C" x C? = {(z,w) : z €
C",w € C?} por laregla (2, w) — (F(2),w; — P(2),ws — Q(z)) como es
facil observar. Tal equivalencia persiste, si se considera la composicién

EioF[ = (ﬁl, e ﬁnJrg) con Fy(z,w) = (21 —wywa, 22, . . ., Zn, W1, Wa),
que también es Keller. Por esta razén, cuando la componente F} €
C[X1,...,X,] admite al producto PQ entre sus monomios de grado

d > 4, en la componente modificada Fy(z,w) = [Fi(z) — P(2)Q(2)] —
wiws + w1Q(z) + waP(z) ya no aparece PQ y los tres términos wjwa,
w1Q(z) y weP(z) son de grado a lo mucho d — 1. Es decir, para

48 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 41-56



Estabilizacion del grado

estudiar la inyectividad, aumentado inductivamente las variables de
ser necesario, sera suficiente considerar aplicaciones polinomiales cuya
primera componente tiene grado menor o igual a tres. Todo esto se puede
repetir por cada componente. Por tanto, la inyectividad de la aplicacion
de Keller F = (Fi,...,Fy,), con grado al menos 4, es equivalente a la
inyectividad de alguna aplicacion de Keller G = (G1,...,Gpim) con
m > 2 ydeg(G) <3 (ver [2]).

Observaciéon 4.4. Si algin X;.” con n; > 2 dividiera a un monomio
M = M(z,w) de la primera componente de G = (G1,...,Gnim), la
técnica de § 4.3 se podria repetir factorizando M = P de modo
que X; divida a cada uno de los polinomios, a Py a Q. FEste proceso
permite encontrar (G, ..., Gpimi2), donde Gy (z, w, @) = [G1(z,w) —
P(z,w)Q(z,w)] — 1wy + w1Q(z,w) + waP(z,w), y asi M = PQ
no aparece como un monomio y, ademds, la potencia de X; esta vez
serd n; — 1. Por lo tanto, podemos concluir que las componentes de la
aplicacion del pardgrafo anterior son lineales en cada variable.

4.5. Cuando la aplicacién F = (Fy,...,F,) de § 4.3 satisface las
condiciones de § 4.1, la aplicacién G = (G4, ..., Gn1m) envia el origen
en el origen y su matriz jacobiana DG(0) es la identidad I, . Por tanto,
para investigar la inyectividad de una aplicacion de Keller es suficiente
estudiar aquellas de la forma

Z =z + F(Q)(Z) + F(g)(z),

donde cada componente de F;) o es cero o es un polinomio homogéneo
de grado i € {2,3}. (Por la observacién 4.4, inclusive se puede conseguir
que las componentes homogéneas estén formadas por monomios que son
lineales en cada variable).

4.6. A partir de F'(z) = z + F(2)(2) + F(3)(2) se define en CP x CP =
{(2,2) : 2,2 € CP} la aplicacién polinomial FP! que a cada (z,%) le
asigna (F(z),Z2). Asi, es facil ver que F y FlPl son simulténeamente
inyectivas (resp. Keller) o no lo son. Del mismo modo se puede definir
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las aplicaciones F1(z,2) = (2 + £,2) vy Ea(2,2) = (2,2 — F(3(2)).
Por esta razén, la inyectividad de F' es equivalente a inyectividad de
G=F oFWPo E5, la misma que satisface

G(z,2) = E1oFWP (22— F(2)),

= FE; (F(z)j — F(g)(Z))7
(24 Flo)(2) + 2,2 — Fi3)(2)),
= (2,5) + (5+F(2)(Z),—F(3)(Z))

Ademas, su matriz jacobiana estd dada por

Ip + DF(Q)(Z) Ip >
7DF(3)(Z) Ip ’

DG(z,%) = (

y asf los determinantes de DG(z, %) y DF(z) son iguales. Por tanto, si
F = (Fy,...,F,) es Keller, siempre existe m > 0 tal que la inyectividad
de F es equivalente a la inyectividad de alguna aplicacion de la forma

donde z € C"*™ cada componente de fI(i) 0 es cero o es homogéneo de
grado i € {1,2,3} y cualquier matriz jacobiana de H(1y(z) + H2)(2) +
H(3)(z) es nilpotente'.

Observaciéon 4.7. En el acapite § 4.6 no es necesario considerar
aplicaciones de Keller: basta elegir una aplicacién polinomial cuya matriz
jacobiana en el cero tiene inversa y concluir que la matriz jacobiana de
Hy(2) + H(2)(2) + Hs)(z) en el origen es nilpotente.

4.8. La aplicacién z — Z + fl(l)(,%) + fl(g) (2) + ﬁ(g)(é) induce en el
producto C? x C = {(2,t) : Z € C4,t € C} la aplicacién

(2,t) = (2, t) + (P Hy (2) + tHo) (2) + Hs (2),0),

1En el anillo graduado de las matrices cuadradas de orden n + 7 se cumple que
I + a tiene inversa si y sélo si ¥ = 0 para algun N > 2 (i-e., a es nilpotente).
De hecho, la inversa serd 3, (—a)*. En efecto, cuando la inversa de I + a (con
a # 0) este bien definida, esta serd de la forma I +b;, +--- +b;, , y asi la igualdad
(I+a)( +by; +---+b;,) =1 junto a un natural argumento de induccién permite
obtener la igualdad b;,, = (—a)™ vy, asf, a™T1 = 0.

im,
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y ambas son mutuamente inyectivas (resp. Keller). En consecuencia,
cuando la aplicacién F' = (Fi,..., F,) es Keller, siempre existe m > 0
tal que la inyectividad de F' es equivalente a la inyectividad de alguna
aplicacién de la forma 2 — 24 H(2), donde 2 € C"*™, cada componente
de H es homogénea de grado tres y la matriz jacobiana de H(%) es
nilpotente. Por tanto, para dar una respuesta a la conjetura jacobiana de
Keller basta estudiar la inyectividad de todas las aplicaciones de la forma
z +— z + H(z), donde las componentes no nulas de H son polinomios
homogéneos de grado tres y cada DH(z) es nilpotente [2].

Observacion 4.9. El resultado demostrado en § 4.8 aun se puede
refinar. Por ejemplo, los autores de [7] muestran que en § 4.8 es posible
suponer que cada DH (z) no solo es nilpotente sino también simétrica.
Del mismo modo, los trabajos de Druzkowski [8] reducen el estudio de
la conjetura jacobiana de Keller a las aplicaciones de la forma

C"Bsz+(€§’,...,€i) e C”,

donde cada £; = a1 j21+as 2o+ +an j2, eslineal en z = (21,...,2,).

Apéndice
La siguiente proposicién, tomada de [21], fue utilizada en § 2.4.

Proposicién 4.10. Si A = Z[z1,...,x,] es una Z subdlgebra de una
Q—adlgebra, entonces existe un conjunto finito E C Z fuera del cual cada
primo p € Z estd en algun ideal mazimal my, de A y el cociente A/m, es
un cuerpo finito.

Prueba. Se procede por inducién sobre m. Sim = 0 se tiene A =Z y el
resultado se logra con el ideal generado por p. Si m > 1, se consideran

dos casos: cuando x1,...,x, son algebraicamente independientes sobre
@, o en su defecto cuando existe un polinomio f € Z[Xy,...,X,] —Z
con f(x1,...,2,) =0.
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En el primer caso, la proposicién se obtiene usando (p, x1, ..., x,) C
A, el ideal generado por x1,...,z, v .

En el segundo caso, se asume que X, aparece en la expresion
de f y se observa que por cada N > 1 las reglas X,, — X, y
X XjJr(Xn)Nj , j < n, definen de forma natural un Z—automorfismo
¢on de Z[X1, ..., X,]. Mds aln, se obtiene la siguiente propiedad.

Afirmacion: Eziste N > 1 tal que la imagen de f bajo ¢, es un
polinomio de la forma

X7+ fre1 (X1, X)X 4 fo(Xn o, X)),
donde ¢ € Z\ {0}, y para 0 <i <m —1 se tiene f; € Z[X1,..., Xpn-1].

Prueba de la afirmacion. En efecto, basta elegir N > 1 como una cota
superior de todos los exponentes en cada variable que aparece en f y
estudiar los exponentes de X,, en las imagenes de los monomios que
aparecen en la expresion de f. Notemos que estos exponentes se escriben
como expresiones polinomiales de N. Por los tanto, la afirmacién es
verdadera. O

Hecho esto, aplicamos la hipétesis inductiva a B = Z[ X7, ..., X,—1].
De este modo, por cada p € Z fuera de un conjunto finito £; C Z, existe
un ideal maximal 1, = n de B de modo que p € 1, y el cociente B/n,
es un cuerpo finito.

Anélogamente, para Fs, el conjunto de los divisores primos de ¢ € Z,
definido en la afirmacién, se elige F = F4 U E5 y se cumple la propiedad
deseada. Para ver esto se usa el proceso de localizacién, es decir se
considera el conjunto S = {1,¢,c?,...} C Z C By el anillo S™'B =
{2 € Q[Xy,....X—1] : g € B,s € S}. En ese sentido, la afirmacién
muestra que x, es la raiz de un polinomio mdnico con coeficientes en
S—1B.

Del mismo modo, el conjunto ScB /n de las clases de equivalencias
inducidas por S (cerrado por la multiplicacién) permite definir el
anillo S~1(B/n). Este anillo es isomorfo al cociente S~'B/S~15, donde
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S™np ={h/s : h € n,s € S} es un ideal en S™!B. Pero p € n y ¢
son primos relativos, y asi la clase ¢ € B/n es una unidad en B/n.
En consecuencia S~'(B/n) es igual a B/7. Por lo tanto S~'B/S 1y ~
S=1(B/n) es un cuerpo finito.

Por otro lado se tiene S™'B C S™!B[z,]. Como z,, es la raiz de
un polinomio ménico con coeficientes en S~!B, existe un ideal maximal
m C S7!B[z,] que contiene a S~11. A partir de esto se obtiene que la
inclusién S™'B/S71n < S~!B[z,]/m es integral y por eso finita. Por
lo tanto S~!B[z,]/m es un cuerpo finito.

Para terminar consideramos 8 = ¢~!(m), donde ¢ : Blz,] —
S™1B[z,] es la aplicacién candnica. Este P es un ideal primo en
Blz,] v asf la aplicacién B[z,]/% — S~!B[z,]/m serd inyectiva. En
consecuencia, B[z,]/%B es finito. Por lo tanto, si m, es un ideal maximal
de A = Blz,] que contiene P, se obtiene que A/P — A/m, es
sobreyectiva, y por lo tanto A/m, serd un cuerpo finito. O
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Abstract

The polynomial maps whose Jacobian determinant is equal to 1 are called
Keller maps. The Keller Jacobian conjecture claims that every Keller
map is injective. This conjecture is true for polynomials whose degree is
less than or equal to two. In this paper we prove that the general case
reduces to the study of the injectivity of maps of the form z — z+ H(z),
where the nonzero components of H are homogeneous polynomials of
degree three, and every Jacobian matrix DH (z) is nilpotent.
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Calculo exacto de la matriz exponencial
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Resumen

Presentamos varios métodos que permiten el calculo exacto de la matriz
exponencial e*4. Los métodos que incluyen el calculo de autovectores y
la transformada de Laplace son bien conocidos, y son mencionados aqui
por completitud. Se mencionan otros métodos, no tan conocidos en la
literatura, que no incluyen el calculo de autovectores, y que proveen de
férmulas genéricas aplicables a cualquier matriz.

MSC(2010): 15A16, 15A18, 34-01, 44A10.
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1. Introduccion

La matriz exponencial es una herramienta muy util en la resolu-
cion de sistemas lineales de primer orden. Nos provee de una férmula
cerrada para sus soluciones, y con ayuda de ésta puede analizarse la con-
trolabilidad y observabilidad de un sistema lineal ([1]). Existen varios
métodos para calcular la matriz exponencial, ninguno de ellos compu-
tacionalmente eficiente ([9]). Sin embargo, desde el punto de vista tedrico
es importante conocer propiedades de esta funcién matricial. Férmulas
que involucran el calculo de autovectores generalizados y transformada
de Laplace han sido utilizados en una amplia cantidad de libros texto,
y por este motivo, en este trabajo, se pretende brindar métodos alter-
nativos, no muy conocidos, de didactica amable. Existen otros métodos
([4],[5]) de por si interesantes pero que no han sido mencionados en la
lista de casos, debido a su practicidad en implementacién.

Desarrollaremos ocho casos o métodos para calcular la matriz ex-
ponencial. Se brindan ejemplos de cémo aplicar los métodos no tan co-
nocidos en casos concretos, y para los casos mas conocidos se cita la
respectiva bibliografia.

2. Definiciones y resultados basicos

La matriz exponencial e puede ser definida generalizando la nocién
de serie de Maclaurin de la funcién exponencial escalar via

(o) 1
N 7 . k Ak
O(t)=e —kE k!tA.
=0

Para establecer la convergencia de esta serie, definamos primero la norma
de Frobenius de una matriz de tamano m x n mediante

1/2

1AL = [ D0 lal?

i=1 j=1
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Si A(:,j) denota a la j-ésima columna de A, y A(4,:) su i-ésima fila, es
facil ver que se cumple

1/2

4]l = ZHA ik (ZHA ||2>1/2.

Usaremos esta norma por comodidad, ya que en un espacio vectorial de
dimension finita todas las normas son equivalentes.

Una propiedad importante que utilizaremos es saber cémo acota la
norma de Frobenius a un producto de matrices. Dadas las matrices Ay, xp
¥ Bpxn, formamos el producto C' = AB, con entradas ¢;; = A(i,:) B(:, j).
Si A tuviese entradas complejas, en la obtencién de ¢;; se aplica conju-
gada a la fila A(4,:). Recuérdese la desigualdad de Cauchy-Schwarz

leigl < I1AG, )llp 1BC DI,

Luego se tiene

m n m n

IABI7 = Jei” < 30 IIAGIBIBC I

=1 j=1 =1 j=1
m
= > 114G ZHB DIz = 1A% 1B

i=1
Si aplicamos esta desigualdad a una matriz cuadrada A es facil deducir
lo siguiente

|A™| = < ||A|lz, paratodon=1,2,3,...
Formalmente debemos examinar la convergencia del siguiente limite

) n Ak
Jim. (Z k) -

k=0

Para ello basta observar que se satisface

s i 40 Z Al _ g,
k=0

k=0
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y asi queda demostrado que e estd bien definido para cualquier matriz
cuadrada con entradas constantes.

Es 1til recordar como se comporta la matriz exponencial bajo deri-
vacion:

d 1
(1) _ = = 1k gk
) (t)_dt<zk!tA>

k=0

7d 122 ]‘kk:
dt([+tA+2!tA o gt AR+

— 2 2 kkrfl k
= At AT o AR

1 'tk1Ak1+___> — AetA — otA A

Usando induccién y el convenio ®()(¢) = ®(t), se deduce la férmula

dk
dM) (1) = o = Akt =t AR kezd. (2.1)
Obsérvese que la férmula para la primera derivada implica que la

tA

funcién x(t) = ez es solucién del problema de valor inicial del si-

guiente sistema de primer orden
& = Az, z(0) = xo.

Dos resultados conocidos de dlgebra lineal (ver [8]) que usaremos
mas adelante son los siguientes teoremas.

Teorema 2.1 (de triangularizacién de Schur). Toda matriz A,xn es
(unitariamente) similar a una matriz triangular superior T, esto es, exis-
te una matriz unitaria U tal que A =UTU™'. Ademds, las entradas en
la diagonal de T son los autovalores de A. O

Teorema 2.2 (de Cayley-Hamilton). Cualquier matriz A,x, es raiz de
su propio polinomio caracteristico. (Il

Pasamos ahora a detallar ocho casos o métodos para hallar la matriz
exponencial.

60 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 57-84



Cdlculo exacto de la matriz exponencial

3. Matriz diagonalizable
Dada una matriz diagonal n x n
D= diag(/\l, )\2 ey )\n)7

es facil deducir que se cumple D* = diag(A\¥, ..., \F) para todo k € Z7.
Luego

ot : ot ot
e :E HD = diag g m)\l',...,g H)\n
= diag(e”l, - 7et)‘"),

es también una matriz diagonal. Ahora, en el caso que A sea una matriz
diagonalizable se sabe que existe una matriz invertible P formada por
los autovectores de A y una matriz diagonal D formada por los corres-
pondientes autovalores de A tales que A = PDP~!. Es sencillo verificar
la identidad A¥ = PD*P~! para todo k € Z*. Luego se tiene

tA __ k _ kp—1\ _ k -1
e 72514 7ZH(PDP )P( P )P
k=0 k=0 k=0
=PpeP Pl

En consecuencia, es trivial encontrar la matriz exponencial de una
matriz diagonalizable, siempre y cuando hallemos previamente todos los
autovalores de A con sus correspondientes autovectores.

Este caso es bien conocido. Ver [11] para apreciar algunos ejemplos
de cerca.

4. Matriz no diagonalizable

Cuando una matriz no es diagonalizable se sabe que es similar a una
matriz en forma candnica de Jordan, esto es, una matriz diagonal por

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 57-84 61



Rubén Agapito

bloques, donde cada bloque es de la forma (para un bloque de tamario
k x k con autovalor \)

> =
—
(e}

En este caso la matriz exponencial toma la forma

[1 ¢ 220 3730 .. tFT1/(k—1)!]

1t 22 o Rk —2)!

cee =3k — 3)1

0 1 t th=3/(k — 3)!
0

Una manera de demostrar esta formula es considerar el sistema de
primer orden # = Jx con condicién inicial 2(0) = zo. Por un lado,
sabemos que la solucién de este sistema estd dada por x(t) = e!’ zg.
Por otro lado, este sistema es facil de resolver, empezando por la 1iltima
ecuacion, la cual estd desacoplada, y luego se resuelve cada ecuacién
lineal de primer orden una por una, via el método del factor integrante.

En el caso que la matriz A, «, no es diagonalizable, se sabe que es

similar a una forma canodnica de Jordan n x n
J = diag(‘]la J27 BERE) Jm)7

en donde hemos supuesto que existen m autovalores distintos con mul-
tiplicidades mayores o iguales a uno. Si algin bloque de Jordan Jj,
k=1,2,...,m, es de tamano 2 X 2 o superior, se debe a que el au-
tovalor \; no posee una base completa de autovectores, y debe entonces
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completarse con autovectores generalizados, ver [11]. Si formamos la ma-
triz P en donde cada columna es un autovector (generalizado), resulta
ser una matriz invertible y se cumple

A=PJP".
Al aplicar un célculo similar al caso diagonalizable se demuestra
el = Pdiag;(e”1 et ,e”’")Pil.

Este caso es también muy conocido. Ver [11] para apreciar algunos ejem-
plos.

5. Matrices triangulares

Sea S una matriz triangular superior (para una matriz triangular
inferior se realiza un desarrollo similar) y escribdmosla como la suma de
una matriz diagonal con una matriz nilpotente

S=D+N.

Recuérdese que una matriz N es llamada nilpotente si existe un entero
positivo r tal que N” = 0. El menor entero positivo para el cual esta
igualdad se cumple, es llamado el indice de nilpotencia de la matriz.

Asumiendo la conocida propiedad sobre matrices exponenciales (ver
1))

eAB =4 eB s AB = BA,

calculamos

ofS — t(D+N) _ (tD N
Sabemos cémo calcular la matriz exponencial de una matriz diagonal,
asi que discutamos cémo obtener V. Basta observar que al ser N nil-
potente, la serie de esta matriz se vuelve finita, ya que el nimero de
sumandos queda acotado por el indice de nilpotencia de N. Este a su

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 57-84 63



Rubén Agapito

vez queda acotado por el grado de su polinomio minimal (recordar que
toda matriz nilpotente posee todos sus autovalores iguales a cero).
Podemos generalizar este método a cualquier matriz A, «,. Para
ello, basta aplicar el teorema de triangularizacién de Schur, A = USU !,
donde U es una matriz unitaria y S estd en forma triangular superior.
Con ello obtenemos
oA —UetS U,

y de aqui ya sabemos como proceder.

6. La féormula espectral de Putzer

En [10], Putzer describe dos métodos para calcular e4. Estos se

basan en el hecho de que et4

es un polinomio en A cuyos coeficientes son
funciones escalares de t que pueden ser halladas recursivamente resol-
viendo un sistema sencillo de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden. Mostraremos sélo el segundo método, por ser més facil de enten-

der e implementar.

Teorema 6.1. Dada una matriz A de tamano nxn, supongamos que co-
nocemos todos sus autovalores A1, Ao, ..., A\, no necesariamente distin-
tos, listados en un orden especificado pero arbitrario. Entonces se cumple

etA =17 (t)Po + Tg(t)Pl —+ -4 ’I“n(t)Pn,h

donde
k
Py =1, P, = H(A—)\jf), k=1,2,....,n—1,
j=1

yri(t),...,r(t) son soluciones del sistema diferencial

71 = A7, r1(0) =1,

T2 = AoT2 + 71, r2(0) =0,

T = ApTn + Tn_1, r,(0) = 0.
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Prueba. Ponemos
n—1

O(t) =Y rrsa(t)Pr,
k=0
y definimos ro(¢t) = 0. Teniendo en cuenta 7g+1 = Agy17k+1 + 7'k, calcu-
lamos

n—1

(I?’(t) — @) = Z Tr1(t) Pr — z_: An7k41(t) Py
k=0 k=0

n—1 n—1 n—2
= (Z Me17rar Pr+ ) TkPk> - (Z A1 P + )\nrnPn1> :
k=0 k=0

k=0

Como del primer término podemos extraer A, 7, P,_1, vy el segundo puede
ser reescrito como

n—1 n—1 n—2
E P = E TP = E Th1Prt1,
k=0 k=1 k=0

el lado derecho de la igualdad se simplifica a

1
[ V)

{O\k+1 — )\n)Pk + Pk+1]7“k+1~
0

B
I

Ahora, como se cumple Pyi1 = (A — A\gy11) Py, la expresién entre cor-
chetes se reduce a (A — A\, 1) Py. Ademés se tiene

n—2 n—1

E (A — )\nI)PkaJrl = E (A — )\nI)PkaJrl — (A — )\nI)Pn,1 Tn,
N————
k=0 k=0

= (A= \I)® — Py

PTL

Pero el teorema de Cayley-Hamilton fuerza P,, = 0. Asi, hemos obtenido
que & — X\, ® = (A — A\, I)® implica & = AD. Por tltimo, como ®(0) =
r1(0)Py = I, se sigue ®(t) = e!” por unicidad de soluciones. O
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Como aplicacion de este método, hallemos formulas para la matriz
exponencial de una matriz 2 x 2 en la forma

e = r () +1o(t)(A = M),

con autovalores {A1, A2 }. De acuerdo con la naturaleza de los autovalores
tenemos tres casos a estudiar.

e Autovalores reales y distintos. Debemos resolver el sistema de
ecuaciones

71 = Air1, 71(0)

1,
To = Aara + 171, r2(0) = 0.

Si resolvemos la primera ecuacién, la cual siempre estd desacopla-
da, obtenemos 7 (t) = e*'?. Para la segunda, usando el método del
factor integrante obtenemos

ro(t) = o eArtAz)t __ etz

A1 — A2 A1 — A2
En consecuencia, logramos la siguiente férmula

et =Mt 4 ﬂ(e’\ltfl)(/lf Al)
- A1 — A2 v

e Autovalores reales e iguales. En este caso, al resolver el sis-
tema de ecuaciones obtenemos 7y (t) = eM? y ro(t) = tert. Asf,
obtenemos la férmula

etA = e)\ltl + te)‘lt(A — All)

e Autovalores complejos. En el caso A € C2%2, con autovalores
A1, A2, no habria problema en utilizar la misma férmula que en
el caso de autovalores reales y distintos. Pero si A tiene entra-
das reales, sus autovalores serfan complejos y conjugados, digamos

66 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 57-84



Cdlculo exacto de la matriz exponencial

A1 = a+1ib, A2 = a — b, con b # 0. En este caso, al resolver el
sistema de ecuaciones obtenemos

r1(t) = eM = e [cos(bt) + i sen(bt)],
et —ehat sen(bt)
= = et TV
Rl =y T T

A 2o es solucién del sistema & = Az, con condicién

Como z(t) = €'
inicial £(0) = xg, al tener 2y y A entradas reales, buscamos obvia-
mente una solucion real. Asi, la parte real de la férmula espectral

es la solucién real a considerar, esto es,
xz(t) = Re{z(t)} = (9%{1"1 ()} + Re{ra(t)(A— )\1])})1:0 = e 2,

y en consecuencia se concluye

et = e cos(bt)I + e w(fl —al).

7. Los casos particulares de Apostol

En [2], Apostol muestra c6mo obtener férmulas explicitas para la
matriz exponencial e4 en los siguientes casos:

e todos los autovalores de A son iguales,
e todos los autovalores de A son distintos,

e A tiene solo dos autovalores distintos, con uno de ellos de multi-
plicidad algebraica uno.

Si bien estos casos no cubren todas las alternativas posibles para el con-
junto de autovalores de una matriz, exhibiremos estas féormulas por su
sencillez y porque nos ayudan a encontrar todas las formulas posibles
para las matrices exponenciales de tamano menor o igual a 3 x 3. Ca-
be senalar que la férmula espectral de Putzer también nos ayudaria a
deducir estas férmulas, pero la manera obtenida por Apostol es méds
contundente.
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Teorema 7.1. Si A es una matriz nxn con todos sus autovalores iguales
a X\ entonces tenemos

Prueba. Como las matrices A\tI y t(A — AI) conmutan, tenemos
EA _ AT GHA=XD) _ (A -t
et =e"e I) Z ﬁ (A =AD"
k=0

El teorema de Cayley-Hamilton implica (A — AI)* = 0 para k > n, y
asi el teorema queda demostrado. O

Teorema 7.2. Si A es una matriz n X n con n autovalores distintos
A1, A2, ...y Ap, entonces tenemos

A = Zet)\k Lk(A),
k=1

donde los Li(A) son los coeficientes de interpolacion de Lagrange dados
por

Il)\ ] para k=1,2,...,n
e — A
J#k

Prueba. Aunque este teorema es un caso especial de la férmula de in-
terpolacién de Lagrange-Sylvester (ver Seccién 8, més adelante) daremos
una prueba directa.

Definamos la siguiente funciéon matricial de variable escalar

t) = Zet)\k Lk(A
k=1

Para probar F(t) = ¢4, mostraremos que F satisface la ecuacién diferen-
cial F'(t) = AF(t), con condicién inicial F'(0) = I. En efecto, observemos
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que se cumple

AF(t) = F'(t) = > ™ (A= A\eI) L (A).
k=1
Por el teorema de Cayley-Hamilton se tiene (A — Apl)Lx(A) = 0 para
cada k, y asi F satisface la ecuacién diferencial. Ademads, de

~
©
i
[
h
=
=
I
~

k=1
se deduce finalmente F(t) = e*4 por unicidad de soluciones. ]

Teorema 7.3. Sea A una matriz n x n (n > 3) con dos autovalores
distintos A y u, donde X\ tiene multiplicidad n—1 y u tiene multiplicidad
1. Entonces se cumple

n—2 tk
etA — e)\t Z 7(A_ /\I)k

k=0

o NSl
+{(M—/\)"_1_(H—/\)”—1I;Jk!(u_ )}( —ADT

Prueba. En versién escalar, para t fijo, la expansion de e® en serie de
Taylor centrada en At es

0 At .
e’ = Z ﬁ(x — At)
k=0
Ahora evaluamos en tA y particionamos convenientemente esta serie
4 _ e k A k
e :Zﬁ(mmﬂ) =ec ZH(A—/\I)
k=0 k=0
At =t koo x E
—e 'ZE(A—)\I) +et gA=AD
k=0 k=n—1
a o Y S 14i
= —(A -\ — (A=)
¢ k:Ok!( )it ;(n—l—ki)!( )
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Ahora reescribimos el segundo sumando de la tltima expresién. Como
se cumple A — ul = A — A — (u — A\)1, tenemos, utilizando el teorema
de Cayley-Hamilton, la igualdad

0= (A = AD)™ (A = ul) = (A= AI)" = (s = AY(A = )",
esto es, (A — A" = (u— \)(A — XI)"~L. Por induccién, se deduce
(A= AL = (= N (A= A,
y asi también

(A= AD" 1 = (A= AD)" YA - \I)' = %(A — A" (A =\’

1 n+i __ i n—1
:ﬁ(A—)J) o= (= N)(A =AD"

Al reemplazar esta relacion en la segunda suma obtenemos
o0 tn71+i ) A 1
—— (= )’ — A" =
> e N A= aD

i=0
1 - tk k n—1
= 7@ ) E E(M —A)" (A=)

k=n—1
1 gk
_ t(p—A) _ _ k n—1
TESeh D DI TRV (G D
H k=0
con lo cual culmina la demostracién. O

Como aplicacién deducimos las férmulas de la matriz exponencial
de cualquier matriz A de tamano 3 x 3 de acuerdo con la multiplicidad
de sus autovalores.

e Para un autovalor A\ con multiplicidad algebraica tres, tenemos

e =M I (A A1)+ %ﬁ(A )
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e Para autovalores distintos A1, As, A3, tenemos

tA _ gt A= DA X)) (A= MDA = X])
- (A1 — A2) (A1 — A3) (A2 = A1) (A2 — A3)
Ast (A= MNI)(A—XI)
(A3 = A)(A3 = A2)

e

+e

e Para autovalores distintos A1, Ay con A1 de multiplicidad algebraica
dos, tenemos

tA At ehet — Mt 2
e :el{I“V‘t(A—AlI)}—Fm(A—/\lI)
tett
— A— NI
M—AJ 1)

8. Interpolacion de Lagrange-Sylvester y el
algoritmo de Gantmacher

El siguiente método, ilustrado en Gantmacher [3], no solo nos ayuda
a calcular la matriz exponencial, sino también la evaluacién matricial
de cualquier funcién analitica. Primero mencionamos el caso en que los
autovalores de una matriz son distintos, y luego el caso general cuando
existen multiplicidades.

Teorema 8.1. Si f(A) es una matriz polinomial en Apxy y si los auto-
valores de A son distintos, entonces f(A) puede ser descompuesta como

f(A) = Z FAi)z(Ai),
i=1

acd { i }iz1,..n son los autovalores de A y z(X\;) es la matrizn xn dada

por
mA— ]
z2(\s) H Ny

k=1

k#i
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Prueba. Por el teorema de Cayley-Hamilton f(A) puede ser reducida
a un polinomio de grado n — 1, digamos

fA) =cp 1AV P d ey A" 2 4+ A+ ool

Esta expresién polinomial puede ser factorizada via interpolacion de La-
grange cual
n n
FA) = "pi [J(A= D).

i=1 k=1
ki

Para calcular los pesos p;, multiplicamos por la derecha a ambos lados
de la igualdad por el j-ésimo autovector v; correspondiente a \;. Este
procedimiento nos entrega

f(A)’Uj = Zpl H(A — )\kI)’Uj = pj H(Avj — )\kvj)
I =7 K]
n
=p; [Ty = M)y,

k=1

=
donde la segunda igualdad se obtiene al considerar (A — \;I)v; = 0.
Como los autovalores de A son distintos, se tiene f(A)v; = f(A;)v;, y se
deduce facilmente por comparacion la igualdad

f\)

i T m :

[T = Ax)

k=1
k#j

Por lo tanto, todo junto nos da

O
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Cuando los autovalores no son distintos, el algoritmo de Gantma-
cher, ver [3], puede ser usado para expandir la funcién analitica f(A)
como

J NI e
(k— 1) <k

donde m es el nimero de autovalores distintos, m; es la multiplicidad del

j-ésimo autovalor, f (k)()\j) es la derivada con respecto a A evaluada en

el j-ésimo autovalor y Z;, son las matrices constituyentes (constantes)

que una vez halladas son fijas para cualquier funcién analitica f(A).
[lustremos el uso de esta férmula con un ejemplo.

Ejemplo 8.2. Hallemos e*4 para la matriz

1 -1 2
A=| 1 3 2/,
1 -1 6

con polinomio caracteristico pa(\) = (A — 2)(\ — 4)%. Tenemos entonces
dos autovalores distintos: \; = 2 con multiplicidad m; =1y Ay =4 con
multiplicidad ms = 2. Luego se tiene

2 my
J f(k—l) A
A) = 7
f( ) ;kZI (k )| ik
1 p(k—1)
_ f(k )\1 Zf ng

1
= f(M)Z11 + f(A2)Za1 + f (/\2)222
Recordemos que esta expansién es valida para cualquier funcién analiti-

ca. En nuestra situacién, estamos interesados en la versiéon matricial de
f(\) = e**. Aqui los coeficientes a considerar son

fOn)=e*, fh)=e" f(h)=te'.
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Para hallar las matrices constituyentes utilizamos funciones polinomiales
conocidas. Como la matriz es de tamano 3 x 3, el teorema de Cayley-
Hamilton afirma que e/ debe ser una funcién polinomial en I, A, y AZ.
Usaremos entonces los siguientes criterios.

e Si f(A) =1, la version escalar es f(A) = 1. Luego, los coeficientes
son f(A1) = 1, f(A2) = 1, f/(A2) = 0. Obtenemos asi la ecuacién
I =711+ Za.

e Si f(A) = A, la versién escalar resulta f(A) = A. Los coeficientes
son f(A1) =2, f(A2) =4, f/(A2) = 1. Obtenemos la ecuacién A =
2711 + 4721 + Zoo.

o Si f(A) = A% con versién escalar f(\) = A2, los coeficientes son
f(A1) =4, f(A2) = 16, f'(A2) = 8. Obtenemos entonces la ecuacién
A? = 4711 + 16221 + 8Z.

En consecuencia, debemos resolver el sistema matricial formal

1 1 0] [Zu I
2 4 1| |Zn|=1]4],
4 16 8] |Zan A?
cuya solucién es
Zn] ([ 16 -8 1[I AT —2A + 1 A2
Zo1| = 1 —12 8 —1| |A|=|-3+24- 3147
Z3o 16 —12 2] |A? Al — 3A+ S A

Al poner todo junto vemos que

f(A) = etA = th le + €4t Z21 + te4t 222

9/4 9/4 -3 —-5/4 —9/4 3
= | —7/4 1/4 3| +e*| 7/4  3/4 3
9/4 9/4 1 —9/4 —9/4 0

3/2  7/2 —4
+tett |-5/2 —1/2 —4
772 T/2 4
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162t (e*(6t —5)+9) e (e*(14t—9)+9) (3 —4t) — 3e*
=|—3e¥ (210t —7)+7) 1 (e*(3—2t)+e*) (3 —4t)—3e*
1 (e'(14t —9) +9)  Te? (e* (14t —9) +9) 4ttt 4 €2t

es la matriz exponencial buscada. Cabe insistir en que una vez halladas
las matrices constituyentes, podemos hallar facilmente cos(A), sen(A4), ...
esto es, funciones matriciales de funciones analiticas.

9. Uso de soluciones fundamentales de una
ecuacion diferencial lineal con coeficien-
tes constantes

El siguiente método evita preguntarse si la matriz es diagonalizable,
y tiene como prerrequisitos apenas el conocer el teorema de Cayley-
Hamilton y saber cémo resolver ecuaciones diferenciales lineales escalares
homogéneas de orden n con coeficientes constantes, digamos tipo

2™ 4, 12D 4+ e’ + oz = 0.

El método estd basado en el articulo de Leonard [6]. Cabe notar que
el método no es fécil de aplicar si las raices de la ecuacién polinomial (o
ecuacién caracteristica) asociada a la ecuacién anterior son tediosas de
obtener algebraicamente.

Los siguientes teoremas nos ayudaran a entender cémo funciona el
método. El primer teorema garantiza la existencia y unicidad de un pro-
blema de valor inicial para una ecuacién diferencial matricial, mientras
el segundo brinda un método para construir la matriz exponencial en ba-
se a soluciones de problemas de valor inicial de ecuaciones diferenciales
escalares.

Teorema 9.1. Sea A una matriz constante n X n. con polinomio carac-
teristico

p(N) =det(A\ — A) = X" +c, A"+ h .
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Entonces ®(t) = e es la vinica solucion de la ecuacién diferencial ma-
tricial de orden n dada por

M 4, 10 44 @ 4D =0, (9.1)

con condicion inicial
®0)=1, ¥0)=A4, @"0)=A42%.. ., 0 V0)=4a""1 (9.2
Prueba. Primero demostraremos la unicidad. Supongamos que ®4(t) y
®,(t) son dos soluciones de (9.1) que satisfacen las condiciones iniciales

dadas en (9.2). Definamos ®(t) = ®1(¢t) — P2(t). Debido a linealidad,
esta funcién satisface (9.1), pero con condicién inicial

®(0) = oM (0) =--- ="V (0) =0.

Esto implica que cada entrada de ®(t) satisface el siguiente problema de
valores iniciales

2™ (t) + cp1 2V (@) 4+ -+ czD (1) + coz(t) = 0,
z(0) = ng(1)(0) - .. = x("‘l)(O) =0,

donde es obvio que la tnica solucién es z(t) = 0 para todo t, la trivial.
Por ende se tiene ®(t) = 0 para todo ¢, y obtenemos unicidad.

Ahora demostramos la existencia al confirmar que ®(t) = e** satis-
face el problema de valores iniciales (9.1)-(9.2). Sea A la matriz constante
con polinomio caracteristico p(A) descrito en la hip6tesis. Recordemos la
férmula de la derivada k-ésima de la exponencial (ver Ecuacién (2.1))

R (1) = Ak et £ =0,1,2,...
Reemplazamos en el lado derecho de la Ecuacién (9.1) y obtenemos
(A" + e A" 4 At o) et = p(A) et =0

respaldados por el Teorema de Cayley-Hamilton. Por tltimo, de la férmu-
la de la derivada k-ésima se deduce

O =1, oM (0) = 4, ..., 8" V(0) = A" L

76 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 57-84



Cdlculo exacto de la matriz exponencial

asi ®(t) satisface las condiciones iniciales. Ello termina la demostracion.
]

Teorema 9.2. Sea A una matriz constante n X n con polinomio carac-
teristico

p()‘) = det(AI - A) = An + Cn—l)\nil + -+ Cl>\ + Co-
FEntonces se tiene
M =y (] + 22 () A + 23() A% + -+« + 2, () A",

donde los x(t), 1 < k <mn, son las soluciones de las ecuaciones diferen-
ciales escalares de orden n dada por

2 412 4ot ez =0 (9.3)

y que satisfacen las condiciones iniciales

2"y =0, " P0)=0, 2"V 0)=1.

Prueba. Definamos ®(t) = 21 (¢)] +z2(t) A+a3(t) A2+ - -+, (t) AP,
donde los zy(t) son soluciones de los problemas de valor inicial men-
cionados en el enunciado. Primero mostraremos que ®(¢) satisface la
Ecuacién (9.1). En efecto, se tiene

O ()4, 1 @V (@) 4 -+ @D (1) + cod(2)
= (mﬁ”) ez Y+ o) + cow1) I
+ (xé") + cn,lxg"_l) + ot eah + coxg)A .
+ (2 + ez + - ey, + cgry ) AMTE
=0I+0A+---+0A""" =0.
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Ahora mostraremos que satisface la condicién inicial dada en (9.2):

<I)(0) = 1'1(0)1 + .’I?Q(O)A + .o+ l‘n<0)An_1 =1,
®'(0) = 2/, (0)T + 2(0)A + - + 2/ (0) A" = A,

= (0) = 2"V (O) T + 2" V(0)A + -+ + 2D (0) A" = A"
Luego, por unicidad, se cumple
e = ®(t) = 21 ()] + xo()A+ -+ + 2, (HA!
para todo t. O
Pasemos a ilustrar el método.

Ejemplo 9.3. Deseamos hallar la matriz exponencial e!4 de

1 -1 2
A= 1 3 2
-1 -1 6

Para ello calculamos su polinomio caracteristico cual
p(A) = det(M — A) = X3 — 10A? + 32\ — 32.
Asumimos, debido al Teorema 9.2, se cumple
e =y ()] + xo(t) A + x3(t) A2 (9.5)

El polinomio caracteristico produce la siguiente ecuacion diferencial
escalar con coeficientes constantes:

2 — 102" + 322" — 32z = 0.
La solucién general es hallada en base a la ecuacion caracteristica
m® —10m? + 32m — 32 = (m — 2)(m — 4)* = 0.
Asi, la solucién general toma la forma

z(t) = og e® +ag e +agtel.
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e Para hallar x4 (t) usamos las condiciones iniciales (0) = 1,2'(0) =
0,2”(0) = 0. Usando esta informacién obtenemos

x1(t) = 4e* —3et f4te?.

e Para z(t) usamos las condiciones x(0) = 0,2/(0) = 1,2"”(0) = 0,
y asi lograr
zo(t) = —2e* 2 3t

e Para z3(t) usamos las condiciones x(0) = 0,2/(0) = 0,2"(0) = 1,
y obtenemos
1 1 1
x3(t) = 1 e — 1 et +2te
Por ultimo, reemplazamos estas funciones en la Férmula (9.5) y conse-

guimos
=e?'(4 — 3eX +4te? ) + e (-2 + 2 —3te?)A + ;e (1 — e* 42t e*') A2
se?t (e*(6t —5)+9)  Le? t( 2"(14t—9)+9) (3 — 4t) — 3¢
—2e?t (210t —7)+7) 1 (eM(B—2t)+€*) (3 —4t) — 3e*
1e2t (e?*(14t — 9) +9) 1€ (e 2t(14t 9)+9) 4ttt 4 e

Puede verificarse que la matriz A no es diagonalizable, pero esto no
es relevante para los calculos.

Podemos obviar algunos célculos en el ejemplo anterior? La res-
puesta es afirmativa, como lo sugiere Liz [7], en la obtencién de las fun-
ciones escalares x;(t). Para ello, basta calcular la inversa de una matriz
constante particular. El siguiente teorema sienta la pauta.

Teorema 9.4. Sea A una matriz n X n constante con polinomio carac-
teristico
p(A) = A" + NP b BRI G

FEntonces se tiene

e =g () + zo(t)A+ - + 2, (1) AL,
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donde
z1(t) e1(t)
z2(1) Pa(t)
=Byt (9.6)
Tn(t) @n(t)
acd By es la evaluacion, ent =0, de la matriz
) eht) - WMV
e1(t) 1 (t) o (t)
o) @h(t) - @V
By=| . . ) ;
on(t) @ht) o el

siempre que S = {@1(t), pa(t), ..., pn(t)} sea un conjunto fundamental
de soluciones para la ecuacion diferencial lineal homogénea

2™ 4, 2V 4 e’ 4 ez = 0.

Prueba. Obsérvese que p(A\) = A" + ¢, 1 A" 1+ +ciA+cog=0es
la ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial

2™ 4, 12D 4+ e’ + oz = 0. (9.7)
Debido al Teorema 9.2 tenemos
e = () + o)A+ -+ z, (A",

donde z(t) es solucién de (9.7) con condiciones iniciales (9.4), para
k=1,2,...,n. Observemos que el conjunto {z1(t),z2(t),...,zn(t)} es
también un conjunto fundamental de soluciones de (9.3), ya que el wrons-
kiano W (z1(t),...,2,(t)) toma el valor 1 en ¢ = 0. Mds atin, al usar el
conocido teorema de unicidad de las soluciones para el problema de va-
lores iniciales (9.3)—(9.4), tenemos

or(t) = or(0)a1 (1) + @i (0)aa(t) + - + oV (0)z, (1),
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para cada k =1,2,...,n, de lo cual deducimos
e1(t) z1(t)
Pa(t) z2(t)
. =By | .
on(t) Ty (t)

Como By es invertible, resulta la igualdad (9.6), lo cual completa la
prueba. O

Consideremos la matriz A del Ejemplo 9.3 para apreciar la simpli-
ficacién de los calculos para la tabulacién de e!4. Recordemos que el
polinomio caracteristico de A es

p(A) = A% — 10A% + 32\ — 32 = (A — 2)(\ — 4)2,
al cual asociamos la ecuacién diferencial lineal
2B — 102" 4 322" — 322 = 0.
Como su ecuacién caracteristica es (A — 2)(A — 4)% = 0, se obtiene
{e2t7 e4t7te4t}
como conjunto fundamental de soluciones. Con ellos formamos la matriz

o2t 9 o2t 42t
By = | e* 4ot 16 et ;
teft ef(1+4t) 8et(1+2t)

de donde se calcula

1 2 4 16 —12 16
Byp= |1 4 16|, con inversa BO_1 =1 -8 8§ —12
0 1 8 1 -1 2

Luego, como e!4 = x1(t)I + x2(t)A + x3(t) A%, tenemos por el Teorema
9.4 que se cumple

x1(t) e?t 4e?t —3ett 14t et
zo(t)| =Byt | e | = | —2e 42e* —3te
x3(t) tett ie% —i elt —|—%te4t
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Al reemplazar estas funciones en la férmula de €4, se recupera la matriz
exponencial del Ejemplo 9.3.

10. Transformada de Laplace

Es usual encontrar en textos de ingenieria el método de la transfor-
mada de Laplace para resolver problemas de valores iniciales de ecuacio-
nes lineales escalares de orden n con coeficientes constantes. Este método
se generaliza a resolver el problema de valor inicial & = Az, 2(0) = .
Si aplicamos transformada de Laplace obtenemos que

sX(s) —x(0) = AX(s) implica (sI — A)X(s) = z(0),

con lo que, al despejar, se obtiene X(s) = (sI — A)~'z(0). Luego de
tomar transformada inversa obtenemos

z(t) = L7 (s] — A)~'}z(0).
Asi, por unicidad, se logra
oA = L (sT — A) 1)

En aplicaciones de ingenieria, la matriz exponencial es llamada la
matriz de transicion de estado. Para ejemplos e interesantes propiedades
de la matriz exponencial, ver [1].

11. Conclusiones

Se ha ilustrado varios métodos para calcular la matriz exponencial
de una matriz cuadrada. La mayoria de ellos no utiliza el calculo de
autovectores (generalizados) de la matriz, lo cual ha sido un método
clasico de abordar el problema en varios textos a nivel de iniciacién. Si
bien estos métodos pueden aplicarse a cualquier matriz, todos ellos resul-
tan ineficaces si tratamos con matrices grandes o con entradas inexactas
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(ntimeros decimales truncados o nimeros acompanados con cierto error).

Es aqui donde es preferible usar la computadora, pero como senala el
trabajo de Moler-Van Loan [9], no existe un método infalible de imple-
mentaciéon numérica. La descripcién e implementacién de estos métodos
numéricos serviran de base para un articulo posterior.
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ponential matrix e*4. Methods that include computation of eigenvectors
or Laplace transform are very well-known, and they are mentioned he-
re for completeness. We also present other methods, not well-known in
the literature, that do not need the computation of eigenvectors, and are
easy to introduce in a classroom, thus providing us with general formulas
that can be applied to any matrix.

Keywords: Exponential matrix, diagonalizable matrix, Jordan canonical form,
Schur’s triangularization, functions of matrices, Lagrange-Sylvester interpola-

tion, Putzer’s spectral formula, Laplace transform.

Rubén Agapito

Seccién Matematicas

Departamento de Ciencias

Pontificia Universidad Catoélica del Peru
ruben.agapito@pucp.pe

84 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 57-84



Non-life Insurance Mathematics

Makoto Yamazato

November, 2014

Abstract

In this work we describe the basic facts of non-life insurance and then
explain risk processes. In particular, we will explain in detail the asymp-
totic behavior of the probability that an insurance product may end up
in ruin during its lifetime. As expected, the behavior of such asymp-
totic probability will be highly dependent on the tail distribution of
each claim.

MSC(2010): 60G07, 62P05; 97M30.

Keywords: Stochastic processes, actuarial mathematics, non-live insurance,

collectice risk models, ruin probability, Cramér-Lundberg approximation.

1. University of the Ryukyus, Japan.



Makoto Yamazato

1. Introduction

Insurance mathematics, which is also called actuarial mathematics, is
studied with a mathematical viewpoint in Europe and the United States.
There are scientific journals which mainly deal with actuarial mathemat-
ics (e.g. Scandinavian Actuarial Journal). However, it is not a very pop-
ular topic in the Japanese mathematical community. This may also be
true for Peru. There is a professional qualification for this activity called
actuary. An actuary has to design, price, and control the so called insur-
ance commodities. They play a significant role in insurance companies
as they make a final decision for the design of insurance commodities.
Many mathematical tools are needed in order to perform this job. The
main mathematical techniques required are related to probability theory
and mathematical statistics.

In order to obtain this professional qualification, one must pass an
examination. The examination is divided into three parts: life insurance,
non-life insurance, and annuity. Life insurance mathematics is one of
the basic exams and perhaps the most important one. A life insurance
contract between the insurance company and a customer is a long time
bound. Hence, the interest rate for bank deposits during a long time
span and the life of a person may be considered as random phenomena.
Therefore, we need to know their distribution. Regarding the life of a
person this is the so called life expectancy (or death probability). Some
special unique symbols are used in life insurance mathematics. These
symbols are unique in this world and are not commonly seen in the
mathematical world. But they have been standardized worldwide, and
they are also used in non-life insurance and annuity. Therefore, in order
to study insurance mathematics, one should be accustomed with the use
of these symbols.

On the other hand, for non-life insurance, the period of contracts are
relatively short. So, the influence of interest rates is neglected. Instead,
two other factors are considered: the frequency of occurrence of accidents
and their size. These can be regarded, respectively, as a probability law
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and a random variable with certain distribution function.

In this work, we describe the basic facts of non-life insurance and
then explain risk processes, which are still an important research object
in non-life insurance and applied probability. This is an application of the
theory of stochastic processes. In particular, we will explain in detail the
asymptotic behavior of the probability that an insurance product may
end up in ruin during its lifetime. That is, given an initial investment
amount set aside for payments and a premium rate per unit of time, we
will discuss how to compute the probability that at some point in time
the money amount of the total claims will be higher than the initial
investment plus all the premium collected up to that point in time. As
expected, the behavior of such asymptotic probability will be highly
dependent on the tail distribution of each claim. We will call these
classes light tail or heavy tailed depending on the probability of creating
a large claim.

2. Non-life (damage) Insurance

There are many examples of non-life insurance: car insurance, weather
related insurance, fire and earthquake insurance, aviation insurance,
travel insurance, marine insurance, and so on. Let us consider for in-
stance car insurance. Imagine a car owner. He may suffer a car accident.
This accident is unpredictable, so it is a random phenomenon and, even,
a rare event. Also the amount of money required for the repair of the car
depends of the size of the accident and it is also unpredictable, another
random phenomenon.

In this chapter, we summarize fundamental facts in non-life insur-
ance necessary for the understanding of risk processes explained later
on.

The request of insurance payment from a customer of a non-life
insurance is called a claim. The total amount of claims in a prefixed
unit time interval is the sum of the amounts of claims occurred in the
time interval from all the customers. The number of claims and their
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amount in each term (or fixed time interval) are not constant. So, we
consider each of these quantities as random variables.

2.1 Number of claims

First, we assume the homogeneity of an objective population (group) in
the sense that all contracts are equal within a population for which each
individual has the same risk. Assume that each one of n contracts in a
unit time interval may be the source of a claim independent of each other
with given probability p. Then the probability that k claims occur in
one unit of time is given by the binomial distribution ,,Cyxp”(1 — p)"~*.

Let N be arandom variable which represents the number of claims in
the unit time interval. The distribution of N is the binomial distribution
B(n,p). If the number of contracts n is very large and the probability p
of occurrence of the claim is very small, then the distribution of N can
be regarded via an approximation argument as the Poisson distribution.
This is explained mathematically by the following argument. Assume
A = np and let n — oco. Then the distribution of N converges to the
Poisson distribution with parameter A since using the moment generating
function formula for a binomial distribution we have

My () = E(e®™) = (1 + (¥ — 1)A\/n)" — exp(A(e — 1)).

The right hand side is the moment generating function of the Poisson
distribution with parameter A (denoted as Po())). For N ~ Po(\) recall
that we have E(N) =V(N) = \.

If the objective population is not homogeneous, i.e., if contracts
with various risks are mixed in the population, then the variance of NV
is greater than its expectation (V(N) > E(N)). In such a case, the
negative binomial distribution may fit as the distribution of N. The fol-
lowing is a mathematical explanation for this assertion. Let Y ~ Po(\),
(A >0), W ~ TI'(e, B) (i.e., the gamma distribution with parameters «
and ) and assume {Y)} and W are independent. Let N = Yy,. This
means the parameter of the Poisson random variable may vary according
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to the value of W(w). In this context we have

PIN=F) = /Ooo P(Yy = kW = \)P(W € d\)

A A B a1 -
= e S |
| w ’

_ B % ka1 —(B+1)2
_ M(a)/ Abta=To=(B+DA g\
BOT(k + )
(B + 1)k+akID (o)

TR

In this setting, the distribution of NV is the negative binomial distri-
bution with parameter (c, %), usually denoted as NB(a, 3 +1) Notice
that if we construe Y), as a stochastic process with time parameter A (the
so-called Poisson process to be defined later), then Ny is the value at
time 1 of the process obtained by subordination of Y) by a gamma pro-
cess. Another way of interpreting this structure is to say that there
are various types of customers. Each type will generate its own Poisson
random variable with parameter W and the density associated to each
customer is given by the law of the random variable W, which itself

follows the gamma distribution.

If N ~ NB(n,p), then its moment generating function is given by

sl

My(0) = E(")

oo

k+n—-1\ ,
= Ze"k< )p (1-p"
k=0

B
= p"(1—(1—p)e’)™.
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Hence the expectation and the variance appear as

B(v) = "2, ) - 202,

respectively. Unless p = 1, we always get V(N) > E(N).

2.2 The total claim amount

Consider now the amount of claims. We assume the claim sizes to be pos-
itive random variables, mutually independent and identically distributed.
We denote them by X7, Xa,.... Let S be the total amount of claims, so
S = Zivzl Xy. Its expectation is

N n
B(S) = B X)) = B3 XN =n)P(N =n)
k=1 k=1

E(X1) Y nP(N =n)
n=0

—  B(X)E(N).

Here X is a random variable whose law is identical with the law of all X.

The net premium (i.e., the price of the insurance to be paid by each

client) is given by estimating F(N) and E(S) from past data and then

setting the net premium as E(X) = E(S)/E(N). The above calculation

gives E(S|N) = NE(X). Let us calculate the variance. Define the

conditional variance V(S|N) by V(S|N) = E((S — E(S|N)?)|N).
Applying this equality, we obtain

V(S) = E(E((S—E(S))2|N))

£ (B(((s - BN + EEN) - E6)) V)

E(V(S\N)) + V(E(S|N)).
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Here, we used the fact that F(S|N) — E(S) is o(N)-measurable. Notice
that we did not need X and N to be independent at this stage in order
to derive this equality. However, using the independence of X and N,
we have V(S|N) = NV(X) and E(S|N) = NE(X). Therefore one gets

V(S) = E(N)V(X) + V(N)(E(X))*.
In the particular case N ~ Po(\), then V(N) = E(N) = A implies
V(S) = M(E(X))* + V(X)) = AE(X?).
The moment generating function Mg (0) = E(e?¥) of S is given by

Ms(9) = B(E("|N)) = E(Mx(6)")
= E(exp(Nlog Mx(0))) = Mn(log Mx(6)).

If N ~ Po()), then the moment generating function of S is
Mg (0) = exp(M(Mx (¢) — 1)),

and the distribution function is given by

0 A™
Fs(x) = P(Sy <2) =) “re  FY'(v),
n=0

where Fl is the distribution function of X and F§¥* (n > 1) is the n-fold
convolution of F and F¢*(z) = f(_oo,x] 0o(dz). Here §p(dz) denotes the
point mass measure at 0.
The distribution of S discussed previously corresponds to the so
called compound Poisson distribution.
If N ~ NB(n,p), we have
1-— 1-—
E(S) = ME(X), V(S) = MV(X) A )
p p p
The moment generating function of S is given by
M (0) =p" (1= (1= p)Mx(0)) ",
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and the distribution function by

kZOF <n+k > 21— ).

The distribution of S in this case is called the compound negative
binomial distribution.

3. Collective Risk Models

In the previous chapter, we considered the total claim amount in a unit
time interval. In this chapter, we observe the dynamical behavior of the
amount of claims. We say that a family of parametrized random vari-
ables is a stochastic process regarding the parameter as a time variable.
Usually the parameter runs through [0, 00) or {0,1,2,...}.

3.1 Compound Poisson processes

A stochastic process {N(t);t € [0,00)} taking values in {0,1,...} is
called a Poisson process with parameter )\ if it satisfies the following
four conditions.

(1) N(0) =0,
(2) for 0 < s < t, the law of N(t) — N(s) is Poisson with parameter
At —s),

(3) for 0 < tg < t; < -+ < ty, the random variables N (to), N(t1) —
N(tg),...,N(tn) — N(tn—1) are mutually independent, and

(4) {N( ) t € [0,00)} is right continuous with left limits.

Construction of a Poisson process. Let T7,75,... be a sequence
of independent random variables with common exponential distribution
with parameter A > 0 and let Sy =0, S,, =T1+---+T,, (n > 1). Define
N; = N(t) by

N,=N(t)=n, ifS,<t<Snii.

92 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 85-127



Non-life Insurance Mathematics

Obviously we have Ny = 0, and N; is by definition right continuous
with left limits. Let us prove conditions (2) and (3) simultaneously. For
0<ti<ta<---<thband 0 <k; <---<k,, we have

P(Ntl - khth - Ntl - kg - kla .. 7Ntn - Ntn71 - kn - kn_]_)
== P(Ntl:klaNt2:k27"'7Ntn:kn)
= P(Sk, <t1 < Sky41,-, Sk, <tn < Sk,a1)

= // Non o= Aok Hthn 1) gy oy, 4 (1)
DypN{tn<sky +uk,+1}
= In7
where sy = u; + -+ ug, for k=1,2,..., and
Dy ={s1 < <sp, <ty <Spyp1 <oor < g, <t} CREFL

Integrating (1) with respect to ug, 41 on [t, — sk, ,00), we obtain I,, =
Nene=An [0 dsy -+ dsy, . Set

Ep={te-1 <spp_,41 < <sp, <t}

for {=1,2,...,n. Then we get D,, = E; X .-+ X E,, and so

(tg —tg_y)rehe
ds ceedsg, = .
AZ ke—1 ke (ké — k‘éfl)!

Hence we have

)\tl Y At —tioqg) ik oAt
In = 1 (t'L tz—l).
H (ki — ki—1)!
Letting n = 2 we obtain
P(N;=N,=k) = > P(N,=j,N;—N,=k)
j=0

(As)’ oA (At —s)}* o Mt-s)
i 7

At — )} o Mt—s)
k! '

[
NE

<.
Il
o

——
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Plugging this last relation into the first one we conclude the equality

P(Ntl - klaNtz _Ntl - kg _kla---7Ntn —Ntn71 - kn _kn—l)

= PNy, =k) [[ PNy, = Nop_, = ki — kia).

=2

Next we define what a Lévy process is. A stochastic process {Xy;t €
[0,00)} on RY is called a Lévy process if it satisfies the following four
conditions.

(1) Xo =0,

(2) forany n > 1 and 0 < ¢y < t; < --+ < t,, the random variables
X, Xty — Xy -, X4, — X, , are mutually independent,

(3) for 0 < s < t, the distribution of X; — X is identical to the distri-
bution of X;_,, and

(4) {Xy;t € [0,00)} is right continuous with left limits.

In the sequel (a A b) represents the minimum between a,b € R.

Theorem 3.1. If {X;} is a Lévy process on R, then its characteristic
function E(e?<0X:>) with § € R?, is given by

. of? ; .
explt(it0.) — G+ [ (@ 10,0 ey o))
R4\{0}

here y is in R® and o is a d x d-symmetric nonnegative definite matriz,
while v is a nonnegative measure on RN\{0} satisfying [(|z[*Al)v(dz) <
00.

Proof. We refer to Sato [7] for the proof. O

A Lévy process { X;} on R is called a compound Poisson process
if its characteristic function is represented as

exp{t/ e <0r> _1u(dx)}.
R\ {0}
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Here v(dz) is a measure on R?\{0} that satisfies fn{ad\{o} v(dz) < .

Construction of a compound Poisson processes. Let F' be a prob-
ability measure on R?\{0} and X, X5,--- be a sequence of R%valued
independent random variables with common distribution F. Let {N;} be
a Poisson process with parameter A > 0, independent from X;, Xo,---.
Then, the stochastic process defined by

o it N, =0,
"7\ X1+---+ Xy, otherwise

is a compound Poisson process with v(dz) = AF(dz).

Let us proof this fact. For times 0 = tg < t; < ty... < t,, and sets
Bi,Bs,...,B, € B(R?) we have (the sums are always taken along all
possible 0 =mg <mj <mg < - <my,)

P(Y;, € B1,Y:, = Vi, € Ba,..., Yy, = Yi, , € Bn) =

n—1

= ZHP(Xmi71+1 +o A+ X, € BZ)P(ZVI‘/1 =Ny, =m; — mifl)
i=1

= ZHP(Xl + -+ Xmi*mi_1 S Bi)P(Ntifti_l =m; — mi,l)
=1

= ZHP(Ymi—mi,l S thNti—ti,l =m; — mi—l)
=1

= HP(Yti_ti—l € Bl)

i=1
On the other hand, if ¢ > s, from

PY,~Y,€B) =Y P(Xpi1+-+ Xy € BN, =m, Ny =n)

0<m<n

=Y P(X1++Xn_m € BN, =m,N; =n)

0<m<n
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:Z PXi+ 4+ Xp-m€B,N_y=n—m) x

0<m<n
X P(Ns; =m)
=Y P(Yis € B,Ni_y=n—m)P(N, =m)
0<m<n
= P(Y;_s€B)
we get YV; — Yy ~ Y .
Also, by the very definition of Y we get
P(Y,€A) = &(A)+ Y P(X1+-- + X, € A)P(N(t) =n)
n>1
n
Y LGSy
n!
n>0
Hence we obtain
1<0,Yy> _ 1<0,y> on* ()‘t)n -t
Ee ) = Z;O e'~"YZ F™ (dy) e

n

_ Z(/ei<9,y>F(dy))n():!) 67)\15

n>0

= exp{t/ (€' <%=> _1)u(dx)}.
Ri\{0}

3.2 Risk processes

Let Y; be a compound Poisson process on [0,00) with characteristic

function

E(eY) = exp{\t /(o )(ewx — 1) F(dz)}.

We call R(t) = ct — Y; the risk process and U(t) = u + R(t) the
surplus reserve process. We assume here that the expectation y =
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f(o ooy TF (dz) = JoS1 = F(z)dz of F is finite. We call the parameter
p= ﬁ — 1 the safety loading. We always assume p > 0.
Let 7, be the hitting time of (—oo,0) for U(t); that is,

This hitting time is called ruin time and &(u) = P(7, < 00) the ruin
probability in insurance mathematics. Here ¢ represents the rate of
premiums that the insurer receives per unit of time and wu is the initial
capital of the insurance company.

Lemma 3.2. For A, B,C € B(R), we have
P(R(Th) € A,R(Ty +t) € B,/Ty € C) =
/C/AP(Z + R(t) € B) P(cs — X1 € dz) P(Ty € ds).

Proof. For A, B,C € B(R), we have

P(R(Th) € A,R(Th +t) e B,T1y € C) =
= i/cP(cs—Xl € A Ngyt —Ns=m—1,R(Ty +t) € BTy = s)

" x P(T} € ds)

oo
= Z/CP(CS—X1 € AN,=1,Nyy —Ny=m—1,

" c(s+t)— (X1+---+ X)) € BTy =s) P(Th € ds)
= i/CP(ct—XleA,T2+---+Tm§t<Tg+-~~+Tm+1,

" c(s+t)— (X144 Xm) € B|Ty =) P(Th € ds)
= f:/CP(CSXl €Ac(s+t)— (X1 +---+X,,) €B)

m=1

XP(T2+"'+Tm§t<T2+"'+Tm+1)P(T1€dS)
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oo
= ) P(Ny=m—1)x
m=1

x/ Plecs— X1 €Ajes— X1 +ct—(Xo---+ X)) € B)P(Ty € ds)
c

= iP(Nt:m—l)x

m=1

/ (z+ct —( -+ Xp) € B)P(es — X1 € dz)P(Ty € ds)

),
/C/A P(z+ R(t) € B) P(cs — X; € dz) P(T} € ds).

O

The following theorem exhibits a closed formula for the ruin prob-
ability based on the claim distribution.

Theorem 3.3. Let h(y) = L(y) and H(x fo )dy. Then H is a
distribution function and the followmg equalzty

p Sl & S (u)
L+pi= (1+p)"

Eu)y=1-

holds.

Proof. Let p(u) = 1 — E(u) be the chance of never get ruined. As the
ruin can never happen before the first event, we have

p(u) = P(U(t) >0,forall t > 0)
= Pu+R(Tv) > 0,u+ R(Ty +t) > 0,for all t > 0)

/ / P(u+cs—z+ R(t) > 0,for all t > 0) x
0,u+cs]

xP(X1 € dz) P(Ty € ds)

= / e ¥ o(u+cs — z)F(dz)}ds.
0 (0,u+-cs]
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With the change of variable ¢t = u + cs, we arrive at

u) = ée)‘u/c e At/e p(t — 2)F(dz) }dt.
14
c u (0,¢]

Hence ¢(u) is continuous, right differentiable, and satisfies
, A A
¢(u) = —p(u) = ={ [ plu—2)F(dz)}. (2)
& & (O,U]

Noting that by Fubini’s theorem we have

/Ou (/(om] o(v — :U)F(dx))dv /(0’

= [ e [, Fma

K / o (v)dv) F(d)

= [eu-orea, @

one then integrates (2) to obtain

olw) = s0(0)+;\< [ ewa [ ]sow—x)F(dw»dv)

1 u

+ m ; p(u—2)H(dz). (4)

= ¢(0)

Letting u — oo, by monotone convergence we get

Ap
p(o0) = 9(0) + “Lp(o0). )
where = [[*1— F(z)dz.
On the other hand, let
Qp={we: lim il =c— Mt}
t—o00 t
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Then the strong law of large numbers implies lim;_ o N tt(“’) =A>0and

limy o0 ﬁ Zi\gw) Xi(w) = p for almost all w. Therefore P(€)) = 1.
Since ¢ > Ap, for w € Q, there is u > 0 such that for all t > 0 we
have R;(w) > —u. Hence we get

p(oc) = lim o(u)

u—00
= 11_}111 P(thO{Rt > —u})

= nh~>ngo P(mteQ+{Rt > 7’”})
= P(Un>1 Nicq, {Re > —n}) =1

By this equality and (5), we have

p 1
0)=-—— and £(0)=-—-.
¢(0) , o ) =17 P
Set H(0) = [57 e~"h(z)dz and 3(0) = [, .., e ""p(dx). Then by (4)
we get

.
~ 1+p
@(9) - 1 7F
1 mH (9)
O
Example 3.4. Let F(z) = 1 — e ®/#. Then H(z) = 1 — e~ */# and
hence by the above theorem, £(z) = ﬁe‘px/(l"’p)”.
Remark 3.5. Let Y7, Y5,... be a sequence of independent random vari-
ables with distribution function H, and M be a random variable inde-
pendent of Y7, Y5, ... which have geometric distribution with parameter

p(1+ p)~1, that is,

P(M:n)zﬁpp(l—kp)_”, n=01,--
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Then we have

Theorem 3.6. For G(u,y) = P(U(r,) € [~v,0),7, < o0) we have

y) =2 Jy (1= F(u)du

Proof. In the case of our concern, we must have 7, = ZZL:lTk for some
m > 1. As in Lemma 3.2, we have then

o0

+ZP(U(T1 ZTk >0UZ k) € [-1,0)

/ / e MF(dx)dt
y<u+ct—z<0

+ // G(u + ct — x,y) e M F(dx)dt.
0<u+ct—r<u+ct

However, the first integral equals

/OO{F(U +ct+y) — Flu+ct)} e Mdt

>\ —)\(s u)/cds

I
\
—_—
e}
Q/;

+
<
::

- %ew / {F<s+y>—F<s>}e-“/Cds,

while the second is

- / (/ Gu+ct — x,y)F(dw)))\e_)‘tdt
0 (0,u+ct]

= / (/ G(s— :L’,y)F(d@) éB*A(Sfu)/Cds.
u (0,s] c
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From the above calculations we conclude that G is right differen-
tiable in v and satisfies

0

7G(u7 y)

2 216y) ~ (Fluty) = F@) — [ Glu—z,y)FP(dr)

e (0.u]

Integrating from 0 to M with respect to u, we have
M
GM.y)~GO) = 2| [ {Pluy) - Flldu
M
+ / {G(u,y) — G(u—z,y)F(dz)}dul.
0 (0,u]
By (3) we get
M u
| 16t - [ 6P -
0 0
M
= / GM —z,y)(1 — F(z))dx =0 (M — o).
0

Here we have applied the equality G(oo,y) = 0 and the Lebesgue’s dom-
inated convergence theorem. Hence we conclude

_G(Ovy) = G(oo,y) - G(Oa y)
% / {Fu+y)— F(u)}du
0

2 [ 1+ (- P
)\ Y

—f/ (1 - F(u))du.

¢ Jo

O
Let F', G be two distribution functions. The number L(F,G) =

inf{h>0:F(zx—h)—h <G(z) < F(x+h)+h, for all z € R} is called
the Lévy’s distance from F to G.
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Problem 3.7. Show that L satisfies the axioms of distance in a metric
space.

Lemma 3.8. Let F,,, F be distribution functions. For every continuity
point of F we have lim F,, () = F(x) if and only if lim L(F,, F) = 0.
Proof. We first deal with the reverse implication. If h > L(F,,, F), then
for each = we have

F(x —h) —h < Fy(z) < F(z+ h) + h.
As the inequality

Flx—h)—h<F(x)<F(x+h)+h

always holds, we get |F(z)— F,,(z)| < F(z+h)— F(x—h)+2h. Hence, if
x is a continuity point of F'(x), we have the limit lim,,_,o, F,,(z) = F(z).
Conversely, choose 0 < € < 1 arbitrary. As any increasing right
continuous function has at most a countable number of discontinuities,
we can choose continuity points 2o < 1 < ...,y of F so that F(zg) < €,
F(xg) >1—¢ and z; —x;—1 < € 4 = 1,..., k. Choose ng so that
|F(z;) — Fp(z;)| < efor all 0 < ¢ < k and n > ng. Then for z with
T < x < x; we get
F.(r—¢)—e< Fy(zi_1) —¢ F(zi—1)
F(x)

F(z;) < Fy(z;) + e < Fp(z +€) + e

ININ A

and for z < x,
Fo(r—2¢) —2¢ < F(z9) —€— F(z9) <0< F(z) < e <e+ Fp(x +e).

For x > xp, we have the similar estimate, thus we obtain L(F,, F) <
2e. L]

Lemma 3.9. Let F,G be distribution functions. If G has a bounded
density g, then we have

sup |[F(z) = G(z)| < (1+ sgpg(x))L(R G).
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Proof. Set g* = sup,, g(z). Let h > 0 be so that G(x —h) —h < F(z) <
G(z + h) + h holds for any = > 0. Then as we have

G(z)—h(g*+1) < G(x—h)—h < F(z) < G(z+h)+h < G(z)+h(g*+1),

we obtain |F(z) — G(x)| < h(1 4 ¢g*). Finally, take the supremum with
respect to x and then the infimum with respect to h in order to stablish
the result. O

Theorem 3.10 (Rényi). Let Y7,Ys,... be a sequence of nonnegative
independent and identically distributed random variables. Let M. be a
geometric random variable with parameter ¢ independent of {Yy,}n>1.
Set Se =Y + -+ + Yy, and let « = EY; and F.(x) = P(ea™ 1S, < x).
We have then

lim sup |Fe(z) —1+e *| =0.

e—0 x>0

Proof. Conditioning with respect to M, and using the independent and
identically distributed property of the sequence Y;, one obtains

E(exp(ifea™'S.)) = Z Elexp{ifea (Y1 + - -- + Y,)}Y|P(M, = n)
= Z(E exp(ifea™Y7))"e(1 — €)™
n=0
= € L (e = 0).

1—(1— OEexp(ifea—1v1)  1—if

Note that for the last equality we have used L’Hopital’s rule. Then we
have

lim |F(x) —14+e % =0
e—0

for all x > 0 by Lemma 3.8 (see also Lemma 4.17). Finally, by Lemmas
3.8 and 3.9, one obtains the claimed result. O
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Theorem 3.11. If E(X?) < oo, then we have

. —2ppu

lim sup |E(u) —exp{ ———

PSR E0) — e B e
Proof. Let Y7,Y5, - be nonnegative independent identically distributed
random variables with density function 1-F)
random variable with parameter ﬁ independent of Y7,Y5, ..., that is,
that behave like

p —n
PM=n)=——>(>1+ , n=0,1,---.
( ) =17 p( p)

By Remark 3.5, we have then

E(u)=PY1+ -+ Yy >u).

H =o.

and let M be a geometric

Set e = ﬁpp, Se=Y1+---+Yy and z = ﬁE(qul)’ and then apply
Rényi’s theorem. So we have

. —pu

lim sup |€(u) — exp{ ———=— ‘

by sup (u) p{(1+p)EY1}

. €S | _

= ggr(l)sgp’P(E(Yﬁ >zx)—e | =0.

Due to integration by parts we have E(Y1) = p=* [ y(1 — F(y))dy =
iE(X%) The conclusion follows. O

Example 3.12. If the distribution of the random variable X; is an
exponential distribution with mean p, then because of E(X?) = 2u?
and Example 3.4 we obtain

—2ppu p —pu
E(u) —exp = exp .
S et e T e P o)
Hence we get
—2
lim sup |€(u) — exp{ PRy } = lim P 0,

P30 20 I+ pBE(X7) 014y

and the asymptotic behavior of ruin probability as p — 0 is compatible
with the conclusion of Theorem 3.11.
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4. Asymptotics of Ruin Probabilities (light
tail claims)

In the rest of this article we will describe the asymptotic behavior of the
ruin probability as the initial surplus u tends to infinity. First we will dis-
cuss the Cramér-Lundberg approximation which is treated in standard
actuarial textbooks. Roughly speaking, this is related to an exponential
decay of the tail of the claim distribution.

4.1 Cramér-Lundberg approximation

A distribution function F(z) satisfies the Cramér-Lundberg condi-
tion if there is an r* > 0 such that

A [
7/ e" 1 - F(x)|dz = 1.
¢ Jo

The parameter r* is called the Cramér-Lundberg exponent or ad-
justment coefficient. In actuarial textbooks this exponent is usually
denoted by R. Here, in order to avoid confusion, we use r*. The above
equation is rewritten using the integration by parts formula as

*

/ e TF(dx) =1+ o
[0,00) A

Theorem 4.1. We have

E(u) < E(exp|—r*U(ry)] : Ty < 00) = e ¥,
Proof. Since U(1,) < 0, the first inequality is obvious. Define
2(t) = expl—r* (R(t) + v}
and F; = 0{Z(s);s < t}. Then Z(t) is an {F;}-martingale. In fact, by

the Cramér-Lundberg condition and the independent increment property
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of the risk process, we have

E(Z(t + S)|,Ft) = efr*[R(t)‘Ht]E(e*T* R(s))
= Z(t)expAs(E(e” ™) — 1)]e”
= Z(t).

Therefore by the optional sampling theorem, we obtain

*

E(Z(ty ANt)|Fo) = Z(0) =e™" “.
On the other hand,

E(Z(ty ANt)|Fo) = E(Z(my At))
= E(Z(ry): 1 <t)+E(Z():71,>1)

holds. The first term of the right hand side of the above equality tends
to E(Z(1y) : 7w < 00) as t — oo. By the strong law of large numbers
we get limy_,oo Z(t) = 0 a.s. and R(t,w) +u > 0 for w € {7, (w) > t};
hence 0 < Z(t)1,,>¢ < 1. Now, by the bounded convergence theorem,
we get

im E(Z(t)l{r,>) = E(lim Z(t)1(r, )

t—o0 t—o00

= 0.
Therefore, we must have
E(Z(1y) i Ty <00) =€ " ¥,
O

Theorem 4.2 (The law of large numbers). If R(t) is the risk process,
then we have

P( lim @ - E(R(l))) =1

t—o0
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Proof. Note that R(n) = S\ (R(i + 1) — R(i)),n = 1,2,..., are the
sums of independent and identically distributed random variables and
E(R(n)) =nE(R(1)) is finite. By the usual strong law of large numbers,
we can thus conclude
P(nh_g; e E(R(1))) =1.

Set Vi, = sup,cy<ny1 [R(t) — R(n)|. Then {V,} is a sequence of in-
dependent and idgntically distributed random variables. We show that
E(Vo) < 00. Let Sj = R(]Zﬁn), My = 0, and M, = max1§j§k|5j|,
k=1,2,...,m=2" For a,b> 0, write Ay = {Mp_1 <a+b < |Sk|}.
Then we have {M,, > a+b} = U’ ;A and A; N A, =0 (j # k). So
we get

P(|Sm| >a) > Y P(AxN{|Sm| > a})
k=1

P(Ar N {|S,, — S| <b})

NgE

ES
Il
—

I
NE

P(Ag)P(|Sm — Sk| < b)

~
Il
-

>

)

(M, >a+0b) min P(|S,, — S| <b).
1<k<m

As P(M,, <b/2) < P(|S;, — Sk| < b) is verified for k =1, --,m, we get
P(|Sm| > a) > P(My, > a+b)P(M,, <b/2).

We obtain P(|R(1)| > a) > P(Vo > a + b)P(Vy < b/2) letting m — oc.
From

| PURO) > 0o = [ aP(RO)| < do) = B(RO))
(0,00)

(0,00)

and

E(WVo—b: Vo > b)< /(O )p(vo >z + b)dz < E(|R(1)|)/P(Vy < b/2)
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(with b big enough) we can conclude then E(Vy) < oco. The strong law
of large numbers implies so lim,,_ o 2 -2 =0. Forn<t<n+1, we have

’REL”L) . E(R(l))‘ < 'Rfj) _ By + FO ;R("” + lRTE?)',
and hence the conclusion. O]

Define K (z) = Y. F"*(x) for a distribution function F" on (0, 00).
Note that for any = > 0 there is £ such that F**(z) < 1 We also have

P (x) = /Oz F(z —y)dF" D" (y) < Fa)F" V" (2) < F*(x)  (6)

for n > 2. Then, we obtain
> <63 (G
n=0 k=0

Theorem 4.3 (Renewal equation). Let F' be a distribution function on
(0,00) and y : [0,00) = R be a bounded Borel measurable function. Then
the bounded measurable solution of the renewal equation

a) = y(a) + / (e — )P (du) ™
which vanishes on x < 0 is z(x fo x —u)K(du).

Proof. Let z1, z2 be two bounded measurable solutions of (7). Then
z = z1 — 2z satisfies z = z x F. By this equality, z = z x F"™* holds for
any n > 1. Letting n — oo, we have z(z) < (sup,>q 2z(u)) F™*(z) —
0. Finally, the fact that [ y(z — u)K(du) satisfies the equation (7) is
straightforward. O

A distribution function F' on R is called arithmetic if there is
A > 0 such that the points of increase of F' are contained in the set
{nA:n=0,%£1,42,...}. Otherwise, F' is non-arithmetic.
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Lemma 4.4. Let F be a distribution on (0,00) and X a set formed by
the points of increase of F, F** F3* ... If F is non-arithmetic, then for
given € > 0 and = sufficiently large the interval (z,x + €) contains points
of X.

Proof. Let 0 < a < b be two points in the set ¥ and put h = b — a. Let
I, = (na,nd) = (na,na + nh). Iif n > a/h, (na, (n+ 1)a] is contained in
I,, and hence every point x > xg = a?/h belongs to at least one among
the intervals I, I5,.... The n 4 1 points na + kh, k = 0,...,n, belong
to X, and they partition I, into n subintervals of length h. Thus every
point > xg is at a distance < h/2 from a point in ¥. Suppose that
there exists 4 > 0 such that A > § is satisfied for all possible choices.
It follows that the points na + kh exhaust all points of ¥ N I,,. Since
(n+1)a € ¥ and (n+1)a < nb are satisfied, there is 1 < k < n for which
we have na+a = na+kh and hence a = kh, and thus all points of ¥ N1,
are multiples of h. Now let ¢ be an arbitrary point of increase of F. For
n sufficiently large the interval I,, contains a point of the form kh + ¢,
and, as this belongs to ¥, it follows that c is a multiple of h. This shows
that the distribution F' is arithmetic. This is a contradiction. Hence for
each € > 0 it is possible to choose a,b in order to have h < e. O

Proposition 4.5. Let F' be a non-arithmetic distribution function on
(0,00). If the uniformly continuous solution of

2(z) = /Rz(x —u)F(du) (8)

satisfies z(x) < z(0) for every x € R, then z is a constant.

Proof. As we have
z(0) = / 2(—u) F* (du),
0
for £ =1,2,..., and z(—u) < 2(0), then z(—y) = 2(0) holds for F*-a.a.

y and, for all /£ = 1,2,.... Since F' is non-arithmetic, for any ¢ > 0
there is xo such that for any x > x( the interval (x,x + €) contains a
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point of increase of F** for some ¢ > 1 (by Lemma 4.4). By the uniform
continuity of z, we get z(—y) — 2(0) as y — oco. Due to (6), for any
x >0, we have F'**(x) — 0 as £ — co. Hence, we get

z(x) — 2(0) = /Ooo(z(m —u) — 2(0))F*(du) — 0

as £ — oo. O

Let f be a real valued function defined on [0,00). Then f is called
directly integrable if the following conditions are met. If we set

my(h) = infx_1)yn<a<kn f(2), Plus Mi(h) = sup(,_1)p<z<pn f(z) for
h >0, and s(h) = h)_, mg(h), S(h) = hY_, Mi(h), then s(h), S(h) are
absolutely convergent and we have limj_,o(S(h) — s(h)) = 0.

Theorem 4.6 (Renewal theorem). Assume that F' is a non-arithmetic
distribution function on (0,00) and y : [0,00) — R is directly integrable.
Then for any solution z of the renewal equation (7), we have that

1 oo
lim z(x :—/ y(u)du
Jim =)= [yt
holds with p = [~ xF(dx).
Proof. The definition of K gives [~ (K (z) — K(z —y))F**(dy) < {. For
any o > 0, there is £ > 1 such that F*(a) < 1. Then for 2 > o we have

t> /N(K(x) — K(z —y)F*(dy) > (1 - F*(a))(K(2) - K(z — a)).

By this inequality, for each fixed interval I, we get sup,~, K (I +t) < oc.
By Helly’s selection theorem there exists a sequence {t} and a measure
L on R such that limg_ ot = 00 and Ky, ((a,b]) = K((a,b] + ty) —
L((a,b]) at the continuity points of L. Let w be a continuous function
which vanishes on [0, a]. If we set z,(z) = [~ w(z — s)K(ds), we get

zw(ty + ) = /00 w(x — s)Ky, (ds) — /:)O w(z — s)L(ds) = ((x).

— 00
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Note that the function z,, satisfies the renewal equation
zw(ty + ) = w(ty + ) + / zw(t + 2 — s)F(ds).
0

The left hand side of the above equality tends to {(z) as k — oo, while
the right hand side tends to fooo ¢(x — s)F(ds) by bounded convergence.
Thus (¢ satisfies (8). Since ¢ is bounded and uniformly continuous, by
(8), we get ((z) = ¢(0). So L is a translation invariant measure and
therefore is a multiple of Lebesgue measure. Hence there exists § > 0
such that

K(tk) — K(tp — h) — Sh.

Further, note that
[ee]
- / K((ty — u, ta]) F(du) — By
0

implies 8 = i Owing to this fact, we obtain K(t) — K(t — h) — % as
t — oo. Since y is directly integrable, denoting by M, the supremum
and by m,, the infimum of y(u) on ((n — 1)h, nh], we have

0

S K ([t — nh, ty — (n— 1)h)) < 2(t) = / y(—u) Ky, (du)

— 0

<" MK ([t — nh, tx — (n— 1)h)).

By bounded convergence, the left and right tend to %Zlemn

and %Z;’ozl M, respectively, as k — oo. As h — 0, each side reaches
ifooo y(u)du. O

Lemma 4.7. Let f(x) be a nonnegative and non-increasing function
satisfying fooo f(z)efi®dr < oo for R > 0. Then f(z)e®® is directly
integrable on [0, 00).

Proof. For s(h) = h{f(h) + f(2h)ef" 4+ ...} and S(h) = h{f(0)efth +
f(R)e*Bh 4 ...} we have s(h) < [ f(z)ef"dz < oo and S(h) — s(h) =
hf(0)eR" + (e2B" —1)s(h), hence also limy_,o(S(h) — s(h)) = 0. O
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Theorem 4.8. If a distribution function F(x) on (0,00) satisfies the
Cramér-Lundberg condition and

T A / ¢ Tx(1 — F(x))dz < oo
¢ Jo
holds, then
. 1 Al
1' T u — 1 _ -~
dm e e () = on (1= =0)

Proof. By (4), we get

or what is the same

o) = 1—wm—A[ﬂ1—ﬂme

From this, it follows
x A “ *
W = S [ (1= FEe
0
“ r*(u—z))‘ r*z
+ [ E(u—=2)e P (1= F(2))dz.
0

Therefore the above is a renewal equation on e’ “£(u). We will now
apply the renewal theorem, Theorem 4.6, to this situation. For this,
note that the distribution %er*z(l — F(z))dz is non-arithmetic. Next, by
the Cramér-Lundberg condition we get [;~ 2(1 — F(2))e" *dz = 1, and
so we have

2/000(“ - (/Ou(l - F(Z))iz)d:du
= 20 P
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A [ erF—1
= - 1-F
2 |- ren S
1 AL
= —1—7
~a-2

Therefore we can apply the renewal theorem in order to get

lim e “&(u) = ! (1 - M)

U—00 wrr* c

O

Example 4.9. Let F/(z) = e~%/#. Then the Cramér-Lundberg exponent

o ¥ — 1 ey 1
is r* = Hence u*r*( L) = T BY
1

1+p°

C

u(+rp) and we have p* =

X.
Example 3.4, we must have e” “&(z) =

4.2 Asymptotics of ruin probability (heavy tailed
claims)

In this section we discuss the case when the tail of each claim does not
satisfy the Cramér-Lundberg condition. In recent years, big disasters
had occurred. These phenomena imply the necessity of discussing the
heavy tailed claims which cannot be treated by the Cramér-Lundberg ap-
proximation. A typical example of such heavy tailed claim is a regularly
varying tail. So, at first, we explain necessary basic facts on distribu-
tions with regularly varying tails. Then we talk about subexponential
distributions where the distributions with regularly varying tails are con-
tained (see Lemma 4.25(i)). For these subexponential distributions the
asymptotics of ruin probability can be easily derived.
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Regular variation
A measurable function ¢ : [0, 00) — (0, 00) is called slowly varying at

oo if for any y > 0 we have

Jm ()

We will use h(x) = log£(e”) in what follows.

Theorem 4.10 (Uniform convergence theorem). If a function £ is slowly
varying at infinity, then for any A > 0 we have

{(zy)
£(z)

lim sup

—1‘20.

Proof. We will verify supg<, <4 |h(z +u) — h(z)| = 0 for a given A > 0.
Choose € so that 0 < € < A and define

I, = [z,x+24],
E, = {tel,:|h(t)—h(z)| > %},
By = {t€[0.24]: bz +1) ~ h(x)| > 5}.
The sets F,,, E* are Borel measurable and |E,| = |EZ| (here | - | denotes

Lebesgue measure). By the definition of slow variation, for any y > 0 we
have lim; o 15:(y) = 0. Hence, the dominated convergence theorem
delivers |E%| — 0 as © — oo. This yields the existence of xg for which
x > xg implies |E;| < §. For ¢ € [0, A] we have I, NIy, = [x+c, 2+2A4],
while |I, N I;4¢| = 2A — ¢ > A for ¢ < A. In this way, for z > xg, we
obtain

|Eo U Egye| < |Ez| + |Epte| = [EZ| + [Eppcl < e < A
Hence, given ¢ € [0, 4] and = > o we get

[(Ip N Iy )\(Ey U Epye)| > 0.
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And we conclude J, = (I, N Iy )\(Fy U Eyy.) # 0. Since all t € J,
satisfies
h(t) = ()] < €/2
|h(t) — h(z+ )] < €/2,
at the end we get |h(z + ¢) — h(z)| <e. O
Lemma 4.11. If¢: [A,00) — (0,00) satisfies
lim £(zy)/l(z) =1

Tr—00

for any y > 0, then £ and h are bounded in any bounded interval suffi-
ciently far away from the origin.

Proof. By the uniform convergence theorem (Theorem 4.10) there is z
such that for all z > xy we have

sup |h(x 4+ u) — h(z)| < 1.
0<u<l1

Hence we get

=
B
A

1+ |h(l’0)| on [$07Qj0+ 1}7

=
B
A

n+ |h(zg)| on [xo,x0 + n].
O

Remark 4.12. Due to this lemma, a slowly varying function is inte-
grable on finite intervals sufficiently far away from the origin.

Theorem 4.13 (Representation theorem). A function ¢ is slowly vary-
ing at infinity if and only if it can be represented as

l(z) = c(x) exp{/w @du} (x >a>0),

where ¢ and e are measurable functions subject to lim,_, o c(z) > 0 and
lim, o e(x) = 0, respectively.
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Proof. Choose zq large enough so that ¢ is integrable in any finite interval
in [z, 00). For > g, h is written as

h(z) = /x+1{h(x) — h(t)}dt + /x{h(t +1) — h(t)}dt + /%0+1 h(t)dt.

Zo

Set e(z) = h(x + 1) — h(x). Then we have lim,_,o e(z) = 0. From the
uniform convergence theorem we get

; {h(x) = h(z + u)}du

1
< / sup |h(z) — h(z + u)|du — 0
0 0<u<l

/I i) - h(t)}dt‘

as  (z — 00). Set ¢ = [TT h(t)dt and d(z) = c+ [T {h(x) — h(t)}dt.
Then we have

h(z) = d(z) + /I e(t)dt,

[¢]

and so also
Ux) = ehllogz) _ d(logz) exp{/x Mdv}.
g v

O

Lemma 4.14 (Hamel equation). If a measurable function f satisfies
fle+y) = f(x)+ f(y) for all x,y € R, then there is ¢ € R such that f
is represented as f(x) = cx.

Proof. We omit the proof. We refer the interested reader to [3, 5]. O

Theorem 4.15. Let f :[0,00) = (0,00) be measurable. Suppose that

the limit Few)
. Yy
g(y) = lim
( ) T—00 f(g;)
exists for every y > 0. Then for some p € R we have g(y) = y° for
y > 0. Furthermore, there exists a function £ slowly varying at infinity
such that f(x) = xl(x).

>0
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Proof. For y, z positive, we have

flzyz) _ flzyz) flay)
fl@)  flry) f(2)

Therefore by taking limits we obtain g(zy) = g(2)g(y). Set h(z) =
log g(e*). Then for z,y € R we get

h(z +y) =logg(e”e’) =logg(e”) +logg(e’) = h(x) + h(y).

By Lemma 4.14, there is p € R such that h(xz) = pz. Hence, one has
gly) = Moz = yr.

For the second part, it is enough to define ¢(x) = f(z)/x”. In fact,
as we have

lzy) _ flay) o’
t(z) (zy)? f(x)
—of(zy)
T =1 (z— o00),
fa )
this function £ is slowly varying at infinity. O

Remark 4.16. A positive function near infinity which satisfies the sec-
ond part of the above theorem is called regularly varying at infinity
with exponent p.

Lemma 4.17 (Continuity theorem). For n € N, let F,, be a probability
measure on [0,00) and w, be its Laplace transform.

(1) If limy, oo wn(s) = w(s) for s > 0, then w is the Laplace transform
of a measure F with total mass not greater than 1 and lim,_,~ F,(x) =
F(x) for any continuity point x of F.

(2) If im,, o, F,(z) = F(x) holds for any continuity point x of a mea-
sure F' with total mass not greater than 1, then for s > 0 we have

lim,, 00 wn(s) = w(s).

Proof. See [3, page 431]. O
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Lemma 4.18 (Extended continuity theorem). For n € N, let U, be a
measure on [0,00) and w, be its Laplace transform.

(1) If for some a > 0 we get lim,,_,oc wy(s) = w(s) for any s > a, then w
is the Laplace transform of a measure U and it satisfies lim, oo Uy, (I) =
U(I) for any continuity interval I.

(2) If for any continuity interval I of U conditions lim,,_, . U,(I) = U(I)
and {wy(a)}n>1 s bounded are satisfied, then we have lim, o wy(s) =
w(s) for s > a.

Proof. (1) Choose sy > a. Note that U2(dx) = wy,(s9) "te™*02U,, (dz) is
a probability measure and its Laplace transform is wy, (s 4+ so)/wn(s0)-
By the continuity theorem, there exists a measure U° with total mass
not greater than 1 such that U0 converges to U°. Hence U,(dr) =
w(sp)e®o?UY (dx) converges to w(sp)e**U°(dx).

(2) Let t > 0 be a continuity point of U. Then one obtains

t

t
lim e_smUn(dx):/ e U (dx).
0

n—roo 0

Furthermore, we have
/ e U, (dx) < e*(sfa)t/ e~ U, (dz) < Ae~ =Dt 50 (s > a)
t 0

as t — oo, where A = sup,,w,(a). For U, a similar property applies.
Hence, one finally obtains lim,,_,cc wn(s) = w(s). O

Theorem 4.19 (Tauberian theorem). For a non-decreasing right con-
tinuous function U : [0,00) — (0, 00), the following properties

(1) U(z) ~ czPl(z)/T(1+p) (x— o0),

(2) Jig.00) €U (x) ~ es7PL(1/s) (s 10),

are equivalent; here ¢ is slowly varying function at infinity and c,p > 0.

Proof. Let w be the Laplace transform of U.

We first proof that (2) implies (1). By (2), one has “:J((Sst)) — P

as s — 0. Let Uy 4(z) = U(z/s). Then f}((é:)) and ¢~° are the Laplace
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Ul/s(dI) and z

transforms of the measures dx respectwely Applying

w(s) F(p)
the extended continuity theorem, one has that the measure o i)w) con-
verges to de. By the assumption, we obtain U(x) ~ cax”l(z)/T'(14p).
Reciprocally, by assumption we have lim, %((tf)) = t”. The

Laplace transform of U((t;)) is “’[(](7/:')3) and fo e td(t?) equals s~PT(p +
1). Dividing the interval of integration, we have w(l/x) < U(z) +
2% e 2" U(27z). We can choose xg so that U(2z) < 207U (x) for

x > xg. Thus we obtain U(2"z) < 2TV (x). Using this gives

<1+ Z —2 gnleHD) < oo,
Hence we get lim,_, o "J((JS(; :;") = s PT'(p + 1) by the extended continuity
theorem. By assumption (1), we finally have w(s) ~ ¢s™?(1/s). O

Subexponentiality

Define F' = 1 — F for a distribution function F on [0, 00).
A distribution function F' on [0, 00) is called subexponential if it
satisfies
lim F2*(z)/F(x) = 2.

T—r 00

We denote the class of subexponential distribution functions by S.
Lemma 4.20. For F € S the following two properties are satisfied.
(1) For any A > 0, we have

lim sup
T—0o0 OSQSA

S

(2) For any € > 0, we have

lim e F(x) = oc.
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Proof. For the first part, we fix ¢ € (0, ) in order to have

F¥(z) = 1-F>@)=1- /Oz F(z —y)dF(y)
= 1-F(z)+ /OxF(w —y)dF(y)

= F(z)+ (A +/tI)F(a:—y)dF(y)

> F(z) + F(x)F(t) + (F(z) = F(t))F(z — t).

Divide both sides by F(z). Since

F2 () +E) + (F(x) = F(t))F(x - t)

Fa) — F(x)

is satisfied, we have

(P;(S) -1- F(t))/ (F(x) = F(t) > F(Zf(;)t)

The left hand side of the above equality converges to 1 as x — co. One

Fla—t) < 1. Obviously we have Fla—t) > 1 and

has then limsup,_,

F(z) F(z)
therefore also o
lim 7F(jg —t) =
Since _ _
1< F&:—t) < F(E_A>
F(z) F(z)

holds for <t < A, the result follows.

Now we prove the second part. By (1), the distribution F(logu)
is slowly varying at infinity. By the representation theorem (Theorem
4.13), for any € > 0 we have

uF(logu) = el $%F(logu) — oo

as u — oo. O
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Lemma 4.21. Let F be a distribution function on [0,00). If F(z) >0
for any x > 0, then we have

Fn*( ) S

lim inf

Proof. Note that F™*(z) < F™(z) holds by (6). Therefore we have

Fj*(x)>17F” ZF]“ n (r — 00).
Fz) k=0

Lemma 4.22. If F € S, then for every n > 1 we have

lim F*(z)/F(z) =n

Tr—00

Proof. We show the result for n = 3. First note the equalities

¥z = 1— : (2 —
1— F3*(z) 1 /OF (x — y)dF (y)
1 F@)+ / {1— F> (2 - y)}dF(y),

1— F3* T1—-F*@a—y)1-F

oy @)1= Fa—y)
1—F(z) 0o 1-Fl@-y) 1-F(z)

By subexponentiality of F' and Lemma 4.20 part (1) the integrand on

the right hand side of the latter equality tends to 2 for any y > 0 as

x — 00. We have for ¢ € (0,z) then

1*F2*xfy)1—F(x Y)
/ / —y) 1-F(a) dF (y) (9)
— F2*( ) F(ac—t )
fi‘iE@ 1= Fly) 1-F) +K/ 1, T o),

here K = sup,~g %2*@%’) < 00. Our goal is to find the limit of (9) in

2%
order to get an upper bound. Since we have lim,_, FF (i“)”) = 2 and
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_ 2%
Ff (z) < 2, we obtain sup L(y) — 2 as £ — oco. Moreover,
F(IE) z—t<y<z 1- F(y)
we have
"1-Fz—y)
< [ .
Ft) < /O T~ F@) dF(y)
1-F(zx—vy)
< sup ————=F(t) = F(t
< S T F0 = Fl
and
"1-Fa—y) F(z) =141 F*(x)
/0 = F@) FW) ) A

Hence, we get

/tx 1IF(Iff(;)wdF(y) 51— F(t)

as ¢ — 0o0. By letting  — oo, the right hand side of (9) converges to
2F(t) + K(1 — F(t)). Next, by letting ¢ — oo, this term converges to 2.
With Lemma 4.21 at hand we conclude

1— F3*(z)

— — 0.
1= Fl2) 3 as r—

O

Lemma 4.23. If a distribution function F on [0,00) is subexponential,

then for any € > 0 there is K > 0 such that for all x > 0 we have
Fro(z)/F(z) < K(1+e)", n=2,3,....

Proof. Define o, = sup, F"*(z)/F(x). Then we have

Fori(e) [T1-FM(e—y)
@) 1+/O —F@) W)
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¢
< 1+ — _F(dy) +
s T Em
1-F"(@—y)l1-Fx—y)
+ F(d
o 1-Fa-y) 1-F(x) (dy)
1
< - -
< 1+17F(M)+
1—F"*
+sup ———~— / )F(dy)
x 1-F z>M
< 1+¥+ (14¢)
= 1—F(r) T T

Where we have used that |sup,s ;s [y %%)Z’)F(dy) — 1] < e works for

sufficiently big M. Therefore we conclude

Qng1 < (1 + —(1 4t

m)?

O

Lemma 4.24. Let F be a subexponential distribution function on [0, 00).
Assume that the power series Y .- a,s™ is analytic at s = 1, where
an >0, n=0,1,2,... and satisfies Y .- an, = 1. If we set G(z) =
Yoo g anF™* (), then we get

.TI
g na,,.
ac—>oo F JJ

Proof. The result is obvious from Lemmas 4.22, 4.23 and the dominated

convergence theorem. O

Lemma 4.25. Let F' be a distribution function on (0, 00).

(1) If 1 — F(z) ~ x=PL(x) for a function ¢ slowly varying at infinity,
then F € S.

(2) If F satisfies the Cramér-Lundberg condition, then F ¢ S.
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Proof. (1) Assume that the two positive random variables X; and Xs
are independent with common distribution function F. For any € > 0
we have

+P(Xy > ez, X > €2)
~ 201 =€) P2 PU(2) 4+ {e P2 PU(2))2.

Hence, one obtains limsup,_, % < 2(1 —€)~”. Since € is

arbitrary, the inequality
lim su PG EXy 2 2)
z—)oop P(Xl 2 Z) o
follows. On the other hand, using P(X; + X2 > 2) > P(X; > z) +
P(X3 > z) — P(X; > 2z,X3 > z) we have
lim inf PG+ X5 = 2)
z—00 P(X, > 2)
(2) If F € S, then by Lemma 4.20, part (2), for any € > 0 we have

e““F(r) — oo as © — o0o. So, for every R > 0, we get fooo efte (1 —
F(z))dz = 0o, which leads to a contradiction. O

Finally we have the following characterization of the ruin probabil-
ity. Recall that we have assumed ﬁ >1,ie., p>0.

Theorem 4.26. Let F' be a distribution function on (0,00) with mean

1< oo. Then H(z) = [} %(y)dy € S implies

E(u) ~ %F(u) as u — oo.

Proof. By Theorem 3.3 we have

PN~ (W)
E(u) = .
(u) L+pi= (1+p)"
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By Lemma 4.24 we conclude

P no =
Eu) ~ H(u
1
= —-H(u
5 ()
as u — 00. O

In contrast with the light tail case, using the previous theorem, we

easily obtain the behavior as u — oo of £(u) if F is regularly varying at

infinity.
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Resumen

En este articulo describimos los conceptos bésicos relacionados a seguros
que no sean de vida y luego explicamos procesos de riesgo. En particu-
lar, tratamos al detalle el comportamiento asintético de la probabilidad
de que un producto sea declarado en ruina. Como es suponible, el com-
portamiento en el horizonte depende de la cola de la distribucién de las
primas.
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