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Clasificacién de foliaciones elipticas
inducidas por campos cuadraticos reales
con centro

Liliana Puchuri'?

Setiembre, 2015

Resumen

En el estudio del problema infinitesimal de Hilbert se encuentra inmersa
la tarea de analizar la existencia y de acotar el numero de ciclos limite
de una perturbacién lineal de campos hamiltonianos. Como existe una
clasificacién de campos cuadraticos reales con centro en R2?, podemos
asociar campos complejos en C? que inducen una foliacién en P2. El
objetivo de este trabajo es clasificar aquellas foliaciones en P? inducidas
por estos campos cuadraticos que sean fibraciones elipticas, es decir,
aquellas cuyas curvas de nivel sean de género uno.

MSC(2010): 34CO7.

Palabras clave: Ciclos limite, decimosexto problema de Hilbert, foliaciones

elipticas.
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Liliana Puchuri

1. Introduccién

La teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales nacié con los trabajos
de Poincaré y Liapunov a finales del siglo XIX y en los inicios del siglo
XX. En el problema infinitesimal de Hilbert se observa que via pequenas
perturbaciones de un campo se puede obtener ciclos limites en el campo
perturbado. Este problema esta relacionado con la existencia de ciclos
limite; por ello, es importante saber cuiando un campo posee un cen-
tro, circunstancia referida como el problema del centro. Este problema
fué resuelto por Poincaré para campos polinomiales. Posteriormente Lia-
punov lo generalizé para campos vectoriales analiticos. Por el teorema de
clasificacién de campos vectoriales polinomiales reales con centro, todo
campo polinomial con una singularidad no degenerada con centro posee
una integral primera de uno de cuatro tipos: reversible, Lotka-Volterra,
de codimension cuatro o hamiltoniano. Debido a que todo campo poli-
nomial real induce un campo polinomial complejo, podemos inducir una
foliacion compleja en el espacio proyectivo complejo de dimensién dos.
Se prueba que tales foliaciones inducidas poseen una integral primera
racional cuyas curvas de nivel son curvas algebraicas complejas.

En el presente trabajo reproducimos los resultados obtenidos por
Gautier [6] para el caso Lotka-Volterra mediante la teoria de foliaciones
holomorfas. Ademds, debido a una imprecisién en la prueba original
de Gautier, presentamos nuevos ejemplos de foliaciones elipticas para
este caso. Por otro lado, probamos que en los casos hamiltoniano y de
codimensién cuatro, las curvas de nivel siempre son de género uno. En el
caso reversible, via mapeos birracionales, las curvas de nivel estan dadas
por curvas hiperelipticas. En este caso, es facil calcular el género de las
curvas, puesto que el género es invariante por mapeos birracionales.

2. Preliminares

Toda ecuacién diferencial cuadratica para la cual el origen es una
singularidad no degenerada de tipo centro puede ser llevada mediante

12 Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430



Foliaciones elipticas inducidas por campos cuadrdticos reales con centro

un cambio de coordenadas a la forma

Y+ a2,0332 + a2y + ao,2y2

(2.1)
—2 + by ox? + by 12y + bo 2y

x =
r_
y_

Lema 2.1. La ecuacidn diferencial cuadrdtica (2.1) puede ser escrita
en coordenadas complejas como

2 = —iz+ Az® + B2z + C72, (2.2)
para A, B,C € C.

Demostracion. Ver [8]. O

2.1. Ecuaciones diferenciales cuadraticas con centro

El problema del centro para campos cuadraticos reales fue conside-
rado por primera vez por Kapteyn [7]. En [7], se exhibe un conjunto de
condiciones algebraicas sobre los coeficientes de (2.1) para que exista un
centro en el origen.

Teorema 2.2 (Kapteyn [7]). El sistema (2.1) tiene un centro en el
origen st y solamente si una de las siguientes condiciones

1. azp +agp2 =0,
2. a1,1 = boo =0,
3. 0=aj,;1 —2byo = —b11 +4azo+ dap2 = bg’o + a2,0a0,2 + 2a(2)’2,
4. —big —2a20=a11 —2by =0
es satisfecha. |
Por el lema 2.1, la ecuacién (2.1) puede ser llevada a la forma
2 = —iz+ Az® + Bzz + CZ2, (2.3)

y asi tenemos diversos casos que considerar.

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430 13



Liliana Puchuri

Cuando B=A =0y C # 0, por medio de rotaciones y dilataciones
podemos considerar C' = 1. De esta manera (2.3) se convierte en

!

2 = —iz+ 7% (2.4)

Cuando B = 0y A # 0, nuevamente por medio de una rotacién
podemos limitarnos a tratar A = 1. Luego (2.3) toma la forma

2 = —iz+ 2%+ CF (2.5)

Cuando B # 0, por medio de una homotecia y una rotacién podemos
considerar B = 2, y (2.3) toma la forma

2 = —iz+ AZ® + 222 + CF2 (2.6)

Si aplicamos el teorema 2.2 a lo observado anteriormente obtenemos
la siguiente informacion.

Proposicion 2.3. Con la notacion de arriba, el origen es un centro
de la ecuacion (2.3) justamente cuando por medio de una rotacidn o
homotecia una de las siguientes condiciones es satisfecha:

1. A=B=0,C=1;

2. B=0,A=1;

3. B=2, A=—-1,C ¢R;

4. B=2, A,C €R;

5. B=2 A=4,|C|=2,C¢R. O

Teorema 2.4 (Kapteyn [7]). Existen cinco tipos de sistemas cuadrdticos
con centro:

Hy: 2/ = —iz + 22 (hamiltoniano 1);
QL 2 = —iz+ 22+ Cz%, C € C (Lotka Volterra generalizado);

H: 2/ =—iz+ —22+222+Cz? C € C\R (hamiltoniano);

14 Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430



Foliaciones elipticas inducidas por campos cuadrdticos reales con centro

QF: 2/ = —iAz + 422 + 222+ CZ2, A,C € R (reversible);
Qu: 2 = —iz+422+2224+CZ?, |C] =2,C € C\R (codimensién 4). O

El lector interesado puede consultar [8] para la prueba del siguiente
teorema.

Teorema 2.5. Si la ecuacion (2.3) posee un centro, entonces ésta posee
una integral de la forma

1. Py e Rlz,y] (caso H y Hy);
2. zPyl(az + by +¢)", p,q €7Z, a,b,c €R (caso QF);

3. aP(y® + Pa(2))?, ¢ €N, p,q € Z, P> € R[z,y] (caso QF);

P3(.’L‘7 y)2
4. —=—""— P3; eR[z,y] y P, € Rlz,y| (caso Q4).
La notacion P; € Rz, y] indica que P; es un polinomio de grado i. O

Diremos que una integral primera es de tipo 2 (respectivamente
de tipo 3) si tiene la forma dada en el {tem 2 (respectivamente {tem 3)
del teorema 2.5.

2.2. Formula de Cerveau-Lins Neto

En esta seccion presentaremos una formula para calcular el género de
una curva irreducible invariante por una foliacién mediante herramientas
de la teoria de foliaciones. Esto se efectiia por medio de un cierto indice
a lo largo de una curva.

Definicién 2.6. Sean U C C2?, V C C abiertos con 0 € V, X un
campo vectorial en U y f : U — V una funcién holomorfa. Diremos que
C = f71(0) es invariante por X cuando satisface

df,(X(q)) =0, paratodo g€ C.

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430 15
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Teorema 2.7 (Parametrizacién de Puiseux). Sea S = {(z,y) € U C
C?%: f(x,y) = 0} una curva irreducible que pasa por (0,0) € C? distinta
a los ejes coordenados. Entonces existe un germen holomorfo 0 : V. C
C — U, con V wvecindad de 0, definido como

0(z) = (=™, 2"u(z)),
tal que
e u es holomorfa con u(0) # 0;
o se tiene f(0(z)) =0, para todo z € V;
o my(f) =min(m,n) es la multiplicidad de f en (0,0); y
o cziste un disco D C C tal que 0 : D — (D) C S es un homeomorfis-
mo y 0|p\ 0} es holomorfa.
Demostracion. Para la prueba ver [5, p. 30]. O

Ejemplo 2.8. Sea X : R? — R?, X(z,y) = (qz,py), donde p,q € Ny
med(p, ¢) = 1. Consideremos la curva

C = {(z,y) € C*: zP = y7}.

Claramente, para f(z,y) = 2P — y? se tiene C' = f~1(0) y C resulta
invariante por X. Ademés, a : (C,0) — (C2,(0,0)) definida como a(t) =
(t9,tP) es una parametrizacién de Puiseux de C.

La siguiente proposicién, que puede ser encontrada en [2], nos ayuda
a definir un indice que se presta para calcular el género de una curva
algebraica irreducible.

Proposicién 2.9. Sea X un campo definido en un abierto U C C2, S
una subvariedad invariante de dimension 1 y p € S una singularidad
aislada de X. Consideremos ademds una parametrizacion de Puiseux
a:V — U en un dominio V. C C que contiene p. Entonces existe un
unico campo vectorial holomorfo X1 en D que cumple

da-X1=Xoaqa.

16 Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430



Foliaciones elipticas inducidas por campos cuadrdticos reales con centro

En la proposicién anterior, dado X1 (t) = )_;s,, ait’, con an, # 0, el
valor i,(X,S) = m es llamado indice a lo largo de la curva S de X
en p.

Ejemplo 2.10. En el ejemplo 2.8 tenemos
X(a(t) = tgtt=", ptr=1) = ta’ (£) = o' (£) X (£).

Al adoptar la notacién de la proposicién 2.9 se cumple X;(t) =t y asi se
tiene i,(X,C) = 1.

Proposicién 2.11. Sea F una foliacién en P? dada en coordenadas
(x,y) de C? por una forma polinomial w = Pdy — Qdx. Para una sin-
gularidad p de F|cz y B una rama local invariante por F que pasa por
p, sea ™ una explosion en p. Consideremos B' = n*B, E = 7~ Y(p) y
p' € EN B’. Entonces se tiene

i (F.B) = iy (m*F,B') + my(B)(vp(F) — 1), sim es no-dicritico
P iy (T*F, B") + my(B)vy(F), st es dicritico.

O

Teorema 2.12 (Cerveau y Lins-Neto [4]). Sea F una foliacion sobre
P? de grado d y C una curva invariante por F de grado m. Entonces se
cumple

X(C)+m(d—1)=Y" > ip(F1,B), (2.7)

peC BeC{p}
donde X(C') es la caracteristica de Euler del normalizado de C y C{p}
es el conjunto de ramas que pasan por p. O

2.3. Fibraciones en superficies complejas compactas

Sea X una superficie compacta y S una superficie de Riemann com-
pacta. Diremos que f : X — S es una fibracién si f es un mapeo
holomorfo.

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430 17
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Ejemplo 2.13. Sea F la foliacién en P? inducida por dF, donde F :
P? —-» P! est4 dada por

X3
F(X:Y:Z]) = .
En este caso F posee una unica singularidad p = (0,0). El proceso de
desingularizacién de F estd dado (ver [8, ejemplo 4.13]) por tres explo-
siones 7 = 71 o my 0 w3 : P2 — P2. Ya que se tiene

F5(s,t) = Fom omoms(s,t) =s,
el mapeo f = Fon: P2 — P! es holomorfo.

Diremos que f : X — S es una fibracién racional (respectiva-
mente eliptica) si f es una fibracién tal que todas sus fibras poseen
género cero (respectivamente, fibras conexas de género uno) salvo por
un nimero finito de ellas. Observemos que la funcién f del ejemplo 2.13
es una fibracién racional.

Sea F una foliacién en P2. Diremos que F es una foliacién eliptica
cuando posee una integral primera F : P? --» Plge modo que si 7 : P2 —
P? es la desingularizacién de F, entonces For : P2 — P! es una fibracién
eliptica.

En adelante pondremos gén(C) para aludir al género de la curva C.

2.4. Foliacion reversible y de Lotka-Volterra

Un cambio de variables en C™ es un mapeo polinomial

f:(flvafn)(cn_}(cn

tal que cada polinomio f; es de grado 1 y f es una biyeccion.

Diremos que una foliacién F en P? es de tipo 2 (respectivamente
de tipo 3) si existe un automorfismo T' : P2 — P? tal que T*F posee
una integral primera de tipo 2 (respectivamente de tipo 3).

Diremos que una foliacién F en P? es reversible (respectivamente
Lotka-Volterra) si F posee integral primera de tipo 3 y no de tipo 2

18 Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430
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(respectivamente si F tiene una integral primera de tipo 2 pero no de
tipo 3).

3. Foliaciones de codimensién 4 y de tipo ha-
miltoniano

En el teorema 2.4 vimos que en el caso de codimensién 4 el sistema
queda simplificado a

Qu:7 = —iz+ 422 + 222+ C72, |C] = 2,
mientras que en el caso hamiltoniano tenemos
H :2 = —iz—|—22, o
H:2 =—iz+—-22+2224+C7%, C eC.

Proposiciéon 3.1. Los casos hamiltoniano (H y Hy ) y el de codimension
cuatro (Q4) poseen integrales primeras cuyas fibras genéricas son curvas

elipticas.

Demostracion. En el caso H; el campo cuadrético 2/ = —iz + 22 po-
: . 1—3(z% +y?) + 2y(32% + 2

see integral primera f(z,y) = (z"+y )6 yBa+y ) Luego, la

foliacién F inducida por H; en P? posee una integral primera de la forma

73 —3(X2+YHZ +2Y(3X2 +Y?)
623

Dado ¢ € C, sea F, la fibra de F. Entonces se tiene

. dF. OF. OF.
Sing(Fe) = {8X o9y 0z 0} =0,

cuando ¢ # 1/6,1/12, es decir, en tal caso F, es una curva regular. En

F(X,Y,Z) =

particular F. es de género uno.
Anélogamente, en el caso H y el de codimensién 4 se prueba direc-
tamente que las fibras genéricas son regulares. O

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430 19
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4. Clasificacion de foliaciones reversibles

Comenzamos observando que toda foliacién reversible F posee una
integral primera holomorfa de la forma

fla,y) = 2P(y* + P(x))7, (4.1)

donde q € N, p € Z* y P(z) = ax® + bz + c satisface b? — 4ac # 0. En
efecto, si b> — 4ac = 0, entonces podemos escribir P(x) = (z — \)? y
con ello ¥ + P(z) = y?> + (x — N\)? = (y —i(x — \))(y + i(x — \)). Esto
implicarfa f(z,y) = 2P(y — i(x — A))%(y +i(z — X)) con lo que F seria
de tipo 2; una contradiccién.

En esta secciéon probaremos el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Una foliacion reversible es eliptica si y solo si bajo un
cambio de coordenadas afines posee una integral primera de la forma

f=a3y*+ax® +bx +¢), f=2@*+az® +br +c),
f=a2732y? + az® + bz + ¢), =222 + az? 4+ bz + ¢),
f:x_4(y2+ax2+bx+c), f=2*@*+az? +bx +c),

— 23y 1 b + ©), F=a"2302 + az® + ba),
—:U_4/3(y + az® 4 bx), f=a72B2 +bx+c),
f=a2"%3y? + az® + bx), f=a" 82 + bz +c),
—:U_5/4(y + ax® 4 bx), f=a734y? + bz +c),

=274 (y? + az® + bx), f=a"Y4y2 + bz +c),
—m_5/2(y + ax® + bx), f=a"2(2 + bz +c),

f
f=a W2 ta), keZ—22, f=a‘Ti@?+a), keZ- 3L

4.1. Resultados preliminares

Para simplificar los calculos en el caso de las foliaciones reversibles,
estudiemos por separado los casos p > 0y p < 0.

20 Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430
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Si p < 0, la integral primera toma la forma

(y? + az? + bz + c)4
b1

f(x,y) =

y b1 = —D.

Sea C; = {(z,y) € C%: (y? + ax® + bz + )9 = taP1}. Ademés si t; € C*
satisface t7 = ¢, consideramos la curva

Ci, ={(X,Y) €C*: Y +aX? + bX 9+ c =t X"},

Lema 4.2. Sea ¢ : C2 — C? definida por ¢(X,Y) = (z,y) = (X,Y).
Entonces ¢|c,, es una biyeccion entre Cy, y Cy.

Demostracion. Probaremos primero que el mapeo ¢|¢, es inyectivo. Sean
(X1, Y1), (Y1,Ys) € C, sujetos a p(X1, Y1) = ¢(Xa, Ys). Entonces se tiene
X=X Y, =Yoy XP' = t7 (YR 4+aX 40X +¢) = t7 (YR +a X'+
bXJ + ¢) = XI'. Por otro lado, la condicién med(p1,q) = 1 implica que
existen enteros m,n € Z tales que mp; +ng = 1. Al tenerse X' = X2*
vy X{ = X1 sepasaa

mp+n mp+n
Xy = X[ = X = X,

con lo que ¢|¢, resulta inyectiva.

Ahora veamos que ¢|c,, es sobreyectiva. Sean (z,y) € Cy y X € C
tales que X% = x. Entonces se tiene (X,y) € Ct, v ¢(X,y) = (x,y), es
decir, Cy C ¢(C},). Reciprocamente, para (z,y) = ¢(X,Y) = (X9,Y),
donde (X,Y) € Cy,, tenemos

(y? +ax? +br+ )= (Y? +aX? +bX7 +¢)9 = tI(XP1)? = tazP?,

y as{ también (x,y) € C;. O
SeaU={[X:Y:Z]€P?:Z#0}y¢:U—-C*%[X:Y:2Z]—
(%,%) = (z,y). Pongamos

(Y2 +aX?+bXZ +cZ?)1
72q9—p1 X p1 ’

F(X,Y,Z) =

para el homogeneizado de f.

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 11-45, ISSN 2305-2430 21
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Proposicién 4.3. Sea ® : P2 — P? dada por [X : Y : Z] — [X7:
Y ZP=t: ZP]. Con la notacién del lema 4.2 se cumple lo siguiente.

e El mapeo racional F satisface fop=¢oF.

o Sean C} y C}, las curvas homogeneizadas de Cy y Cy,, respectiva-
mente. Entonces ®|cx : Cf --+ Cf es un mapeo birracional.

o Ll género gén(Cy), gén(Cy) de Cf, Cf,, respectivamente, coincide.

Demostracion. El item 1 es trivial. Por el lema 4.2 tenemos que ¢ :
Cy — (O, es biyectiva. Asi ®
es decir, se cumple la segunda propiedad. Como el género es invariante
por mapeos birracionales, se sigue la tercera parte. O

c; + Cf --» Cf es un mapeo birracional,

Por otro lado, si tenemos p > 0, la integral primera de F, dada
en (4.1), toma la forma

f(z,y) = 2P(y* + az® + bx + ).
Andlogo al caso p < 0, dado t € C*, consideremos la curva de nivel
Cy = {(z,y) € C*: 2P(y* + ax® + bz + ¢)? = t}.

También, para t; € C* con t{ = ¢, consideramos

Ciy, ={(X,Y) € C*: XP(Y? +aX? +bXT 4 ¢) = t1}.
Asi como en el lema 4.2, tenemos el siguiente resultado trivial.
Lema 4.4. Sea ¢ : C?> — C2, dado por p(X,Y) = (X4,Y). Entonces

¢le,, : Cy — Cy

es un biholomorfismo. En particular se tiene gén(Cy) = gén(Cy, ). O

Gracias al lema 4.4, podemos considerar sin pérdida de generalidad
flx,y) = 2P (y® + ax®? + ba? + ¢) y C; = {(z,y) € C*: 2P(y* + ax® +
bx? + ¢) = t}. Ademds, cada vez que hagamos mencién al género de C;
nos referiremos al género de la curva homogeneizada.

Estudiaremos por separado los siguientes casos:
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Caso I: a 20y c # 0 (seccién 4.2),
Caso II: a #0yc =0 (seccién 4.3),
Caso IIl: a =0y c#0 (seccién 4.4),

Caso IV: a=0yc =0 (seccién 4.5).

4.2. Casol:a#0yc+#0

Como comentamos en la seccién 4.1, trabajamos con f(x,y) =
2P(y? + 229 + bz? + ¢). Ademds, dado que se tiene a # 0, por medio

x
del cambio (z,y) — ( y |, podemos suponer directamente

Va’
fla,y) = 2P (y* + 2 + ba? + o).
Ahora consideraremos las posibilidades p < 0, p > 0 pary p > 0

impar.

4.2.1. Subcaso p <0

Como vimos en la seccién 4.1, es suficiente calcular el género de
Cy = {(z,y) € C? : y?> + 227 + bx¥ + ¢ = tzP}. Observemos que C; es
una curva hipereliptica, esto es, cumple

Ci={(z,9) €C?*:y? = (x —a1)(z —az)...(z —an)}.

En este caso, es sabido que el género de la superficie puede ser
calculado explicitamente.

Teorema 4.5. La superficie de Riemann S, asociada a una curva de
ecuacion

V= (r—a)(r—az)...(x —ay),

n—1
donde a; € C son distintos, tiene género {[ 5 ]]
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Demostracion. Para la prueba ver [9], pagina 110. O

En consecuencia, para calcular el género de C; debemos hallar las
multiplicidades de las raices de Q(z) = 27 + bx? — tz~P + c. Para ello

ofrecemos el siguiente lema.
Lema 4.6. Parat génerico, las raices de Q(z) son diferentes y no nulas.

Demostracion. Sea c; € C una raiz de Q(x). Entonces tenemos Q(x) =
229 — bzl +tz P — ¢ = (z — ¢1)™Q1(x), con Qi(c1) # 0, para cierto
m > 0. Como se tiene Q(0) = —c¢ # 0 logramos ¢; # 0. Por otro lado, se
tiene

QT +c1) =" (T+c1) =aZ+..., (4.2)
) _
donde a = —( 1q) e b(?) cf + ( lp> te; P, De la ecuacién (4.2),

dado que t es genérico, obtenemos « # 0 y asf concluimos que Z™Q1(Z +
cl) es igual a aZ mas términos de orden superior. Esto implica m = 1, es
decir, que las raices de Q(z) son genéricamente diferentes y no nulas. [

Lema 4.7. Para t génerico, sea
Cy = {(z,y) €C? : y* = —2?7 — ba? +tz™P — c}.

Entonces Cy tiene género 1 dnica y exclusivamente si (p,q) es igual a
(-3,2),(-1,2),(—4,1) o (=3,1).

Demostracion. Sea t genérico. Por el lema 4.6, las raices de Q(z) =
—127 — bx? +tx~P — ¢ son diferentes y no nulas, es decir, se tiene Q(z) =
(x —a1)(z —az2)...(x —ay), donde

2q7 si 2q 2 2

d = deg(Q) = { (4.3)

—p, si—p > 2q.

En consecuencia, por el teorema 4.5, se tiene gén(Cy) = 1 si y solo si el
grado de @ es 3 6 4. De (4.3), se desprenden dos posibilidades.
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Si 2¢ > —p entonces deg(Q) = 2¢. Luego, se tiene gén(C;) = 1
siysolosi2g =364,2¢ > —py med(p,q) = 1. Asi, en este caso,
(p,q) = (=1,2) 0 (=3,2).

Si —p > 2q tenemos gén(Cy) = 1 si y solosi —p = 364, —p >
2q y med(p, q) = 1. Por lo tanto, (p,q) = (—=3,1) o (—4,1). O

Podemos resumir el calculo anterior en el siguiente resultado.
Teorema 4.8. Sea F una foliacion en P? con integral primera

(y? + 22 + bx + ¢)4
x—P

flz,y) = , —p>0yc#0.

Sea Cy una curva de nivel genérica de f. Entonces se tiene gén(Cy) =1
st y solamente si la foliacion F posee una integral de la forma

o = :v*?’(y2 + 22 +bx+c),
o [= z74(y2 + 22 +ba:+c),
o f=a"2(y? +2%+bx+c),
o f=a3(y> +a? +bx+c). O
4.2.2. Caso p>0y p par

Para p par, digamos p = 2k, con k € N se tiene

:Up(y2 + 227+ b + c)—t= (mky)2 4 P29 4 PPt oo —
Para 9 (x,y) = (z,2"y) tenemos ¢ (C;) = C}, donde

C) = {(x,y) € C? : y* + 2PT29 4 baPT 4 caP = t}.

En este caso ¢ : Cy --+ C] es un mapeo birracional y se tiene gén(Cy) =
gén(CY).

Lema 4.9. Para t génerico, las raices de xPT29 — bxPt9 —ca? —t = 0
son diferentes y no nulas (esto incluye el caso ¢ =0).
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Demostracion. En la demostracién del lema 4.6 vimos que —x29 — bx? +
txP — ¢ posee raices diferentes y no nulas para ¢ genérico siempre que
se cumpla ¢ # 0. Pero como se tiene Q(z) = xPT24 — bgP+e — caP — ¢t
(t € C*, significa t # 0), el resultado se sigue sin necesidad de la hip6tesis
c#0. O

Lema 4.10. Con la notacién anterior la curva Cj tiene género uno si
y solo si se cumple (p,q) = (2,1).

Demostracion. Sea Q(x) = xP+29 4 bxPT4 + caP — t. Por el lema 4.6, el
polinomio Q(x) tiene raices distintas y no nulas para t genérico. Luego,
se tendra gén(CY) = 1 si y solamente si 2¢+p = 3 0 2¢+p = 4. Como p es
par, ello solo es posible si 2¢ +p = 4 y asi obtenemos g =1y p=2. O

4.2.3. Caso p >0y p impar
En este caso se tiene p =2k — 1, k € N, y con ello obtenemos

(2P +/2y)?

2 2 _ 2 _
P (y +xq+bxq+c)—t_< pores +$q+bxq+c>xp—t—0.
Con ¢(z,y) = (z, 2+ %y) se tiene ¢(Cy) = Cf, donde Cy = {(z1,1) €
C2:y? 4 a7 opgP T gt — ¢}, Nuevamente o : Cf - C)

es un mapa birracional y se cumple gén(C}) = gén(Cy).

Lema 4.11. Parat genérico, la curva C} tiene género uno si y solamente
si (p,q) = (1,1).

Demostracion. Por el lema 4.9 tenemos que para t genérico la ecuacion
3P 4 g TP 4 ca? — ¢ tiene raices distintas y no nulas. Luego se tiene
gén(Cy) =1siysolosi2¢+p=2o02¢+p=3. Como p es impar y se
cumple p > 0, g > 0, ello puede darse exclusivamente con 2q +p = 3,

cuya unica solucién positiva es (p,q) = (1,1). O

Observacién 4.12. En los lemas 4.9 y 4.11 no hemos usado el dato
¢ # 0. Luego, los resultados aplican también con ¢ = 0. Esto es, si

C:y? = —aPT20 _pgPt9 4t p,g >0,
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cuando p,q son relativamente primos, para ¢t € C* genérico se tiene
gén(C) =1 si y solamente si (p,q) = (1,1) o (1,2).

Lema 4.13. Sea p > 0. Para t génerico consideremos
Cy = {(z,y) € C* : y* = —2®1 — b + ta¥ — c}.

Entonces Cy tiene género uno si y solamente si la foliacion F posee una
integral de la forma

. f:x(y2+x2+bx+c) 0

of:x2(y2+x2+bx+c). (]

4.3. Casoll: a#0yc=0

Al tenerse a # 0 podemos suponer sin pérdida de generalidad que
la integral primera es de la forma

2P (y? + 221+ ba?), peE€Z,qeN. (4.4)

Nuevamente, estudiaremos los casos p > 0, p < 0 par y p < 0 impar por
separado.
4.3.1. Casop>0

Por la observacién 4.12, la curva C; es eliptica si y solamente si se
tiene (p,q) = (1,1) o (2,1).
4.3.2. Caso p< 0y p par

Sea —p = 2k para algiin k € N. Escribamos C; = {(z,y) : v* +
az?? + bxd = tz~P}. Para calcular gén(C;) necesitamos establecer antes
tres lemas.

Lema 4.14. Si p es par y estd sujeto a —p < q, entonces se tiene
gén(Cy) =1 si y solo si (p,q) = (—2,3).
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Demostracion. Sea(x,y) = (x,x*y). Es facil probar que para t genérico
¥ : C! — C; es un biholomorfismo, donde C} = {(z,y) € C? : y* +
P24 4 brPT9 = t}; lo cual lleva a gén(C]) = gén(C;). En consecuencia
las hipdétesis del lema implican que deg(C’) = p + 2q es par y que se
satisface ¢ < p + 2¢. De esta manera se tiene gén(Cy) = 1 si y solo si se
cumple p + 2q = 4, ¢ < p + 2q, para p, g relativamente primos. Esto es
posible solo con (p,q) = (-2, 3). O

Lema 4.15. Para —p > 2q, con p par, se tiene gén(Cy) = 1 si y sola-
mente si (p,q) = (—4,1).

1
Demostracion. Sea (z,y) = (*,y) y
x
C)={(z,y) €C? 1 y® +27207P 4 bg™ 9P = ¢t}.

Entonces ¢|c, : C; --» C} es un mapeo birracional; lo cual implica
gén(Cy) = gén(C}). De esta manera se tiene gén(Cy) = 1 si y solo si
—-p—q=30—-p—q=4, conp <0 pary med(p,q) = 1. Por lo tanto se
obtiene (p,q) = (—4,1). O

Lema 4.16. Si se cumple ¢ < —p < 2q, con p par, entonces se tiene
gén(Cy) =1 si y solo si (p,q) = (—4, 3).
Demostracion. En este caso, consideremos los mapeos racionales

Yo =(Gy) v o) =@y)

Para
) ={(z,y) €C? : y® + 29 + b=t P71},

se tiene que ¢ o P|c; : Cf --» Cy es un mapeo birracional. Al cumplirse
gén(Cy) = gén(C}) se tendrd gén(Cy) = 1 si y solo si ¢ =3 0 ¢ =4, con
—q <p=2k <2qymed(p,q) =1. Asi (p,q) = (—4,3). O

Podemos poner toda esta informacién dentro de un tinico resultado.
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Proposicién 4.17. Sea C; = {(z,y) € C? : y* = —227 — ba? + taP — c}.
Entonces para t genérico la curva Cy tiene género uno si y solamente si
la foliacion F posee una integral de la forma

(e) f=a(y?*+22+bax+c),
) f:x2(y2+:102+ba:+c),
(®) f=a2(y?+2> +ba+c)’,
(h) f:x_4(y2+x2+bx+c),

i) f:x_4(y2+x2+b:v—|—c)3. O

4.3.3. Caso p <0y p impar

Pongamos p = 2k — 1, donde k& < 0 es entero. Via la transforma-
cién ¥ (x,y) = (z,2**y) la curva C; resulta birracional a {(x,y) : y? =
—(229+P 4+ bzP+9 —t)}. Por un proceso rutinario obtenemos que los tini-
cos pares posibles para obtener género uno son (p,q) = (—1,2),(-3,1),
(=5,2),(-5,3),(-5,4),(-7,4).

4.4. CasoIlll: a=0yc#0

En este caso la integral primera es de la forma
fla,y) =aP(y* +br+c)!, pel, qeN

1
Al poner ¥(z,y) = (—, g) el mapeo 1|¢, resulta birracional sobre su ima-
x'x

gen. Luego, podemos suponer que se tiene Cy = {(z,y) € C? : ¢(x,y) =
2 P72(y? + br + cx?)? = t}. En este caso obtenemos la siguiente infor-
macioén.

Proposicién 4.18. La foliacion F = F (P (y*+bx+c)?) es eliptica inica
) exclusivamente para (pa Q) = (17 1)7 (_35 1)7 (_Ba 2); (_17 2)7 (2a 1)7
(—4,1), (1,2), (—4,3) o (—3,4). O
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4.5. CasoIV:a=0yc=0

Al tenerse b? — 4ac # 0 se infiere b # 0. Luego, podemos considerar
que la integral primera es de la forma

f(@.y) =" (y* + ba?).
Ademds, para t genérico se tendrd Cy = {aP (y? + ba?) = t}.

Lema 4.19. Si p > 0 entonces se tiene gén(Cy) =1 si y solamente si

(0.9) {(1, 1),(1,2) cuando p es impar,
p,q) =

, 1) cuando p es par.
Demostracion. Si p es par, tenemos
aP(y? + ba?) —t = (x%y)? + baPT9 — ¢,

Por medio de la aplicacién birracional (z,y) — (x, 2P/%y), podemos su-
poner sin pérdida generalidad que trabajamos con

Cy={(z,9) : y* = —baPT +t}. (4.5)

De esta manera el género serd uno si y solo si se tiene p+q = 3 o p+q = 4,
con p, q relativamente primos. Esto solo es posible con (p,q) = (2,1).
Si p es impar, resulta que C; es birracional a

{(z,y) : y* = —z(baPT?+ 1)} (4.6)

En consecuencia se tendrd gén(Cy) = 1siysolosip+g+1=3o0p+
q+ 1 =4, con p, q relativamente primos En este caso, tenemos solucién
en (pvq) = (171)7(1a2)- L]

Lema 4.20. Sip <0 yp+q >0, entonces gén(Ct) =1 si y solamente
st se tiene —p e N—2N o —p e N—3N.
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Demostracion. Si p es par, entonces Cy es birracional a C; = {y? =
—bazPT + t}. Luego, gén(Cy) = 1 si y solosi p+q =364, con p par y
med(p,q) = 1. Es decir, g e Ny —pe N—-3N o —p € N —4N.

Por otro lado, si p es impar, C; es birracional a C; = {y? =
—z(baPT4 +t)}. Asi, se tiene gén(Cy) = 1siy solosi p+¢ =364, con
p par y med(p,q) = 1. Luego, g e Ny —pe N—2No —pe N—-3N. O

Lema 4.21. Sip < 0 y p+ g < 0, entonces se tiene gén(Cy) = 1 si
y solamente si —p € N — 3N, —p € N —4N con p par, —p € N—2N o
—p € N—3N con p impar y q € N.

Demostracion. Si p es par, tenemos
2P (y? + ba?) —t = (z2y)% + ba?t — ¢,

Luego, por medio de los mapeos birracionales (x,y) — (z,22) y (z,y) —
(1,y), la curva C; es birracional a

y? = —br P71 4 t.

Por lo tanto, se satisface gén(Cy) = 1 si y solo si —p — ¢ = 3 6 4 con
p par y med(p,q) = 1, lo cual es posible siy solosi —p € N—3No —p €
N — 4N.

Por otro lado, si p es impar, la curva Cy es birracional a C; = {y? =
—x (bxp+q + t)} Debido a ello se tiene gén(Cy) = 1siysolosip+qg=3
0 4, con p par y med(p,q) = 1. Por lo tanto, ¢ e Ny —p € N—2N o
—p € N—-3N. O

Puesto todo junto tenemos el siguiente resumen.
Proposicién 4.22. La foliacion F = F(aP(y? + bx?)) es eliptica si y

solamente si (p,q) = (1,1), (1,2), (2,1) o —peN—-3N o —pe N—4N
conpparo—peEN—-2No —p e N—-3N conp impar y q € N. O
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5. Clasificacion de foliaciones Lotka-Volterra

En esta seccidén estudiaremos las foliaciones que poseen integrales

primeras holomorfas de la forma

fz,y) = 2Py (ax + by + )",

(5.1)

donde p,q € Z, r € Ny a,b,c € R. El teorema principal de esta seccién

es el siguiente.

Teorema 5.1. Una foliacion Lotka-Volterra bajo un cambio de coorde-
nadas afines es eliptica si y solamente si posee una integral primera de

la forma

F = aBylt3n(l 4 y)Lt3m,
F = alyltin(l 4 y)ltem
F = 28y on(1 4 y)Lom
F=at2020 (1 4 gy
f=zy(l—z—y),

f=a*y(1 -2z —y)?

4

f=a%y(1 -z —y),
f:x“y(l*x*y)ﬁ,
f=a*y*(1—xz—y),
f=a2%y% 1—I—y),
f=a(1—z—y)?
f=a’(1 -z -y,
f—xByZ(l—ﬂf—y)Q,
f=a'y? (1 -z —y),
f=a%* —x—y)37
f=a(1—z—y)?

f=2P 1 -z —y),

,7 €L — 27,

f _ $3y2+3n(1 + y)2+3m

f 4 3+4n(1 + y)3+4m

f _ x6y4+6n(1 + y)4+6m’
f=ab80 291 1) r e Z - 32,
f=ay(l —z—y)?,

f=a*y(1 -z —y),
f=a%y(1 -z —y)°,

f=a*yP(1—xz—y),
f=ayt(1—z—y),
f=2"’(1—z—y),
f=a'y?(1—z—y)°,
f=a%P(1—z—y)*,
f=ay’(1 -z —y)?
f=ay'(l -2 —y)?
f=a7P(1—z—y)?,
f=a2y(1 -z —y)?
f=z (1 -z —y)?
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Es facil comprobar que para a = b = 0 la fibra genérica de f posee
género 0. Debido a ello, basta estudiar por separado algunos casos.

Caso I: ¢ #£0,a#0yb+#0 (seccién 5.1),
Caso IT: ¢ #0, a =0y b # 0 (seccién 5.2),
Caso III: ¢ =0 (seccién 5.3).

51. Casol: a#0,b#0yc#0

El cambio de variables (z,y) — <7:x, —bcy> en (5.1) permite re-
ducir el problema a —b = —¢ = a = 1, de modo que f se simplifica
a

f(x7y) :xpyq(l_x_y>r7 paqEZ*a r € N. (52)

Lema 5.2. Dado f como en (5.1), en lo que atane a curvas de género
uno, es suficiente estudiar los casos

e p>0,qg>0.
e p<0,¢g>0yp+qg+7r>0.

Demostracion. Si en (5.1) tenemos p = 0 o ¢ = 0, entonces la fibra
genérica de f posee género 0. Sip > 0y g > 0, caemos en el primer caso.

s

Supongamos se tenga p < 0y ¢ < 0. Entonces 7 =z Py 9(1—x—y) "es

también una integral primera. Por medio del cambio de variable (z,y) —
(z,1—x—y) llegamos al caso p > 0y ¢ < 0. Este caso podemos reducirlo,
por medio del mapa (x,y) — (y,z) al caso p < 0y g > 0. Consideremos
entonces las tres posibilidades.

Sip+q+7 > 0, nos encontramos en el segundo caso, y no hay nada
que anadir.

1
Sip+q+r < 0, efectuamos el cambio (x,y) — (, y) para obtener
'z

una integral primera de la forma

x—(p+q+r)yq(1 —z—1y). (5.3)
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Es decir, nos encontramos de vuelta en el primer caso.

Sip+ q+r =0, entonces se cumple r = —g — p y tendremos
P q
_ z Yy _ P
f(xay) (ll'y) (ll’y) x1y17
€z Y
conrg = —— ey = ———. Luego la curva C = {(z,y) €
l—-z—-y l—2z—-y

C?% : zPyi(1 — x — y)" = t} es birracionalmente equivalente a C; =

{(z,y) : 2Py? = t}. Por lo tanto, no es necesario estudiar este caso pues
la integral primera posee fibra genérica de género 0, lo que escapa a
nuestro interés. O

Observacion 5.3. En el primer caso del lema anterior, por un cambio
de variable afin, podemos asumir 0 < p < g < r. En efecto, basta usar
los cambios de variables (z,y) — (z,1—x —y) o (z,y) — (1 —z — y,y).

Proposicién 5.4. Sea Cp, 4, = {2Py?(1—2z—y)" = 1}, conmed(p, ¢, 1) =
1 y sujetos a 0 < p < q < r. Entonces Cp 4, es de género 1 si y solo si
se tiene (p,q,7) € {(1,1,1),(1,1,2),(1,2,3)}.

Demostracion. Sea f(x,y) = zPy9(1 — z — y)". Entonces df induce una
foliacién F que en coordenadas afines viene dada por la 1-forma holo-

morfa

w=y(p—py—(p+r)r)de+ (g — gz — (q+r)y)dy. (5-4)
Ademds, F en las coordenadas (u,v) y (s,t), donde u =1, v =2 5= .
yt= i, queda definida por las 1-formas holomorfas

wi = —v(=(p+r+q)+(p+q)u—(p+q+r)v)dutu(—q+qu—(q+r)v)dv,
(5.5)

y
wy = s(—p+ps—(p+r)t)dt—t(— (p+q+r)+slp—q)— (p+q+r)t)ds,
respectivamente. Luego F es de grado 2 pues Lo, = {Z = 0} no es F-

invariante. Ademads, las singularidades de la foliacién estan dados por el
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conjunto Sing(F) = {4p=[0:0:1],4; =[0:1:1],4, =[1:0: 1],
As=1[p:q:p+q+7r,A2=[1:0:0],A5=[1:—-1:0],46=[1:1:0],
A7 ={[0:1:0]}.

Queda claro que C' = C,, 4, es de grado p+g+r y satisface Sing(F)N
C = {Ay4, As, Ag}. Para calcular el género recurrimos al teorema 2.12, es
decir ponemos

6
2-2gén(C) =Y i(F,Ba)— (p+q+r)(2-1), (5.6)
i=4

donde By, son las ramas locales de C' en A;, con i = 4,5, 6.

Calculemos explicitamente m(F, Bya,), las demds multiplicidades
son andlogas. En coordenadas (u,v,U;), tenemos A4 = (0,0), mientras
la curva C' estd dada por

V11 —u+vu)" = uPtrr,

Por otro lado, de la ecuacién (5.5), la parte lineal del campo asociado en
la singularidad A4 posee autovalores (g, p+r). Pongamos A = N
p+q+r
Tenemos dos posibilidades.

SiA¢ NU %, entonces por el teorema de la forma normal de Poin-
caré (ver [3]) existe un biholomorfismo ¢ : (U,0) — (V,0), (u,v) — (z,y)
con ¢(0) = 0 que satisface p*(w1) = (p + ¢ + r)vdu — qudv.

q
———— € NU —, por la forma normal de Dulac (ver [3]),
prqtr NP (ver [3])

existe un biholomorfismo ¢ : (U,0) — (V,0), (u,v) — (z,y) con ¢(0) =0
que satisface ¢*(w1) = vdu — (\u + ev™)dv, donde n = Ao A"! € Ny
e € {0,1}. Como F admite integral primera, se tiene € = 0.

En ambos casos, existe un biholomorfismo ¢ que satisface

wi=(p+qg+rivdu —qudv y C={v?—uPt?" =0},

Como i(F, By,) es invariante por biholomorfismos podemos trabajar en
estas coordenadas. Ahora, como se tiene

m—1
k. ptat
07 — Pt — I | (v — Ty ),

k=0
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donde m = med(p + ¢ + r,q) = med(p + r,q), se concluye que By =

a c k. ptgtr .
{vm —e¥™my~m = 0},i=0,...,m — 1, son las ramas locales de
C que pasan por Ay. Cada rama Bj de C en Ay estd parametrizada
ptr

localmente por (tm, —eQ’Ti%t = ), de donde se sigue la igualdad
i(F,By)=1, parak=0,--- ,m—1.

Andlogamente, existen n = med(p,q + r) ramas locales B; en As
tales que i(F, B;) = 1, y existen | = mcd(r,p + ¢q) ramas locales BJ/-/,
tales que i(F, B;) = 1. Al poner todo junto llegamos a

6
> i(F,Ba,) =m+n+1,
i=4
Al sustituir en (5.6) logramos
2-2gén(C)=m+n+l—(p+q+7). (5.7)
En consecuencia, C' es eliptica si y solamente si se cumple
ptg+r=m+n+l. (5.8)

Veamos para qué valores se satisface (5.8). Como m = mcd(g,r +
p) < g, n=mcd(p,r+¢q) <pyl=mecd(r,p+q) <r,se tiene (5.8) siy
solo si med(g,p+7) = ¢,med(p,q+r) =py med(r,p+q) =1

A fin de tener med(q, p+7) = g, med(p, ¢+r) = py med(r,p+q) =r
deben existir a, 3,7 € N sujetos a

r+p=aq, r+q=fp, p+q=nr

De estas igualdades obtenemos

(a+1)g=(8+1)p, (5.9)
B+1Dp=(y+Dr, (5.10)
(v8—1p=(y+1g. (5.11)
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Como se tiene p < g < r, de (5.9) y (5.10) concluimos 8 > « > 7. Por
otro lado, de (5.9) y (5.11) obtenemos

¢_p+1_6-1
p a-+l1 v+1

de donde se logra
ayB=24+a+08+7vy, [>a>1. (5.12)

Al final tenemos diversas posibilidades.

Si a = 3, la ecuacién (5.12) se reduce a 32y = 2 + 23 + v, lo cual
es equivalente a 2 = (8 — 1). Esto solo es posible con (8,7) = (3,1)
0 (2,2), de donde obtenemos dos ternas (o, 5,7) = (3,3,1) v (2,2,2).
Luego, de las ecuaciones (5.9), (5.10) y (5.11) y de los valores obtenidos
para (a, 3,7), se logra (p,q,7) = (1,1,2) o (1,1,1).

Anélogamente, si a = v, entonces v23 = 2 + 2y + B equivale a
2 = B(y—1). Como se tiene v < 3 se sigue vy =3 =2,y asi (o, 5,7) =
(2,2,2) y (p,g,r) = (1,1,1).

Si 3> a >+, de (5.12) obtenemos

afy <2+ 38,

que equivale a f(ya — 3) < 2 Luego, si ary > 3, la ecuacién anterior
implica que 8 = 1, una contradiccién. Por lo tanto, ay < 3 que, junto
con v < a, implica vy =1y a =2 o0 3. Sin embargo, a =3y v =1
en (5.12) implican 8 = 3, otra contradiccién. Entonces o« = 2, v = 1
y, por (5.12), 8 = 5. Asi obtenemos la terna (o, 3,v) = (1,2,5) y

(paqu):(1’273)' O]

Ahora estudiaremos en detalle el segundo caso del lema 5.2.

Proposicién 5.5. Sea Cp 4, = {y?(1 — 2z —y)" = 2P}, donde p > 0,
g >0, —p+q+r > 0 ymed(p, ¢, ) = 1. Entonces se tiene gén(Cp q.,) =1
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si y solamente si (p,q,r) pertenece a la siguiente tabla

p ¢ rllp ¢ rlp ¢ r|p q r

2 1 32 3 L1 2 2[[3 2 2

2 1 4)l2 4 1)1 2 3|1 3 2

31 43 4 14 2 3|4 3 2

31636 11 3 4|1 4 3

41 61/4 6 16 3 4|6 4 3
yil—z—y)"

Demostracion. SeaC = {yt(1—x—y)" = aP}ty f(z,y) = "
x
Entonces df induce una foliacién F dada por las formas
w=y(=p+py—(—p+r)r)de+x(g—qr — (¢ +r)y)dy, (513)
wi =—v(=(p+7r+q +@+qu—(p+q+r)v)dut (5.14)
u(—q+qu— (g +r)v)dv,

en las coordenadas (z,y) vy (u,v), respectivamente. Luego deg(F) = 2
y Sing(F) = {4 =[0:0:1,4 =[0:1:1],A,=[1:0:1],43 =
[-p:q:—p+q+7r,A4=[1:0:0,45=[1:-1:0],46 =1[1:1:
0], A7 =[1:0:0]}. Por su parte, la curva C' tiene grado ¢ + r y cumple
Slng(f) NnC = {A(], Al, A4,A6}.

Calculemos i(F, By,), donde B4, es una rama local de C' en Aj.
Por el mismo argumento de la proposicién 5.4, podemos suponer, sin
perdida de generalidad, que se tiene

w=—pydr+qrdy y Cpqr={y?—2" =0}

Sea m = mcd(p, ¢). Dada la factorizacién

m—1
- k
Yl — aP = H (y% — egmmx%),
k=0

se tiene que en Ag existen m ramas By = {ym — X pm = O} tales

que i(F,B) = 1. Andlogamente, en A; (resp. Ay y Ag), existen n =
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med(p,r) (respectivamente | = med(r,—p 4+ g+ 1) y k = med(q, —p +
g+ r)) ramas locales B tales que i(F, B) = 1. Al reemplazar en (5.6) se
llega a

2-2gén(C)=m+n+l+k—(qg+r).
De este modo Cp, 4, es una curva eliptica si y solamente si se tiene
g+r=m+n+l+k. (5.15)

La proposicién se sigue en virtud de [1, Lemma 4.8]. O

5.2. CasolIl: a=0,0£0y c#0

Al tenerse bc # 0, podemos suponer que la integral primera tiene
la forma f(z,y) = :cpyq(%y + 1)". Tras un cambio de variable y +— A

podemos suponer ademas b=c=1y
flzy) ="y (y+1)". (5.16)

Lema 5.6. Con las notacion anterior, por medio de un cambio birra-
ctonal de variables, podemos suponer p >0 y q > 0.

Demostracion. Sip < 0, hacemos el cambio birracional (z,y) — (1/z,y).
Luego se tendrd f(x,y) = 2 Pyl(y+1)" y asi todo se reduce a p > 0. Si
q < 0 se tiene

aPyl(y+1)" = (zy )Py P (y+1)", (5.17)

para todo n. En particular existe ng € N tal que g+ ngp > 0. Luego, por
medio del mapa (x,y) — (zy~ ™, y) podemos reducir todo a ¢ > 0. O

Esto naturalmente deriva en la siguiente proposicién.

Proposicion 5.7. La curva algebraica

C={(z,y) € C*:aPyi(1+y)" =1},
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con p,q,r € N y med(p,q,7) = 1, es eliptica si y solamente si bajo
permutaciones de {y = o} y {y + 1 = 0} se encuentra en la siguiente

lista:
3 1+3n(1 + y)1+3m _ 1 3 2+3n(1 + y)2+3m _ 17
4 1+4n(1 + y)1+4m _ 1 4 3+4n(1 + y)3+4m _ 1’
x6y1+6n(1 T y)1+5m — 17 6 4+6n(1 4 y)4+6m — 1’

atyP IR (L y)" =1, r € 27\ 22,
2SyPOF2 (L p ) =1, r € Z* \ 3Z.

Demostracion. Como trabajamos con t* € C genérico, podemos reducir
todo a t = 1. Sea entonces C = Cpq, = {2Py?(1 -2 —y)" =1} ¥y
f = xPy?(l — z — y)". Tal como en la proposicién 5.5, df induce una
foliacién F en P? que en las coordenadas (z,y), (u,v) y (s,t) viene dada
por

_ & _
Sy

py(1+y)dz +x(q+ (¢ +7)y)dy (5.18)

=u(qu+ (¢+r)v)dv—v((p+qQu+ (p+q+r)v)du, (5.19)
=ps(s+1)dt —t(p+q+r+s(p+q))ds, (5.20)
respectivamente. De esta manera se tiene deg(F) = 2, pues Ly, no es

F-invariante. Ademds, el grado de Cp 4 es p+q+ 7y Sing(F)NC =
{A3=1[1:0:0],A4 =1[0:1:0]}. Asi, por el teorema 2.12 tenemos

2-2gén(C) = > m(F,Ba,)+»_ m(F, Ba,)—(p+q+r)(2-1), (5.21)
B, Ba,

donde By, y Ba, son las ramas locales de C' en A3 y Ay.

Sea B4, una rama local de C' en As. Entonces en las coordenadas
(u,v,Uy), se tendrd Az = (0,0) y Cpqr = {v%(u+ v)" — uPT7H" = 0}.
De la ecuacién (5.19) concluimos que F es dada en una vecindad de Ua,
de A3 por

u(qu +(g+ r)v)dv — v((p+ Qu+(p+qg+ T)U)du.
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Luego, si ma, : Ua; — Ua, es el blow-up en As, entonces 7 F en las
coordenadas (u,t), con v = ut, viene dada por

wp, = —t(p+ pt)du + u(q+ (g + r)t)dt, (5.22)
y, en las coordenadas (s,t), con u = vt, por
wp, = p(t — t*)du+u( —r + (g +r)t)dt. (5.23)

Con C = {f(u,t) = t4(1+t)" —uP} el transformado estricto de C se tiene
T, F N C = {p1 = (0,0),p = (0,—1)}. En las formulas (5.22) y (5.23),
como 7y F posee integral primera, gracias a los teoremas de linealizacion
de Poincaré y Dulac, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
se cumple

wp, = —ptdu + qudt, w,, = ptdu — rudt.

Sea gpl una componente de la curva t? = u? o de la curva t" = u”.
Para m = mcd(p, q) se tiene

m—1
t9 —uP = H (t% — ezmﬁu%).
k=0
Por lo tanto, se satisface B,, = {tw = e2™mum} para algin k €

{0,---,m — 1}. En particular, se logra i(r3, F, Bp,) = 1. ~Por el teo-

rema 2.11, como Az es una singularidad no dicritica, si w(Bp,) = Ba,
tenemos

i(]:’BA3> = i(ﬂ-jb}-vépl) + mAS(BAa)(l - 1) =1 +mA3(BA3)’ (524)

donde m 4, es la multiplicidad de larama By4,. De esta manera por (5.24),
para calcular i(F, By,) es suficiente calcular ma,(Ba,). Como &;(z) =
(zm,zm ) es una parametrizacién de Puiseux para la rama Epl, se con-
cluye que a;(z) = (27, 2mima zm ) es una parametrizacién de Puiseux de
B, . Del teorema de parametrizacién de Puiseux se obtiene ma,(Ba,) =
4 L;Zq) = . Luego, al reemplazar en (5.24) logramos

min(-L,

i(F,Bay) =1+ L.
m
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Anélogamente, si §p2 es una de las ramas de la curva t” = u? que pasan
por po, se tendrd i(F,Ba,) = 1 + -, donde m(B,,) = Ba,. Ademas,
existen [ = mcd(p, ¢ + r) ramas en Ay, tales que i(F, Ba,) = 1. Por lo

tanto en (5.21) conseguimos

m

n l
2-2gén(C) = Z(H%HZ(H%HZ —(p+g+r)(2=1) = mtntli—p.

i=1 i=1 i=1

En pocas palabras, se tendrd gén(C) = 1 si y solamente si p = m+n—+1.
Al poner n = med(p, ), m = med(p, q) y | = med(p, ¢+ ) existirdn
valores v, a, 8 € N sujetos a

p=ny, p=mf, p=lo

De estas ecuaciones, debido a la condicién p = m + n + [, se pasa a

B = ya + fa + B. (5.25)

Como las variables a, 3,7 en (5.25) son permutables, calcularemos las
soluciones en el caso v < a < (. Si a = 3 0 a = 7, la terna tendrd que
ser (v,a, 8) = (2,4,4) o (3,3,3). Analicemos cada caso por separado.

Para el caso (v,,3) = (3,3,3), se tienep =3n=3m =3l y m =
n = [. Como p, ¢, r no tienen factores comunes se cumpliran =m =1=1
y p = 3. Por el algoritmo de la division, existen enteros u,t € N sujetos
ar=3u+t, con0<t<3. Al ser p,r relativamente primos, esto fuerza
t = 1,2. En consecuencia r puede ser de la siguiente formas

r=3u+1lor=3u+2. (5.26)

Anélogamente, existen v, s € N tales que ¢ = 3v+s, con 0 < s < 3. Como
med(p, ¢)=1 se tiene s = 1 0 2, lo que implica ¢ =3v+1 0 ¢ = 3v + 2,
respectivamente. De esto, como ademds se tiene med(3,¢q + r) = 1, por
la ecuacién (5.26), obtenemos

(pyg,r)=(3,3v+1,3u+1) o (3,3v+2,3u+2). (5.27)
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Ahora veamos el caso (v,a, ) = (2,4,4). En este caso, p = 2n =
dn = 4l, asi m =1l y n = 2l = 2m. Como mcd(p,q,r) = 1 tenemos
l=m=1,n=2yp=4. Similarmente al caso anterior, existen enteros
u, vy t,s tales que q =4du+tyr =4v+s, con 0 < s,t < 4. Como
m = med(p,q) = n = med(p,r) =1y I = med(p,q + r) = 2, entonces
t,s # 0y t+ s es par y no es multiplo de 4. Por lo tanto, obtenemos las
familias de soluciones

(p,q,7) = (4,4u+1,4v + 1), u,v € N,
(p,q,7) = (4,4u + 3,4v + 3), u,v € N.

Si B >a >, por (5.25), 7 =2, aa =3y [ = 6. En este caso,
p = 2n = 6m = 3l. Como mcd(p,q,7) = 1 entonces m = 1, n =3y
Il =2y p = 6. Por el mismo argumento que en los casos anteriores,
obtenemos (p,q,7) = (6,6u+ 1,6v+ 3) o (p,q,r) = (6,6u + 5,6v + 3),
con u,v € N. O

5.3. Caso Ill: ¢c=0

En este caso se tiene b # 0 y a # 0. Por medio del cambio de

coordenadas = — = yy= oy podemos suponer a = b =1y f(z,y) =
a

aPy?(z + y)". Por medio del cambio birracional (2',y') — (2/, z—:), redu-
cimos el trabajo a f(2/,y') = /PT917y'1(14y')" y regresamos al caso 5.2.
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Abstract

Embedded in the study of Hilbert’s infinitesimal problem is the question

of existence and number of limit cycles of linear perturbations of Ha-

miltonian fields. Since there is available a classification of real quadratic

fields with center in R2, we can match them with complex fields in C?
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that induce a foliation in P2. Our objective is to classify the foliations
in P? induced by the fields obtained by said classification of quadratic
fields with center which are elliptic fibrations, that is, the ones with level
curves of genus one.
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Resumen

Foliaciones de tipo curva generalizada son una clase de foliaciones que
tienen una reduccién de singularidades similar a la que existe para cur-
vas. Camacho, Lins Neto and Sad mostraron que aquellas que son no
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ton y el su conjunto de sepatrices coinciden. Mediante el teorema de
Dulac retornamos a un resultado conjeturado por Loray que no es del
todo cierto, como fue anotado por Fernandez, Mozo y Neciosup.
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Percy Ferndndez y Nancy Saravia

1. Introduccion

Consideremos un germen de foliacién F,, definido por una 1—forma
holomorfa w en (C2,0) con una singularidad en 0 € C2. El origen es una
singularidad simple de F,, si existen coordenadas locales (z,y) que
permiten escribir w = (Axdy — pydzr) + wy, donde mult(wy) > 2y

1. AméOyggz@*,o

2. Au=0y (A ) # (0,0).

Las singularidades del tipo 1) son llamadas singularidades no
degeneradas, mientras que las del tipo 2) se conocen como sillas nodo.
Por el teorema de Seidenberg [20] toda singularidad se puede reducir a
singularidades simples mediante un nimero finito de explosiones.

Una foliacién F,, de tipo curva generalizada es por definicién una
foliacién cuya reduccién admite solo singularidades simples no degene-
radas. En general, no es suficiente hacer la reduccién de singularidades
del conjunto de separatrices para desingularizar la foliaciéon F,,. Sin em-
bargo, Camacho, Lins Neto y Sad [4] muestran que las foliaciones curvas
generalizadas no dicriticas tienen la misma reduccion de singularidades
que la de su conjunto de separatrices (ver seccién 3).

La multiplicidad en 0 € C? de la foliacién F, dada por la 1-
forma w = A(z,y)dz + B(z,y)dy, con A, B € C{z,y}, se define como
mult(F,) = min{ord(A), ord(B)}. En [4] se muestra que la multiplicidad
de una curva generalizada es un invariante topoldgico; con ello se extiende
el resultado al caso de curvas. El nimero de Milnor u(F,) de F,
se define como la multiplicidad de interseccién p(F,) = (A, B)o. En
[4] se demuestra que si F, tiene un nimero finito de separatrices y
Cy : f = 0 es una ecuacién reducida de sus separatrices, entonces se tiene
w(Fy) > p(f) v se cumple la igualdad si y solo si F,, es de tipo curva
generalizada. Ademds, en este caso se satisface mult(F,,) = mult(C;) —1.

Denotamos por A (w) al poligono de Newton de w. En este trabajo,
via técnicas de Rouillé ([19]), presentamos una prueba de un resultado
de Dulac (ver [9]).
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Teorema 1.1. Siw; y ws son dos foliaciones de tipo curva generalizada
no dicriticas con el mismo conjunto de separatrices, entonces se tiene

N(wl) = N(u)g).

Como consecuencia del teorema 1.1 se obtiene que las foliaciones
curvas generalizadas no dicriticas tienen el mismo poligono de Newton
que el de su conjunto de separatrices.

Como aplicacién del teorema 1.1 probamos un resultado que involu-
cra las singularidades de tipo nilpotente. Un germen de foliaciéon F,, en
(C2%,0) se llama nilpotente si estd generado por un campo de vectores
X con parte lineal nilpotente y no nula. El resultado més significativo
sobre las singularidades nilpotentes fue dado por F. Takens en 1974 [22].
Dicho resultado indica que, formalmente, podemos expresar el campo X
en la forma

X = (y—|—a(aj))2 +b(33)£ (1.1)
Oz Ay’
con ord(a),ord(b) > 2. La presentacién del campo dada en (1.1) se de-
nomina forma normal de Takens. Consideremos n = ord(b) +1 > 3
y m = ord(a) > 2. La foliacién que define el campo X dado en (1.1) se
escribe
w=—b(z)dr + (y + a(x))dy.
Un cambio de coordenadas en x permite tomar z’ tal que —b(x)dx =

n

2(x')"1da’. Al reexpresar x como z’ se obtiene asf

1 ~
w= id(z" +9?) +a(z)dy.

Luego, al menos formalmente, toda foliacién nilpotente se encuentra ge-
nerada por una 1—forma del tipo
d(y® + =) + ™ u(x)dy, (1.2)

donde u(x) € C[[z]], u(0) #0, m > 2y n > 3.

Las singularidades nilpotentes han sido estudiadas por muchos au-
tores. En el proceso de reduccién de singularidades se consideran tres
casos 2m >n, 2m=mny 2m < n.

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 47-81, ISSN 2305-2430 49



Percy Ferndndez y Nancy Saravia

D. Cerveau y R. Moussu [6] estudian las formas dadas en (1.2)
cuando n < 2m, u(0) # 0 y u(z) € C[z]]. En este caso, la foliacién
tiene una curva invariante analiticamente equivalente a y? — 2™ = 0 (por
esta razén estas foliaciones son llamadas cuspidales). En el estudio
de estas foliaciones, es interesante escribir explicitamente aquellas que
tienen y? — 2" = 0 como separatriz. D. Cerveau y R. Moussu[6] muestran
que estas foliaciones pueden ser definidas por una 1—forma holomorfa

w=d(y* — z") + Az, y)(nydx — 2zdy). (1.3)

R. Meziani [16] estudia el caso n = 2m bajo condiciones genéricas
sobre 4(0). En caso de no satisfacerse estas condiciones, la foliacién tiene
una silla-nodo en su reduccién de singularidades o es dicritica. Se trata
de una foliacién que no es curva generalizada, y la reduccién de singula-
ridades requiere un mayor niimero de explosiones que las necesarias para
reducir el conjunto de separatrices.

El caso 2m < n es estudiado por M. Berthier, R. Meziani y P. Sad
[1] cuando la silla-nodo que aparece tras la reduccién de singularidades
admite dos separatrices analiticas. Si dicha silla-nodo solo admite una
separatriz analitica (y una separatriz formal), el caso es estudiado por
E. Strézyna [21], quien utiliza de manera fuerte el trabajo de Martinet
y Ramis [14].

F. Loray [13] estudia las formas del tipo (1.3) desde un punto de
vista més general y obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.2. La foliacion F,, dada por
w=d(y" —x%) + A(z,y)(prdy — qydz)
admite la misma reduccion que d(y? — %) cuando se satisface

pg—p—4g

ord Az, y) > .
S i)

O
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Segun F. Loray, que una foliacién como la dada en la proposicién
1.2 tenga la misma reduccién que su separatriz Cy : y? — 29 = 0 debiera
ser equivalente a que se cumpla ord, o) A(z,y) > pg—p—gq; y asi fue co-
mo enuncié originalmente la proposicién. Sin embargo, Ferndndez, Mozo
y Neciosup [10] proporcionan un contraejemplo cuando p y ¢ no son
coprimos; ello muestra que la condicién de Loray es suficiente mas no
necesaria.

En este trabajo como consecuencia del teorema 1.1 obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 1.3. Si la foliacion w = d(y? — x?) + A(z,y)(prdy — qydx) es
de tipo curva generalizada con med(p, q) = 1, entonces se cumple

ord(, o) Az, y) > pg —p —q.

El teorema 1.3 muestra que el resultado de Loray es cierto para el
caso p y q coprimos cuando la foliacién es curva generalizada.

2. Curvas analiticas planas

Denotemos por C[[z,y]] el anillo de series de potencias formales en
dos variables con coeficientes en C y por C{z, y} el subanillo de C|[x, y]]
formado por series de potencias que convergen en un entorno de 0 € C2.
Una serie convergente define una funcién holomorfa en un entorno de
0 € C? y, reciprocamente, toda funcién holomorfa admite localmente una
representacién tnica como serie de potencias en 0 € C2. Denotaremos
por My el ideal maximal de C{x,y} generado por z e y.

Sea f € C{z,y} una serie convergente. Toda serie de potencias
convergente f se escribe como suma de polinomios homogéneos, lla-
mados componentes homogéneas de f, esto es, tenemos f(z,y) =

Z fx(z,y), donde fr(z,y) € Clz,y] es homogéneo de grado k.

k
Se denomina forma inicial de f a la componente homogénea de

menor grado. El orden de f, denotado por ord(f), se define como el
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grado de su forma inicial. Por convencién, cuando f(z,y) es idéntica-
mente nula, ponemos ord(f) = oo.

Sea U C C? un abierto. Decimos que f : U — C es analitica
compleja u holomorfa en a € U si coincide en un entorno de a con
una serie de potencias convergente. Diremos que f es analitica en U si
lo es en todo punto de U.

Dada una funcién analitica f(z,y) definida en un entorno de 0 € C2,
definimos el conjunto de ceros de f por {f(x,y) = 0}, el cual serd de-
notado por C¢. Este conjunto es la curva analitica compleja definida
por f. El germen de Cy en 0 € C? sera denotada por (Cy,0), y serd refe-
rida como germen de curva analitica compleja definida por f en el
origen.

Obsérvese que C{x, y} es isomorfo al anillo de gérmenes de funciones
holomorfas en un punto a € C2.

Ejemplo 2.1. La curva Cy : (y* — 2%)? — 2% = 0 define un germen de
curva analitica.

Notemos que un producto u.f determina el mismo germen de curva
analitica que f cuando u no se anula en un entorno del origen (y por
consiguiente representa una unidad de C{z,y}). Por otro lado, sabemos
que C{z,y} es un dominio de factorizacién tnica, y si tenemos

f=rn 0

donde los f; son irreducibles y r; € N, entonces el germen Cy : f =0
coincide con el germen fi.fs--- f; = 0; de donde obtenemos la descom-
posicién

Cr=Cp UCpU---UCy,.

Llamaremos rama analitica a todo germen de curva analitica Cy :
f =0, donde f es irreducible como elemento de C{z,y}. Asi, todo ger-
men de curva analitica es unién de ramas analiticas. Dado que ya hemos
definido el orden de una serie analitica de potencias, podemos definir la
multiplicidad del germen de una curva analitica C¢ como el orden
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de f. Diremos que el germen de curva es regular si su multiplicidad es
igual a uno. Si la multiplicidad es mayor que uno, el germen de curva es
singular.

Sea A C N2. Denotamos por D(A) a la envolvente convexa de A +
]R2>0, donde + denota la suma de Minkowski. Ademéas denotaremos por
N (A) el borde de D(A).

Si L es un lado del poligono N (A), denotamos por £ a la recta que
contiene dicho lado. Decimos que una recta £; es recta de apoyo de

N (A) si cumple £1 NN(A) # 0 y N(A) C LT (ver Anexo (8.1)).

£1 El

Obsérvese que la interseccién de una recta de apoyo de N (A) con
dicho poligono contiene a un tinico vértice de AN'(A) o bien a todo un

lado compacto del mismo.
1

La recta L tiene inclinacién p si — essu pendiente.

Observacién 2.2. Si el poligono N (A) corta los ejes coordenados, los
ejes son rectas de apoyo de N (A).

Dado un germen de curva analitica Cy : f = 0 donde f(z,y) =
Z ai;z'y’ € C{z,y}, el soporte de Cy, denotado por Sop(f), se define

i,J
por

Sop(f) ={(i, ) : aij # 0}.
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El poligono de Newton de Cy, denotado por N'(f) = N (Sop(f)),
es el borde de D(Sop(f)). Observemos que se tiene N (f) = N (uf) para
todo u € C{x,y}, siempre que u(0,0) # 0.

Ejemplo 2.3. El soporte de Cy : (y? —23)? — 2%y =0 es
Sop(f) =1{(0,4),(3,2),(6,0),(5,1)},

y lo dibujamos en la siguiente figura, asi como su poligono de Newton.

° NP

(6,0)7 (6,0)%

Ejemplo 2.4. Para el germen de curva Cy : y? —x2 = 0 tenemos que su
soporte es dado por Sop(f(z,y)) = {(3,0),(0,2)}. Si hacemos el cambio
de coordenadas * = uw e y = u + v el soporte del germen de curva
en las nuevas coordenadas es Sop(f(u,v)) = {(3,0),(0,2),(1,1),(2,0)}.
Concluimos que los poligonos N (y? — %) y N((u + v)? — u3) no son
iguales como muestra la siguiente figura. En consecuencia el poligono de
Newton de una curva depende de las coordenadas.

30 (2,0) (3,0)
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Denotamos C{z}* = U C{z'/"} el anillo de series de potencias

neN
fraccionarias con coeficientes en C. Siy € C{z}* existe n € N de modo

que vy = Z a;z"/". Llamamos orden de v a ord(y) = min{i/n : a; # 0}.
Teorema 2.5 (Teorema de Newton, [12, Theorem 3.8]). Sea f(z,y) €
C{z,y} tal que f(0,0) =0 y f(0,y) # 0. Entonces existe y(x) € C{z}*
con ¥(0) =0 tal que f(z,v(x)) =0. O

Diremos que y(z) € C{z}* es una raiz de Newton-Puiseux del
germen de curva Cy : f(z,y) = 0si f(z,y(z)) =0.

Recordemos que f es polinomio de Weierstrass en y si es de la
forma

fla,y) =y™ +ar(@)y™ " +as(@)y™ 2 + -+ am(@),

donde n > 1y ord(a;(x)) > i paratodoi=1,...,n.

Al aplicar el teorema de preparacién de Weierstrass (cf. [12]) a
f € C{z,y} obtenemos f = wu.f*, con f* € C{z}[y] un polinomio de
Weierstrass. Para el estudio que realizamos aqui es indiferente conside-
rar la serie f o su polinomio de Weierstrass.

Lema 2.6 ([8, Lemme 8.4.2]). Sea f € C{x}[y] un polinomio de Weiers-
trass de orden n con raices y1(x), -+ ,yn(x) en C*{x}. Entonces su
poligono de Newton N(f) tiene tantos lados compactos como los dis-
tintos drdenes aparecen entre los vi(x). A cada lado de inclinacion p
y extremos (i1,71) e (i2,72), con j1 > ja, le corresponde una recta de
ecuacion t + puj = ci, cuya altura es igual al nimero de raices con ese
orden; estas raices quedan por lo tanto parametrizadas por

y(x) = aix’ + ni(x),
con ord(n;(x)) > p y a; #0. O

Teorema 2.7 (Teorema de Puiseux, [8, Théoreme 8.6.1]). Sea Cy un

germen de curva irreducible con multiplicidad n. Si y(xz) = Zaixi/”

>n
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es una raiz de Newton-Puiseuz de la rama C¢ y € es una raiz primitiva
n-ésima de la unidad, entonces

yi(z) = y(lw) = ) aieam,
>n
con j € {1,--- ,n}, son todas las raices de Newton-Puiseux de Cy. (]

El teorema de Newton afirma que existe una raiz de Newton-Puiseux,
y el teorema de Puiseux nos dice como obtenerlas en el caso de una curva
irreducible. Si f € C{x,y} es irreducible, por el teorema de preparacién
de Weierstrass y el teorema 2.7 podemos escribir

fz,y) = u(z,y) f[( 1/"))>,

donde u € C{z,y} satisface u(0,0) # 0. Si hacemos = = t", donde ¢ es
una nueva variable, las raices de Newton-Puiseux de C; se dejan escribir
como series de potencias enteras en t de la forma

z(t) =

tn
y(t) = D ait’,

>n
llamadas parametrizaciones de Puiseux del germen de curva Cy.

Ejemplo 2.8. El germen de curva Cy : (y?—23)2—2%y = 0 es irreducible
y sus raices de Newton-Puiseux son

3 1.7 1 9
T2+ 504 — T4+,

yi(x) :

yalz) = 22 —lat Lot
mle) = o= gal—gel o
ya(z) = —xt 4l :r4—|— 4x4—|—~-.

Por tanto una parametrizaciéon de C; es dada por

{x(t) = tt

y(t) = O+ 47— L0+
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Como consecuencia del lema 2.6 y del teorema 2.7 tenemos el si-
guiente corolario.

Corolario 2.9. Si C; es un germen de curva irreducible en C{z,y},
entonces su poligono de Newton N(f) tiene un tnico lado compacto.

Demostracion. Como por hipétesis C¢ es irreducible, todas las raices
tienen el mismo orden. Asi, el poligono tiene un solo lado compacto. [

El reciproco del corolario 2.9 no es verdad, como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.10. Si consideramos el germen de curva Cy : (y? —2%)% =0,
notamos que su poligono N (f) tiene un solo lado compacto sin ser la
curva irreducible.

Sea Cy un germen de curva irreducible y supongamos que la incli-
nacién del lado compacto de N'(f) es v y que i +vj = ¢ sea la recta que
lo contiene. Por convexidad de NV(f) podemos expresar

f(z,y) = Z aix'y’ + Z aijx'y’. (2.1)
1+vj=c 1+vj>c

Sean C; un germen de curva irreducible y C;, un germen de curva
cualquiera. Definimos la multiplicidad de interseccién de C; y C, en
el origen como

(Cr:Cqlo = ordi(g(7(1))),

donde «(t) = (z(¢), y(t)) es una parametrizacién de la rama Cy.

Proposicién 2.11 ([12, Proposition 4.12]). Sean C; y Cq4 dos gérmenes
de curvas cualesquiera. Entonces se tiene

Gy}
Cr,Cy)o = dim ,
€1 Colo )
donde (f,g) denota el ideal de C{z,y} generado por f y g. O
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Decimos que la recta axr + by = 0 es recta tangente a la curva
Cy : f = 0 si dicha recta es un factor lineal de su forma inicial.

Dos gérmenes de curvas Cy y C, son transversales si sus rectas
tangentes son distintas.

Teorema 2.12 ([12, Theorem 4.14]). Sean Cy, C4 y Ci gérmenes de
curvas. Entonces la multiplicidad de interseccion verifica las siguientes
propiedades:

1. (C§,Cy)o < 00 siy solo si f y g son primos en C{z,y},
(Cs,Cg)o = (C4:Cs)o,

(Cr.CyCh)o = (Cy,Cq)o + (Cy,Ch)o,

(

(

2.
3.
4. (C¢,Cq)o = ord(f)ord(g) siy solo si f y g son transversales,

5. (Cs,Cqy —CiCy)o = (Cy,Cq)o- O

3. Foliaciones

Para presentar la nocién de foliacién singular, introduciremos algu-
nos conceptos basicos.

Una forma de grado 1 (o una 1-forma) definida sobre una va-
riedad compleja M de dimensién n es una aplicacién que asocia a cada
punto p € M una aplicacién lineal w,, : T,M — C definida por w,(v) =
w(p,v) paracadap € M y v e T,M.

Una 1—forma diferencial w es integrable cuando el producto exte-
rior satisface w A dw = 0.

Sea M una variedad compleja de dimensién n > 2. Una foliacién
holomorfa singular de codimensiéon uno en M es un objeto F dado

por colecciones {w; }ier, {Ui}ier ¥ {9ij }v,uu; 20 que cumplen

i) {Ui}ier es una cobertura abierta de M, esto es M = J;; Us;

i) {w;} es una 1—forma diferencial holomorfa integrable no idéntica-
mente nula en U;;
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iii) g,, es una funcién holomorfa no nula en U; N Uj;
iv) si U; NU; # 0 entonces w; = g;jw; en U; N Uj.
Para cada forma w; consideramos el conjunto singular dado por
S; = Sing(w;) = {p € Ui : wi(p) = 0}.

Es claro que S; es un subconjunto analitico de U;. De (iii) y (iv) depende

la igualdad S; NU; NU; = S; NU; NUj. Asi, la unién U S; define
icl

un subconjunto analitico S de M el cual serd denotado po;ESing(]-" )y

llamado el conjunto singular de F.

Dada la 1—forma diferencial w = A(z,y)dx + B(z,y)dy con A, B €
C{x,y}, las series A y B son llamadas coeficientes de w. Denotamos
por F, el germen de foliacién singular definida por w y asumiremos
en todo momento que los coeficientes de w no admiten factores comunes.

Sea F,, el germen de foliacién dado por w = A(z,y)dz + B(z,y)dy.
Diremos que el origen es singularidad aislada de F, si A(0,0) =
B(0,0) =0y Sing(F,) = {(0,0)}. La multiplicidad del germen de
foliacién F,, serd denotada por mult(F,) y definida como mult(F,) =
min{ord(A),ord(B)}.

Llamamos solucién del germen de la foliaciéon F, dada por la
1—forma w = A(x,y)dx + B(z,y)dy en el origen a una parametrizacién

(x(t),y(t)) € C{t}* tal que (0) = y(0) =0y
Az (t), y(1)a' () + B(z(t), y(1))y'(t) = 0.

Sea F,, el germen de foliacién dado por una 1—forma holomorfa en
el origen de C?. Decimos que la curva Cy es invariante por F,, si

wAdf = fn,

donde 7 es una 2—forma (i.e., n = gdz A dy, con g € C{x,y}). Si Cy es
irreducible, serd separatriz de F,,.

Consideraremos (Cy;)j_; el conjunto de todas las separatrices de la
foliacién no dicritica F,, : w = 0. A cada separatriz Cy; le corresponde
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f; = 0 irreducible con f; € C{z,y}. Denotemos por C(F) a la unién
UCy, de todas las separatrices de la foliacién F, que de ahora en adelante
llamaremos conjunto de separatrices de F.

La ecuacién fi - - - f, = 0 serd llamada ecuacién reducida de C(F).

Ejemplo 3.1. La foliacién w = (322 — 3azy?)dzr + (6y° + 6ax?y)dy
con a € C\ {0} tiene a Cy : y® — 2® = 0 como curva invariante, pues
wAdf = —18axy(y® — z3).

Ejemplo 3.2. La foliacién w = d(y? — 27) + A(z, y) (pxdy — qydx) tiene
como curva invariante a Cy : y? —x? = 0 puesto que se satisface w Adf =
—pgA(z,y)(y" — x9).

Observacién 3.3. Toda parametrizacién de una curva invariante Cy de
la foliacion F,, : w = 0 es solucién de w = 0.

Teorema 3.4 ([3]). Toda foliacion singular en (C%,0) admite al menos
una curva imvariante. (|

4. Explosiéon en un punto

Una explosién centrada en 0 € C? consiste en reemplazar el origen
por un espacio proyectivo IF’(}: que deje a los otros puntos invariantes en
un sentido biholomorfo.

La representacién local de 7 : C? — C? en coordenadas (,t) es

m(z,t) = (z,xt);

aqui reemplazamos r = x e y = xt.
Observemos que en estas coordenadas tenemos las propiedades si-
guientes:

= 771(0,0) = {(0,¢) : t € C},

= m(C?) = (C* x C)U{(0,0)},
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» 7:C*xC — C* x C es un biholomorfismo con inversa 7= (z,y) =
(=2)
x

Notamos que el punto (0,0) € C? es reemplazado por la recta {z =
0}. No obstante, no podemos cubrir la recta {(0,y) : y € C}. Para cubrir
tal recta consideramos la representacién local de 7 en las coordenadas
(s,y) dadas por 7(s,y) = (sy,y); en este caso * = sy e y = y. En
las coordenadas (s,y) se tiene propiedades similares a las dadas por las
coordenadas (z,t).

Cuando se trabaja en las coordenadas (s,y) no cubrimos la recta
{y = 0}. Para cubrir todo C? necesitamos pegar el plano xt con el plano
sy, identificamos asf la recta {# = 0} con la recta {y = 0}.

Definamos C2 = Uo U U1, donde

Uo := {(x,y,[p]) € C?* x Uy : y = ¢y ' ([p])a} S C? x PE,

Uy = {(2,y,[p)) € C* x Uy : 2 = ¢y ' ([p])y}  C* x P,

y (Ui, ¢:), i = 0,1, son parametrizaciones de P¢.
Al considerar las funciones

= 3o : Up — C* donde Go(x,y,[p]) = (2,65 ([p])),
= &1 : Uy — C2 donde Go(z,y, [p) = (61" ([p)), ).
» $ot €2 = Uy donde @yt (x,t) = (x, tz, do(t)),
= 371 C?— Uy donde 3, (s,y) = (sy,, ¢1(5)),

observamos que se tiene (70 ﬂﬁl = C?x (UyNUy), 450((70 0(71) =CxC*
y ©1(Up N Uy) = C* x C, ademés de

(B0 35 )(ovt) = (ot 0(8) = (67 0. 10) = (Tt

(70 51 () = Galoy 1 (5) = (o3, 6n ) = (307
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De esta manera 3,05, : CxC* — C*xCy $oop; ! : C*xC — CxC*
son holomorfas. Por tanto {((70, %0), (Uy, &1)} es un atlas sobre C2 y C2

resulta una variedad compleja de dimensién 2, llamada explosién en el
origen. El conjunto 7=1(0,0) = ]P’(l: es llamado divisor excepcional.

5. Comportamiento por explosiones

Consideremos un germen de foliaciéon F generado por una 1—forma
w = A(z,y)dr + B(z,y)dy con mult(F) = v, asi podemos expresar
w=(A,+A,414 - )dz+ (B, + Byy1 + - )dy. Sea m: M — (C?,0)
la explosion en el origen. La forma diferencial 7*w define una foliacién
7*F sobre M. En la carta U de coordenadas (z,t) la 1—forma n*w =
Az, xt)dx + B(x,zt)d(xt) se escribe como

x[(Av(1,t) + By (1,t) + 2C(x,t))dx + (B, (1,t) + zD(z, t))dt],

con orden de C'y D mayor o igual que v + 1.

Tenemos dos situaciones posibles.

Si xA,(z,y) + yBu(z,y) # 0, tiene sentido hablar de & = —,
objeto que llamaremos transformado estricto de w, y que define alcma
foliacién en U. Sobre el divisor D = 771(0), los puntos singulares de la
foliacién, es decir Sing(7*F)NDNU, vienen dados por el lugar geométri-
co A, (1,t)+tB,(1,t) = 0. En tal caso D\7*F es una hoja de la foliacién
7*F. La foliacién es de las llamadas no dicriticas.

SizA,(z,y)+yB,(z,y) = 0 debemos tener B,(1,y) # 0y el trans-

T*w

. . ey , . ~ W
formado estricto de la foliacién estd definido por & = —T1 Fuera de
x

B,(1,y) = 0, el divisor es transversal a la foliacién: por cada uno de sus
puntos p pasa una hoja Fj, lisa, transversal a D. Su proyeccién es una
separatriz lisa de la foliacién F. Por tanto, la foliacién tiene infinitas
separatrices. Tal foliacién es dicritica. Para mas informacién sobre el
comportamiento de la foliacién por explosiones sugerimos revisar [17].
Sea F,, un germen de foliacién en (C2,0) definida por la 1—forma
w = A(z,y)dx + B(z,y)dy. Decimos que el origen es una singularidad
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simple de F,, si la matriz

~0B(0,0)  9B(0,0)
ox y

0A(0,0) 0A(0,0)
ox dy

A
tiene dos autovalores A\ # p, 11 # 0 tales que = ¢ Q.
7

Observacion 5.1. La definicién de singularidad simple no depende de
coordenadas.

Si el origen es una singularidad simple de F,,, existen coordenadas
locales (z,y) que permiten escribir

w = (A\rdy — pydr) + wi,
donde los coeficientes de w; son de orden > 2. Podria suceder
= M#0y 2 #Q% o

» Au =0y (A u) # (0,0), en este caso decimos que w es de tipo
silla-nodo.

A continuacién enunciamos el teorema bdsico de reduccién de sin-
gularidades para una foliacion.

Teorema 5.2 ([20]). Sea F,, un germen de foliacion sobre (C2,0). En-
tonces existe un morfismo

7: M — (C%0)
que es composicion de un numero finito de explosiones de puntos, tal que

1. el divisor excepcional E = 7w 1(0) es una hipersuperficie con cru-
zamientos normales,
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2. la restriccion de m a M\ E es un isomorfismo sobre U\ {0}, donde
U es un entorno del origen en el cual estd definida F,,,

3. en todo punto no singular del transformado estricto F,, de F.,, por
7w toda componente del primer divisor excepcional es o bien inva-
riante por la foliacion, o en su defecto transversa a la foliacion;
en este ultimo caso, decimos que la componente del divisor es una
componente dicritica de E por F,,

4. todo punto singular p € M de F',, es simple y no estd contenido
en componentes dicriticas. ([

A la aplicacion 7 la llamamos reduccién de singularidades de
Fo-

6. Curvas generalizadas

C. Camacho, A. Lins Neto y P. Sad ([4, Chapter II]) muestran que
existe un tipo de foliaciones, que llamaremos curvas generalizadas, para
las cuales la reduccion de singularidades coincide con la desingularizacién
de su conjunto de separatrices.

Se dice que una foliacién F, es de tipo curva generalizada no
dicritica si en su reduccién de singularidades no aparecen componentes
dicriticas ni singularidades silla-nodo.

Proposicion 6.1 ([4, paginas 158-161]). Una foliacion no dicritica ad-
mite un nimero finito de curvas invariantes. O

Teorema 6.2 ([4, Theorem 2]). Sea F, una foliacion curva genera-
lizada no dicritica y sea Cy su conjunto de separatrices. Entonces F,, y
Cy tienen la misma reduccion de singularidades. O

Si una foliacién es curva generalizada, existe una relacién directa
entre la multiplicidad de la foliacién y su conjunto de separatrices.
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Teorema 6.3 ([4, Theorem 3]). Sea F,, una foliacion curva generalizada
no dicritica y sea Cy su conjunto de separatrices. Entonces se cumple

mult(w) = mult(f) — 1.

En general, si F,, es foliacién no dicritica se tiene
mult(w) > mult(f) — 1, (6.1)

como se puede observar en [4].
Como consecuencia del teorema 6.3, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.4. Sea F, una foliacion curva generalizada mo dicriti-
ca y sea Cy su conjunto de separatrices. Entonces se tiene mult(w) =

mult(df). O

Ejemplo 6.5. La foliacién w = (—3x2 — 3azy?)dz + (6y° + 6ax>y)dy con
a € C\ {0} tiene como curva invariante a Cy : y5 — 23 = 0 como se pudo
apreciar en el ejemplo 3.1. La multiplicidad de la curva es mult(Cy) = 3.
Sila curva Cy no es la tnica separatriz de la foliacién, se observaria que el
conjunto de separatrices C(F) tiene multiplicidad mayor a 3. Al aplicar
(6.1) se satisfarfa mult(w) > mult(C(F)) — 1 > 2, pero observamos que
acé se cumple mult(w) = 2, lo cual es una contradiccién. En consecuencia

el conjunto de separatrices es C(F) = y® — a3.

Ejemplo 6.6. La foliacién w = (y? — x%) + A(xz, y)(prdy — qydx) tiene
como curva invariante a Cy : y? — 29 = 0 (ver ejemplo 3.2). Si conside-
ramos p < ¢, la multiplicidad de la curva es mult(C;) = p. Si Supone-
mos que la curva Cy no es la tUnica separatriz de la foliacién, se tendria
mult(C(F)) > p.

Por otro lado se cumple mult(w) = min{p — 1, + 1}, con a =
mult(A). Al aplicar (6.1) se abren dos posibilidades. Primero podria
ocurrir p — 1 = mult(w) > mult(C(F)) — 1 = p — 1, lo cual es una
contradiccién. Segundo, al tenerse a4+ 1 = mult(w) > mult(C(F)) — 1 =
p—1lya+1<p-—1,llegamos a otra contradiccion.

El conjunto de separatrices es por tanto C(F) = y? — z.
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El nimero de Milnor de una foliacién F, : w = 0, dada por la
1—forma w = A(z,y)dx+ B(z,y)dy con singularidad aislada en el origen,
se denota por p(F,) y se define como la multiplicidad de interseccién en
el origen de los coeficientes de la 1—forma, es decir mediante

n(F.) = (A, Bo. (6.2)

El siguiente teorema resulta titil cuando deseamos constatar si una
foliacion es curva generalizada o no.

Teorema 6.7 ([4, Theorem 4]). Sea F,, una foliacion no dicritica y Cs la
ecuacion reducida de sus separatrices. Entonces F,, es curva generalizada

sty solo si p(w) = p(df). O

Como consecuencia inmediata del teorema 6.7 tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 6.8. Una foliacion F,, : w = df cuyo conjunto de separatrices
es C: f =0 es de tipo curva generalizada. ([

Ejemplo 6.9. La foliacién dada por w = (=322 — 3azy?)dx + (63° +
6ax?y)dy fue estudiada por Ferndndez, Mozo y Neciosup [10]. Este re-
presenta un contraejemplo a una afirmacién de Loray, como veremos en
el ejemplo 7.8. Por ahora, mostraremos que la foliacién con a # 0 es
curva generalizada. En uso de las propiedades dadas en el teorema 2.12
tenemos

pw) = (=322 — 3azy?, 6y° + 6axy)o
= (=3z(z +ay?), 6y(y* + az?))o
= (=3x,6y)o + (x + ay?, 6y)o + (—3z,y* + ax?)o
+(z + ay?®, y* + az?)o
= 10.

De otro lado, en el ejemplo 6.5 mostramos que C : y% — 22 = 0 es el
conjunto de separatrices de w. Observemos que p(df) = (—322,62%)g =
10 y el teorema 6.7 implican que w es de tipo curva generalizada.
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Dada la foliacién F,, : w = 0 y v(¢t) = (z(t),y(t)) parametrizacién
de alguna curva Cg4, escribimos v*w = w(z(t),y(t)) donde

w(x(t),y(t)) = A(z(t),y(t))2' (t)dt + B(x(t), y(t))y' (t)dt.

Lema 6.10 ([19]). Sean w1, we dos 1—formas de tipo curva generalizada
no dicriticas con el mismo conjunto de separatrices. Dada una curva -y,
se verifica

ordyy*wy = ordyy*ws.

Demostracion. Si la curva v es una separatriz de wi y we, entonces se
tiene wy(x(t),y(t)) = 0 = wa(x(t), y(t)), y concluimos el lema.

Supongamos por tanto que 7(t) no es parametrizacién de ninguna
separatriz de wy y ws. En este caso la prueba la haremos por induccién
sobre el nimero minimo de explosiones necesarias para desingularizar la
foliacion.

Si el nimero de explosiones es n = 0 tenemos que las foliaciones
w1,ws son reducidas. Para mostrar el lema cuando las foliaciones w1, ws
son reducidas, nos apoyaremos en la siguiente igualdad ord(y*w;) =
ord(v*df) que pasamos a mostrar. En efecto, si la foliacién wy de tipo
curva generalizada es reducida, se puede expresar en coordenadas (z,y)
en la forma (ver [15])

A
wi = py(l+--)dr+Ax(1+---)dy, con pA#0 y ;5.‘@‘-

Ademas la ecuacién reducida de las separatrices C : f =0 de wy y wo es
dada por la forma f(z,y) = zyu(x,y) con u(0,0) # 0.

Consideremos una parametrizacién de la curva v dada por v(t) =
((t),y(t)) = (at? +tPny(t), bt14+1Iny(t)), con n;(t) € C{t} parai =1, 2.
Entonces se tiene

Ywr = p(bt? 4 tiny(t)) (1 + ) (at? + tPny (1))
+A(at? + t”nl(t))( - )d(bt? + ting(t))
= [t + ting(t)) (aptP=t + ptP~In (t) + tPn)(t))
EAG@t? + 7y (£)d(gbt= 4 gt~ s (1) + 19 () + - ]dt
= [ab(Ag + pp)tP e 4 tPHaa(t)]dt,

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 47-81, ISSN 2305-2430 67



Percy Ferndndez y Nancy Saravia

con a(t) € C{t}. Como 2 m Z Q, cumple up + A\¢ # 0 y por tanto

mult(yfw) = p+ g — 1. De otro lado con
df = (yu(x,y) + zyu'(z,y))dz + (zu(z,y) + zyu'(z,y))dy.

se obtiene

vdf = (bt + o () u(@(t), y(t)+

+(at? 4 71y (1)) (b9 + 1702 () )u' (2(t), y(t))]d(at? + 70, (1))
+[(at? + 70y (1) )u(x(t), y(t))+
+(at? + 0y (8)) (b7 + thng(8))u’ (x(t), y(£))]d(0t7 + tna(t))]

= [(0t7u(0,0) + tTn2(t)u(0,0))(apt? =" + ptP~tny (t) + tPn (1))
+(atPu(0,0) + tPny (t)u(0,0))(ght?™t + qti™Iny(t) + tInh(t))
+---]dt

= [abu(0,0)(p + q)tPT1=1 + tPTI3(¢)]dt

con B(t) € C{t}. Asi mult(y*df) = p+ q — 1, es decir, ord;(y*wy) =
ordy(v*df). Ahora, para wy foliacién de tipo curva generalizada reduci-
da, por el mismo motivo se obtiene ord;(y*ws) = ord:(y*df). De ello
concluimos la igualdad ord;(y*w;) = ord;(y*ws).

A continuacién abordaremos el lema cuando las foliaciones wq,ws
no son reducidas. Supongamos que se reducen después de una explosién,
esto es n = 1. Escogemos las coordenadas de tal manera que x = 0 no
esté en el cono tangente de . Parametricemos ~ por

x(t) = "
{ y(t) = Zaiti.
i>n
Hacemos una explosién en el origen en la carta F : (z,t) — (z,xt).
Para las foliaciones curvas generalizadas no dicriticas w; = A;(x,y)dx +
Bi(z,y)dy y we = As(z,y)dx + Ba(z,y)dy con multiplicidades mq y mo
respectivamente, tenemos

E*w; = Ai(z,xt)dx + By(x,xt)d(xt)
= (Ai(z,xt) + tBi(x,2zt))dx + 2By (z, xt)dt
= xmlful,
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donde ©; es el transformado estricto de w;. De manera similar tenemos
E*wy = 2™2©;. Del corolario 6.4, se cumple mult(w;) = mult(df) =
mult(ws). Denotaremos por 7(t) la parametrizacién del transformado
estricto 74 de la curva ~. Para ¢ = 1,2, tenemos

Y'wi = (Eo¥)wi=7"(E"wi)
= F(@™E) = x(t)™F D),

de donde se logra

ordwi(y(t) = ordy(x(t)™B,(7(1))

mult (2(£) jmult (w;) + ord, s (L)) (63)

Como w; y w3 son reducidas, por la parte (1) tenemos que
ords w1 (V(¢)) = ordewa (7(t)).

Ademds se conoce la igualdad mult(w;) = mult(ws). Por lo tanto, la
ecuacién (6.3) muestra ord(wi ((¢))) = ord(wa(v(¢))).

Tomemos como hipdtesis inductiva que si wi,ws se desingularizan
con a lo mucho n — 1 explosiones, entonces se tiene ord(wy(y(t))) =
ord(ws(1(1))).

Si suponenemos que wi,wy se desingularizan tras n explosiones,
mediante el mismo argumento usado en (2), tenemos que se cumple

My %7

Y w; = x(t)™7*©;). De ello de obtenemos
ordyw; (7(t)) = mult(z(¢))mult(w;) + ord:@; (Y(t)). (6.4)

Por hipétesis inductiva @y y ws son reducidas con a lo més n — 1 explo-
siones, asi que se satisface

ord; 1 (5(t)) = ordiwa (V(1))-

Ademds se tiene mult(w;) = mult(ws), pues wy y we son foliaciones
curvas generalizadas con el mismo conjunto de separatrices. Por lo tanto,
la ecuacién (6.4) muestra ord(w;(y(t))) = ord(w2(v(¢))); esto concluye
la prueba del lema. O
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7. Poligono de Newton de una foliacién

Dada una 1—forma w = A(x,y)dx + B(z,y)dy con A, B € C{z,y}
definimos el soporte de w como

Sop(w) = Sop(xA) U Sop(yB).

Sea F,, : w = 0 un germen de foliaciéon dada por la 1—forma w.
Llamamos poligono de Newton de w, y lo denotaremos N (F,) =
N (w), al borde de D(Sop(w)).

Si escribimos w = Z Ai’jxi_lyjdaz + Z Bitjxiyj_ldy entonces

Sop(w) ={(i,7) : (A, Bij) # (0,0)}.

Decimos que un punto (4,j) € Sop(w) es contribucién de B si (4,j) €
Sop(yB). De manera similar un punto (7, j) € Sop(w) es contribucién de
Asi (i,5) € Sop(zA).

Observacion 7.1. El poligono de Newton depende de coordenadas, por
ello es necesario tener presente respecto en qué coordenadas estamos
trabajando.

Observacién 7.2. Si consideramos Cy : f = 0y F : df = 0, notamos
que se tiene Sop(df) = Sop(f), de ello se obtiene N'(df) = N(f).

De manera similar al caso de curvas, el método de Newton para
curvas fue generalizado a foliaciones, en este caso por J. Cano [5]. En
dicho trabajo se observa que el poligono de Newton de la foliacién juega
un papel fundamental.

En curvas, si L es un lado compacto de N(f) con inclinacién p,
entonces existe una raiz de f = 0 de la forma

y:cx#.'....’

donde ¢ # 0 es raiz de cierto polinomio determinado por f. Ademsds, el
ntimero de raices de Newton-Puiseux de orden u es igual a la altura del
lado L (la altura de L es su proyeccién sobre el eje vertical).

70 Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 47-81, ISSN 2305-2430



Poligono de Newton de una foliacion de tipo curva generalizada

Sin embargo, la propiedad propuesta en el parrafo anterior no es
valida cuando buscamos soluciones de ecuaciones del tipo w = 0, como
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.3. ([7, pdgina 32]) Si consideramos la foliacién F definida
por

w = dxydr + (y — 222)dy,

el poligono de Newton tiene un lado L de inclinacién 2. Sin embargo F
tiene una tunica separatriz dada por y = 0.

Las foliaciones curvas generalizadas tienen un comportamiento muy
parecido al de sus separatrices, pues tienen la misma resolucién de sin-
gularidades. También sucede esto en lo referido al poligono de Newton,
como veremos en el siguiente teorema. Mediante técnicas de Rouillé mos-
tramos el siguiente teorema.

Teorema 7.4. Sean w1 y wa dos foliaciones curvas generalizadas no
dicriticas con el mismo conjunto de separatrices. Entonces se tiene

J\/'(wl) = N(WQ).

Demostracion. Mostraremos que se cumple Sop(wy) € D(Sop(wz)) por
reduccién al absurdo. Para ello supongamos que existe (oo, 8o) € Sop(w1)
tal que (ao, Bo) € D(Sop(ws2)). De Sop(ws) C Sop(ws) U {(ag, Bo)} pa-
samos a D(Sop(w2)) C D(Sop(wz) U {(ag, Fo)}). Sea A = Sop(ws2) U
{(a0,80)}. Como D(A) es convexo y (ag,Bo) ¢ Sop(wsz) se tiene que
(ap, Bo) es un vértice de N'(A), pues si (ap, Fy) no lo fuera, obviamente
se tendria (v, Bo) € D(Sop(ws)). Obsérvese que sin pérdida de genera-
lidad se puede asumir que («g, By) es un vértice de D(Sop(w))
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Sean L1 y Lo las dos rectas que pasan por (ag, 5g) v que contienen
a los lados de N'(A) adyacentes a dicho vértice. Denotemos por A; a la
inclinacién de £;, donde A\ < A2. Las rectas £ y L2 son rectas de apoyo
de N'(A), de donde se logra D(A) C [,j, para j € {1,2}.

Por la proposicién 8.1, cualquier recta £ que pasa por (ag, o)
con inclinacién A €A1, A2[ estd contenida en (ﬁf N £§r> U (Ef N E;).
Como L es recta de apoyo de N(A), se tiene D(Sop(wz)) C D(A) y
(a0, B0) & D(Sop(ws)), de donde concluimos que D(Sop(wz)) no inter-
secta a ninguna recta contenida en (Ll_ N L;‘) U (ﬁf N EQ_).

La regién (Ll_ N E;‘) U (L’f N EQ_) contiene infinitas rectas. Con-
sideremos L : gz + py = qag + pfo de inclinacién A = p/q €]\1, A2[, con
p y ¢ primos entre si, de manera que
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= la recta £ contenga al punto («ayg, 5o),
* qAagp, + PBaos, # 0,
» LN Sop(wr) = {(a0, Fo)}-
De lo anterior se obtiene
D(A) € {(z,y) : gz +py > ¢},

donde ¢ = qag + pfo, y por ende se satisface D(Sop(ws2)) C {(z,y) :

qr + py > c}.
Con 7(t) la curva parametrizada por (x(t),y(t)) = (t%,t?), se tiene

Twr = wi(y(t)o t)dt
= Agpt?@DrBgta=1at + B, at1tPP=ptr=—1 it
= (qAap + pBap)t?® PP 1dt.

Como Sop(w1) N L = {(a0, o)} ¥ qAaoBy + PBayp, # 0, tenemos
mult(y*wy) < gag+pBo—1=c—1. (7.1)

Al tenerse D(Sop(wz2)) C {(z,y) : gz + py > ¢} para todo (o, ) €
Sop(ws), se cumplird ag + pB > ¢, y con ello también

aqg+pB—1>c—1. (7.2)
De (7.1) y (7.2) se logra
mult(y*ws) > ¢ — 1 > mult(y*w),

lo que contradice el lema 6.10. De este modo obtenemos Sop(wi) C
D(Sop(ws)).

Por el mismo argumento se tiene Sop(ws) C D(Sop(wi)), lo que
conduce a D(Sop(wy)) = D(Sop(ws)), de donde finalmente concluimos

N(wl) :N(wg). O

Como caso particular del teorema anterior, podemos establecer el
siguiente corolario.
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Corolario 7.5. Sea w curva generalizada y sea C : f = 0 una ecuacion
reducida de su conjunto de separatrices. Entonces se cumple

N(w1) = N(df).
Demostracion. Basta aplicar el teorema a w y df. O

Observacién 7.6. Del corolario 7.5 y de la observacién 7.1 concluimos

la igualdad N (w) = N(df) = N(f).

Observacién 7.7. Si el germen de curva C; es irreducible, por el coro-
lario 2.9, su poligono N/ (f) tiene un solo lado compacto. Si consideramos
el caso donde la foliacién w tiene una sola separatriz irreducible Cy, el
poligono N (w) admitird apenas un lado compacto.

Dados p, ¢ € N*, definimos
ip+Jjq

grad(;mq) (xlyj) = mcd(p, q)

ordp,q) Z ai jz'y’ | = min {graqu) (z'y?) s a;; # O} .
i,

En 1999 Loray [13] enuncia una caracterizacién de aquellas folia-
ciones que tienen la misma resolucién que su conjunto de separatrices.
Dicho resultado ([13, P4g.163]]) es enunciado con la correccién adecuada
en la proposicién 1.2.

En 2014, Ferndndez, Mozo y Neciosup [10] encuentran una impreci-
sién en la caracterizacion originalmente propuesta. Ellos muestran que la
condiciéon dada en la proposiciéon 1.2 no es necesaria, como se desprende
del siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.8. De los ejemplos 6.5 y 6.9 se sabe que la foliacion w =
d(y® — ) + axy(6xdy — 3ydx), con a € C*, tiene como separatriz la
curva Cy : y® — 23 = 0 y es de tipo curva generalizada. Por el teorema
6.2 la foliacién w y su separatriz Cy : Y5 — 23 = 0 tienen la misma
resolucién. Pero la funcién A(z,y) = axy satisface ord(g3)A = 3, valor

que no verifica la relacién ord 3)A > 2 d(p q) =3.
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El ejemplo 7.8 muestra que la condicién no es necesaria para el caso
en que p y ¢ no sean coprimos. Nos preguntamos entonces qué sucede
con py q coprimos. Y la respuesta para el caso en que la foliacién es
curva generalizada la brindamos en el siguiente teorema.

Teorema 7.9. Sean p y q coprimos. Si la foliacion
w = d(y” — z%) + Az, y)(prdy — qydz)
es de tipo curva generalizada, entonces se tiene
ord Az, y) > pg —p —q.

Demostracion. Al considerar A(z,y) = Z ai,jmiyj € C{z,y}, podemos
]
escribir

w= | —qz? " - ani,jxiyjH do + | py?~! —|—pZai7jmi+1yj dy,
.3 2]
y se obtiene Sop(w) = {(¢,0),(i + 1,7 + 1)} U {(0,p)(¢ + 1,5 + 1)},
donde (3, ) € Sop(A). Como w es foliacién de tipo curva generalizada,
por la observacién 7.6 tenemos N (w) = N(f). Ademas la curva Cy :
y? — 29 = 0 es irreducible y su poligono tiene un solo lado compacto,
el cual estd contenido en la recta L : px + qy = pq. Por tanto, el lado
compacto de N (w) estd también contenido en la recta L : pz + qy = pgq.
Para (i+ 1,5 + 1) € Sop(w) se tiene entonces (i + 1)p + (j + 1)g > pq,
de donde se logra ord(, yA(z,y) =ip+jq>pg—p—q. O

El resultado del teorema anterior nos indica que el ser foliacion de ti-
po curva generalizada es una condicién suficiente para que ord, ) A(z,y)
sea mayor que pqg — p — q.
8. Apéndice: geometria plana

Consideremos la recta £ : ax + by = ¢, con a,b > 0. Pongamos

LT ={(z,y):ax+by>ct y L™ ={(z,y):ax+by<c} (81)
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de modo que LT es el hiperplano superior de £ y £~ es el hiperplano
inferior.

Y y

-

£+

Decimos que L tiene inclinaciéon X si —% es la pendiente de L.

Fijado (a,b), la recta Ly : © + Ay = a + A\b es precisamente aquella que
pasa por (a,b) con inclinacién A.

Proposicién 8.1. Para X €]A1, A2 se tiene

exe (enNet)U(enNes)-
Demostracion. Los puntos de corte de £y con los ejes {x = 0}, {y =0}
son

L,\ﬁ{xzo}:{(O,§+b)} v Lxn{y=0}={(a+20)}.

Por otra parte, la condicion A\; < Ao implica a + \b < a + Xb y
a .

N +b> ~ + b. Al satisfacerse A €]A1, A2[, observamos que se cumple
1 2

Lip<t

a—l—)\1b<a+)\b<a+)\2by N N
2

a
b< —+b
+h< - +b,

de donde concluimos L) C (L',;l ﬂEL) U (Ej\_1 ﬂﬁ;\Q), tal como se
observa en la grafica.
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ﬁ,\l L L,

Notemos, si A\; # A2, que hay infinitas £y que satisfacen

ey (e Net)U (e Nes):

En (C;l ﬂﬁ;rg) hay un nimero finito de puntos (¢,d) € Z%, con

c € [0,al yd e {b, )\%} De manera similar en (Eirl ﬂﬁ;g) hay un
numero finito de puntos con coordenadas enteras cuya abscisa varia en
[a,a + A2b] ¥ cuya ordenada varfa en [0, b].
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Abstract

Generalized curve foliations are a type of foliations that have a simi-
lar reduction as the one given by curves. Camacho, Lins Neto, and Sad
showed that generalized curve no-dicritical foliations have the same re-
duction of singularities than their separatrices. In this paper we give a
novel proof of Dulac’s theorem ([9]) using techniques of Rouillé ([19]).
This theorem shows that for generalized curve no-dicritical foliations
their Newton polygons and their separatrices are equal. Using Dulac’s
theorem we return to a result (wrongly) stated by Loray, which is not
quite right, as noticed by Ferndndez, Mozo and, Neciosup.

Palabras Clave/Keywords: Foliations, Newton polygon of a foliation, ge-

neralized curve foliations.
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Resumen

Presentamos (sin demostracién) una versién del teorema de Bott para
un orbifold complejo compacto y con singularidades aisladas. A contin-
uacién deducimos algunas consecuencias importantes de este teorema, y
finalmente daremos algunas aplicaciones para foliaciones holomorfas en
espacios proyectivos ponderados.
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1. Preliminares

Un orbifold o V-variedad puede ser visto localmente como un espacio co-
ciente de un espacio euclidiano bajo una acciéon de un grupo finito lineal.
La nocién de orbifold fue introducida por Satake [10] en el contexto de
automorfismos de formas en los anos 50 con el nombre de V-variedad,
y por Thurston [11] en el contexto de la geometria de las 3-variedades
en los anos 70; fue entonces cuando gané el nombre de orbifold después
de una votacién entre sus alumnos. Objetos similares aparecen en ge-
ometria algebraica, ahi llamados Q-variedades. Tales objetos pueden
presentar singularidades, pero ellas son siempre de tipo cociente.

Un orbifold es un espacio complejo paracompacto conexo M que
satisface la propiedad que cada punto p € M tiene una vecindad abierta
U C M que es un cociente U 2 V/G, donde V es una variedad compleja,
G es un subgrupo finito del grupo de biholomorfismos de V', con V' y G
dependientes de p. Llamaremos cobertura local suave a la proyeccion
natural 7 : V — U = V/G. En adelante (M, p) denotard el germen de
orbifold M en el punto p y serd llamado germen cociente. Morfismos
entre orbifolds son las aplicaciones holomorfas entre ellos.

Puesto que las posibles singularidades que aparecen en un orbifold
M son de tipo cociente, se tiene que M es un espacio complejo re-
ducido, normal, Cohen-Macaulay y con solo singularidades racionales.
Denotaremos este conjunto singular por Sing(M) y la parte regular por
Mpey = M\Sing(M). La dimensién de M es la dimensién de la variedad
compleja Mpeg.

La estructura local de un orbifold entorno de sus singularidades fue
descrita por David Prill en [8]: si dim¢cM = n, entonces cada germen co-
ciente (M, p) determina un unico (médulo conjugacién) subgrupo finito
pequeno G, C GL(n,C) tal que (M, p) = (C",0)/G), con una proyeccién
natural 7 : (C",0) — (M,p). Notemos que se tiene p € Sing(M)
si el grupo de isotropia G}, es no trivial. Resaltamos que se cumple
Gp = m1((M,p)\Sing(M)) y por esa razén G, es llamado el grupo fun-
damental local de M en p. Recordemos que G, es pequeno si satisface
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codimc(Fizx Gp) > 2 (acd Fix G, = Ugx.Fix g), 0 equivalentemente, si
ningin elemento en G, tiene a 1 como un autovalor de multiplicidad
n — 1. Veamos algunos ejemplos de orbifolds.

Ejemplo 1.1. I. Toda variedad complexa M es trivialmente un orbifold
sin singularidades.

II. Sean U =D ={z € C:|z2] <1} CcC,V =D, y py el grupo
de las raices n—enésimas de la unidad actuando por multiplicacién, con
cociente 7 : V' — U dado por 7(z) = z™. Resulta entonces que U es un
orbifold con una unica carta orbifold (V, uy, 7).

III. Si G C GL(n,C) es un subgrupo finito, entonces el cociente
C™/G es un orbifold. En particular, paran =2y G C SL(2,C) subgrupo
finito, tenemos las singularidades kleinianas (o de Du Val) A,;,—1, Dpyy2,
con (m > 2), Eg, E7 y Es. En dimensién 2 cualquier espacio complejo
con singularidades de tipo Klein tiene una estructura natural de orbifold.

IV. Un dato bien conocido es que toda variedad térica Ma, donde
A es un fan simplicial, es un orbifold. Como un ejemplo importante
de este tipo de orbifolds aparecen los espacios proyectivos ponderados
P™(w).

V. Considere el 4-toro complejo T* = C2/Z*. Definamos el mapa
o : T* — T* mediante

o,(ezt17ezt27 elt3761t4) — (e—zt17e—lt27e—1t37 e—zt4)

e identifiquemos (o) con Z,. La superficie de Kummer T*/Z, es un
orbifold con 16 singularidades aisladas.

Una k-forma diferencial en M es una k-forma C*° en Mg, tal
que el pull-back 7*w se extiende a una k-forma C'* en cada cobertura
local suave 7 : (V,p) — (M,p) de M. De ahi, si w es una 2n-forma
diferencial en M con soporte compacto Supp(w) C (M, p), entonces, por

definicién, se tiene
1 / .
w= T w.
/ #Gp
v

M
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Ahora, si la 2n-forma diferencial w tiene soporte compacto, mediante
una particién de la unidad {pa,Us}aca (invariante por la accién local,

ver [10]), tenemos
[o=% [ oo
M M

Anélogo al caso de variedades tenemos el haz &% de k-formas difer-
enciales en M, junto con la derivada exterior d : &% — &1 y el haz
total &* = Pyepca, EF-

Cuando M tiene dimensién n, via la férmula de Satake-Stokes (cf.
[10]), para w € To(M, &2 1) (es decir, de soporte compacto) se logra

/dsz.
M

Los complejos de De Rham Hn(M,C) = @ HE,(M,C) (el
0<k<2n
usual) y Hip (M,C) = @ Hbg.(M,C) (el de soporte compacto)
0<k<2n

quedan bien definidos entonces y vale dualidad de Poincaré: el par
HE(M,C) x HX"F(M,C) — C
(EN0) — [unn

M

resulta no degenerado. Como en el caso de variedades, para orbifolds
vale el teorema de De Rham y tenemos H*(M,C) = H},(M,C), donde
H*(M,C) es el anillo de cohomologia singular con coeficientes complejos
y, si consideramos la cohomologia de Cech, vale también H Jr(M,C) =
H*(M,C).

Sea p : E — M una aplicaciéon holomorfa sobreyectiva entre orb-
ifolds. Sea F' una variedad complexa. Diremos que p es un fibrado
holomorfo orbifold con fibra F si para todo p € M existe un cober-
tura local suave 7 : V — U 2 V/G,,, de una vecindad abierta U de p, y
una accién de G, sobre el fibrado trivial V' x F sobre V (con fibra F)
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con E|y = (V x F)/G,. Obsérvese que en tal caso p~'(p) = F/G, es un
orbifold para todo p € M. En particular se tiene p~!(p) = F para todo
pE MRego

Ejemplo 1.2. Como ejemplo, tomemos F' = C*, con accién de G, sobre
V x C* dada por g-(%,v) = (97, A(%, g)v), donde A : V xG), — GL(n,C)
es holomorfa y cumple A(%,gh) = A(hZ,g)A(Z,h). Para més detalles
ver [10], [7].

Sea (U, p) un germen cociente, y sea 7 : (V,p) — (U, p) un cobertura
local suave. Un haz coherente F en (U,p) es un haz orbifold libre
si F es reflexivo (es decir, el homomorfismo natural 7 — FVYV es un
isomorfismo) y (7*F)YY es un haz libre. Cuando M es un orbifold,
un haz coherente F en M serd un haz orbifold localmente libre si
F|(u,p) es un haz orbifold libre para todo p € M. Para mayores detalles
ver [1].

Un fibrado vectorial orbifold E sobre M es un fibrado vecto-
rial holomorfo Egeq sobre Mg, tal que i,(O(ERey)) es un haz orbifold
localmente libre. Aqui ¢ : Mg, — M es la inclucién y O(ERg.y) el haz
de secciones de ERreg.

Ejemplo 1.3. En el ejemplo 1.1, caso II, consideremos el fibrado trivial
orbifold dado por el diagrama conmutativo

V x C—" (V x C)/ttn

V———>0,

donde la accién de p,, sobre V x C estd dada por g - (z,v) = (g2, gv).

Posteriormente daremos un ejemplo no trivial de un fibrado vectorial
orbifold de rango uno en P™(w).
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Observacién 1.4. Un fibrado vectorial holomorfo Fr., en Mg., es
un fibrado vectorial holomorfo orbifold en M cuando para toda cober-
tura local suave (V,p) — (U,p) =2 (V,p)/Gp de M existe un fibrado
vectorial holomorfo Ey junto con una accién de grupos G, tal que
(Bv|v,p)-Fiza,)/Gp = Ereglv,p)- Ademds Ey y la Gp-accién en By
quedan determinadas inicamente por Freg4.

Observacion 1.5. Dado un haz orbifold localmente libre F sobre M,
existe un fibrado vectorial orbifold en M tal que F es isomorfo al haz de
secciones de E. Mdédulo isomorfismo E es unico.

Sea M un orbifold y F un fibrado vectorial holomorfo orbifold en
M. Una métrica orbifold h en E es una métrica hermitiana en Epe4
tal que para toda cobertura local suave 7 : (V,p) — (U, p), el pull-back
7*h admite una extension a una métrica hermitiana hy en Ey .

Como en el caso de variedades, a través de particiones de la unidad
siempre es posible construir métricas orbifold. De manera similar pode-
mos construir conexiones, curvatura y clases de Chern asociadas a un
fibrado vectorial holomorfo orbifold (para més detalles ver [7], [1]).

En el capitulo 2 de este trabajo (a continuacién), presentaremos un
teorema de tipo Bott para un orbifold complejo compacto y con sin-
gularidades aisladas (teorema 2.1), y deducimos algunas consecuencias
importantes de este teorema. En el capitulo 3 daremos algunas aplica-
ciones en el contexto de foliaciones holomorfas en espacios proyectivos
ponderados.

2. Un teorema de tipo Bott

Sea M un n-orbifold compacto y con singularidades aisladas. Sea L un
fibrado vectorial orbifold de rango 1. Consideremos las clases de Chern

cx(TM — L) = e, (TM) + cp_1(TM)cr (L) + - + e (D)F,
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donde LY denota el dual de L y 1 < k < n. Consideremos también
(TM —LY)=c]"(TM —LY)--- ¢ (TM — L"),

donde v = (v1,...,0n) y N =01 + 203 + - - - + nU,.
Como casos particulares resaltamos los dos casos extremos:

L ci(TM —LY) =1 (TM) + 1 (L),
L en(TM — LY) = ep(TM @ L).

Identifiquemos M, «,,(C) con C™. Recordemos que un polinomio
P : M,x,(C) — C homogéneo de grado k es llamado invariante si
cumple P(A) = P(GAG™1) para todo G € M,,«,,(C) invertible. (Ejemp-
los bésicos de tales polinomios estdn dados por la relacién Det(A+t-I) =
Sr_oP"F(A) - " en particular tenemos Py(A) = Tr(A), la traza, y
P,.(A) = Det(A), el determinante).

Sean o1 (21, ...y 2n) = Doiq Ziy -y On(21, s 2n) = [y 2 las fun-
ciones simétricas elementales. Pongamos ¢’ = oy*...0". Es sabido
que cualquier polinomio homogéneo invariante es una combinacion lin-

eal P=3%" a,0", a, € C (ver [6]).

Teorema 2.1 ([3]). Sea M un orbifold compacto de dimensidn n con
singularidades aisladas. Sea L un fibrado vectorial orbifold de rango 1
sobre M y & una seccion holomorfa de TM ® L cuyos ceros son aislados.
Si P es un polinomio homogéneo invariante de grado n, entonces se tiene

vy P(JE)dz A --- A dZ,
P(TM — L ——R it A,
/M ( MZ # P es”( £ ...& )

donde m, : (U,p) — (ﬁ/Gp,p) denota la proyeccion, € = 7 (£), JE =

(6&) y Resg (W) es el residuo de Grothendieck, siempre
1---Gn

que £(p) = 0. O

Definicién 2.2 ([10]). Sea M un orbifold y & una seccién holomorfa
de TM ® L con singularidades aisladas. Dado p € M, consideremos la
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cobertura local suave m, : U—-U=>U/ G, de una vecindad abierta U
de p. El indice de ¢ en p esta definido por

1

T,(6) = e To(6)

donde Z 5( 3 ) es el indice de Poincaré Hopf de € en p.
En el teorema 2.1, de las propriedades de los residuos, sigue direc-

tamente lo siguiente.

Corolario 2.3. Con la notacion del teorema 2.1 se tiene

en(TM ® L) Z(
/| >

&(p)=0

Ademds, si los ceros de £ son no degenerados (es decir Jé(ﬁ) #£0
para todo p € Sing(&)), tenemos

/M (TM —LY) =

Proof. Para la primera parte, en el teorema 2.1 tomemos P = C),. En-

tonces la igualdad se sigue de ¢, (TM — L) = ¢,(TM @ L) y T5(€) =

C, (]é)dzlxx AdZ,,
€.

de las propledades locales de residuos para campos holomorfos con sin-

1 CU(JIED)
3

o5 #Cy det(JE(p))

Resg ( ) La segunda parte se desprende directamente

gularidades no degeneradas, ver [6, pagina 650]. O

Anidlogo al caso liso, daremos una generalizacién de la definicién del
indice de Baum-Bott para una superficie orbifold. Sea F una foliacién
holomorfa con singularidades aisladas en una superficie orbifold M. Sea
p € M una singularidad de F; asumamos que cerca de p la foliacién esta
localmente dada por un campo de vectores holomorfo £ = 518% + 526%
o por una 1—forma holomorfa w = &;dw — &dz, donde (z,w) son las
coordenadas locales centradas en el punto (0,0) y &1, & son funciones
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holomorfas con &1(0) N &1(0) = {(0,0)}. Definimos el indice de
Baum-Bott en p por

2
BB(F,p) = #1GPR68(0’0) (T;(?dz A dw) .

3. Aplicacién: foliaciones en P"(w)

En esta seccién daremos las aplicaciones de los resultados dados anteri-
ores a las foliaciones holomorfas en los espacios proyectivos ponderados.
Primero, en forma rapida presentamos algunos preliminares; para més
detalles se puede consultar [7], [5] o [4].

Sean wg, ...,w, € ZT coprimos dos a dos. Consideremos la accién
en C"T1\{0} dada por

A (Zo, ceey Zn) = ()\wOZO7 ...,)\w”Zn).

Pongamos w = (wy, ..., Wy ), |[w| = wo + ... + Wy,
El espacio proyectivo ponderado en los pesos wy, ..., w, esta
dado por

Py, = P"(w) = P(wg, ..., wn) = (C"T1\{0})/ ~;

Acé ~ hace referencia a la relaciéon de equivalencia determinada por las
érbitas del grupo del parrafo anterior. Denotaremos por 7 : C**1\{0} —
P? a proyeccién candnica. Observemos que para wg = ... = wy, = 1 se
tiene P}, = PZ, el espacio proyectivo usual.
Estos espacios tienen singularidades precisamente cuando algin w;
es distinto de 1. En efecto, en tal caso se tiene
Sing(Pr) = {(0: .. :\1//: w1 0)y rwy # 13

g
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En este contexto resulta til introducir la funcién ¢ : P¢ — Py dada
por o(Zy : ...: Zy) = (Zy° : ... : Z™),. Es un simple ejercicio verificar
que ¢ es de grado wy - - - wy,.

Establezcamos algo de notacién. Para cada ¢+ pongamos

Ui = {[Zov "'aZn]w € ]PZ, : Zz 7é 0} C ]PJZ)

Ademés consideremos p,,, = {z € C*: z%i = 1}.
El grupo pu,, induce una accién en U; = C" dada por

—

ANAZo, s Ziy o Z) = (N Zo, oo Ziy o N7 ),
de modo que se tiene U; = ﬁ/uw Entre estas copias de C", para j < @

tenemos un cambio de coordenadas orbifold (ver [7]), osea una aplicacién
holomorfa inyectiva

Pij - Ul — Uj
dada por
_ Zo Z; 1 Zn
Pij ((ZOa 23} Zia X} Zn)) — <Zw0/wf’ 32X Za 3 sz/w] PR} Zw7l/wj ) )
J J J

tal que ;; respeta la accién local de los grupos fiw, ¥ plw;. Con ello Py
adopta estructura de orbifold.

Fijemos d € Z, consideramos la accién
C* x (C"™\{0} x C) — C"*1\{0} x C
dado por
(N (Z0y oy Zn)s t) = (A0 Zg, ..oy N7 Z,), A2).
Definimos el fibrado vectorial orbifold lineal en PP}, por
Ou(d) = (C"\{0} x C)/ ~.

La siguiente proposicién describe las secciones holomorfas globales
de O, (d) cuando d > 0.
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Proposicién 3.1 ([7]). Sid > 0, tenemos
HO(P", 0,(d)) = D C-(Zk..zk).
woko+...4+wpkn,=d
O
Se verifica que el grupo de Picard de P}, es un grupo ciclico infinito
con el producto tensorial y es generado por O, (1), con O, (1)®¢ =
Ow(d), d € Z. Ademss, si ¢ : PE — P es como antes, entonces

©*(Oy(1)) = O(1) (es decir, ¢ es functorial). Detalles de esto puede
ser visto en [7].

Proposicién 3.2 ([7]). Para O, (1), el fibrado hiperplano en PP, se
tiene

O

Similar al caso proyectivo, tenemos una sucesién de Euler (ver [7]):

0—C -5 @Oy (w) L TP — 0,
=0

donde
L a1 (w020, wnZ),

IL B: Py, ) — (X Pig%), acd m: CPFI\{0} — P7 es la
proyeccién canonica.

Al aplicar producto tensorial con O,,(d—1) obtenemos la sucesién exacta

0= Oy(d—1) = @ Ou(wi +d—1) = TP ® Oy(d — 1) — 0.
i=0
Una foliaciéon holomorfa de dimensién uno y grado d en P}, queda

en la prictica inducida por un elemento de HO(P? , TP" ® O, (d — 1))
(comparar con [4]).
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En efecto, toda foliacion holomorfa de dimensiéon uno y grado d
en P? queda determinada por un campo de vectores en C*T1\{0} de
la forma X = Z?:OP%'(Z)aiz,;v donde cada P; es un polinomio casi-
homogéneo de tipo (wy, ..., wy) y grado de casi-homogeneidad d+ w; — 1:
es decir, que satisface

Pi(AY Zy, .., A" Z,)) = N P(Zy, .. Zy), i =0, ..., n.

Sin embargo, obsérvese que QR + X define la misma foliacién que
X, donde R,, = wOZOaLZO + ...+ wnZn% es el campo radial y @ es
cualquier polinomio casi-homogéneo de tipo (wy, ..., w,) y grado de casi-
homogeneidad d — 1, de ahi la terminologia.

Proposicién 3.3. Sid > 1 — Mdz{w; + w; : i # j}, entonces se tiene
HO (B, TR © 0,,(d - 1)) # {0},

Prueba. El par Qp, x Qp," — Qp, induce el isomorfismo (), =
Home (g, ", Q(P?Z).wPor otro lado tenemos Kpn = Ouw(— >0 Owi)w, de
modo que se logra TPZ, = (4, )Y = Q=" ® (g, )Y = Q& (X1 w).
Una vez que se tiene HO(P?, TP? O, (d—1)) = HO(IP" Qp,. Yo wit
d — 1)), el resultado se sigue de [5, corolario 2.3.4]. O

Pasemos ahora a aplicaciones y ejemplos en los espacios proyectivos
ponderados. El siguiente corolario es una aplicacién del corolario 2.3.

Corolario 3.4. Para & una seccion holomorfa de TPI ® O, (d —1) con
singularidades aisladas se tiene

n

> L) = 1) o).

£(p)=0 0 "™ =0

En particular, si € tiene singularidades no degeneradas, entonces se

cumple
n

1
Z = Z — )" oy(w).
£(p)=0 #Gp W

0 Wn =
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Si ademds £ se tiene Sing(€) N Sing(Pl) = &, entonces se satisface
n

#Sing(§) = - Z(d —1)"oj(w).

w.aow
0 nj:O

Prueba. En virtud del corolario 2.3 basta demostrar la igualdad
1 = ;
/ (TP & Oy (d — 1) = ———— 3 (d = 1)" 5 (w).
ig

w ...w
0 nj:O

Veamos eso. Pongamos s = d — 1. En la sucesién de Euler
0—-C— é@w(wi) — TP} — 0,
i=0
tenemos ¢(TP) = ¢(C)c(TPL) = (B Ow(w;)); lo cual conduce a
en(TP, ® Ou(s)) = zn: ¢ (TP} )e1(Ou(s))" ™
j=0
= 3 D Oulw)er (Ouls)) .

j=0 =0

= Y 5" (@D Ou(wi))er (0w(1)" . (3.1)
j=0 i=0

Para calcular ¢; (B, Ow(w;)) ponemos ¢1(Oy(1)) = h, y tenemos
entonces

n

(@POu(w)) = [[e(Oulw)) =]]A+e1(Ou(wi)
=0 =0

i=0
n n+1
= H(l +w;h) =1+ Z oi(w)h?.
i=0 j=1
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Asi, en (3.1) tenemos

n(TP) @ Oy(s)) = s"h"+ Z s"_jcj(ea O (w;))R" ™7
j=1 i=0

= s"h" + Z s" o (w)hIh" I
j=1

- (s" + Z Sn_jaj (w))h”
j=1

n

= (Z s"_jaj(w))h".

=0

Gracias a ello la proposicién 3.2 nos lleva a

n —71 s" o (w
/Pcn<TPw®ow<s>>—womwnZ 5(w).

n
w

O

En el siguiente corolario establecemos condiciones para que una fo-
liacién en PP}, sea singular.

Corolario 3.5. Sea F una foliacion holomorfa de grado d y con singu-
laridades aisladas en P, Si se cumpled >0 6 d—11 0, (w), entonces se
tiene Sing(F) # @. Para n =2 basta d > 0 para lograr Sing(F) # .

En particular, cuando F es inducida por una seccion holomorfa &
de TP? @ O (d — 1), si para algin i se cumple w; = 1 y deg(&) > 0,
entonces se tiene Sing(F) # .

Prueba. Bajo la primera condicién, supongamos se satisfaga Sing(§) =
@. Entonces por el corolario 3.4 tenemos Z;}:O(d —1)" o (w) = 0;
lo cual obviamente implica d — 1]oy,. Como d > 0 implica Y77 (d —
1)"=J Pj(w) > 0, deducimos de paso que se cumple d < 0.
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En el segundo caso es suficiente analizar d = 0. Para ello nueva-
mente supongamos se tenga Sing(§) = &. Entonces por el corolario 3.4
tenemos 1 = o1 (w) — oa(w) <0, lo cual es una contradiccidn.

Bajo las hipdtesis del caso particular tenemos 0 < deg(§;) = d +
w; — 1 = d. La primera parte conduce luego a Sing(§) # . O

Los siguientes dos corolarios brindan un nexo entre el conjunto sin-
gular de una foliacién y el del espacio ambiente P;,. Recordemos que se
tiene

Sing(Py,) ={(0: .. :\1'//: w2 0)y wy # 1}

7
Corolario 3.6. Sea F una foliacién holomorfa de grado d en P2 con
singularidades aisladas.
e Siw = (1,1,k) con 1 < k { d?, entonces F tiene una singularidad
incluida en {(0:0: 1), } = Sing(P2).
e Sea w = (1,1,k) con k > 1, y supongamos se tenga d > 0. Entonces
st (0:0: 1), es una singularidad no degenerada de F, resulta que F
admite por lo menos una singularidad adicional.
o Sea d # 1. Si las singularidades de F son todas no degeneradas,
entonces Sing(F) # {(1:0:0),,(0:1:0),,(0:0:1),}. (Compare
con el ejemplo 3.9, abajo.)

Prueba. Si en la primera parte suponemos que F no admite una singu-

laridad en (0: 0 : 1),,, entonces por el corolario 3.4 se tiene % +d+1=
(d=1)?+(d=1) o3 (w)+0> (w)
k

€ Z; de donde en particular se concluye k|d?.

Si en segunda parte nuevamente suponemos lo contrario, el corolario
3.4 entrega % = %; lo cual es imposible una vez que se tiene k£ > 1
yd>0.

Si en la tercera parte bugponemos lo contrario, el corolario 3.4 nos

lleva a o~ + 71 + w%‘ = (d=1)7+ ‘fuoqlu)l“;)gw)*"z’(“’)

od= 1 — 01( ). Como por hipétesis se tiene d # 1 se deberd satisfacer
d =1—o01(w). Pero ello contradice a d > 1 — Max{w; + w; : i # j} >
1 — o1(w), propiedad ya demostrada en la proposicién 3.3. O

Esto derivard en d =1

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 83-104, ISSN 2305-2430 97



A. Miguel Rodriguez

Corolario 3.7. Sea F una foliacion holomorfa de grado d en P, con
singularidades aisladas y no degeneradas.

e Sean>3. Sid#1yd—1{o,_1(w), entonces Sing(F) # {(1:..:
0)wy s (0.1 1) }. (Compare con el ejemplo 3.9, abajo.)

e Sid =1 (en este caso F es inducida por un campo global pues se
tiene HO(P? , TP" @ 0,(0)) = HO(P? ,TP?)) y w; t on(w) para algin
i, entonces se satisface Sing(F) N Sing(Py) # .

Prueba. Parala primera afirmacién supongamos que se tenga Sing(F) =

{(T:..:0)p,....,(0:..: 1)y} con d # 1. Entonces por el corolario 3.4 se
cumple 2o — L 1 _ ([@d=D"+ (@ Do) ton(®) . o decir

wo ... Wn wo Wn, wo ... Wn

se tendra d — 1|oy,—1(w).
Ahora supongamos se cumple d = 1y Sing(F) N Sing(P?) = 2.

El corolario 3.4 nos lleva a % =>"7Z,(&) € N, de donde pasamos a

wo... Wy o (w), lo cual equivale a decir que todo w; divide a o, (w) pues

los w; son coprimos entre si. O

Ejemplo 3.8. Tomemos w = (1,1,3), y consideremos el campo { =
Yo Lh + X5R% + V225 (cond=5).
Primero calculemos las singularidades de la foliciéon asociada. La

igualdad
ik
YS X5 vz? |=o,
X Y 37

nos lleva al sistema (en C* — {0}):
3ZX°5 = Y272
3ZY° = XYZ?
ys = XS,

que tiene como solucién (X, aX,0) y (X,aX,3a*X3), con a® = 1, en
U, vy 2 (0,0,7), donde Z # 0. (Nada novedoso aparece en Uy.) Al pasar
al cociente, obtenemos

Sing(F) ={(1:a:0)y,(1:a:3a%),,(0:0:1),},
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trece singularidades en total.

Ahora estudiaremos el campo £ localmente. En Uy = {X # 0}, ten-
emos (€)= —% (V& +32L), m(O) g = % & v ™ (O g = ¥ &
Trasladando estas expresiones en £ con X = 1, tenemos la expresion local
& de € en Uy dada por

~ 0 0

=(1-y%=— 2% — 3z2y°)—.

£=( y)ay+(y o

(En la préctica, la expresion local del campo £ en Uy puede ser obtenida

sustituyendo la expresién de R, = Xa% + Yaiy + SZ% =0en & con
X =1). Con esta expresién obtenemos

—6y° 0

det(J§) = 22 — 15zy4 2yz — 3y°

= —6y°(2yz — 3y°).
Claramente (y,2) = (,0), (o, 3a*) son singularidades no degeneradas.
Asi Z(4,0)(§) = Z(a,304)(§) = 1, lo que implica que la suma de indices (en
el abierto Up) es igual a 12 (pues son 12 las singularidades).

En Us = {Z # 0}, de R, = 0 pasamos a 3 = —+(X 2% + Y 2).
La expresién local para & en Us resulta ser

~ 0 1 0
(.5 o 5 1 o2y Y
En este caso se tiene
- _1 5y4_lx 2 1
det(JE) = | —3Y 37 | 22 _pad(n,t — o).
et(J¢) e _2y | T Y o (5" — 32)

Aca unicamente interesa la singularidad (x,y) = (0,0), la cual es degen-
erada y cuyo indice estd dado por definicién por Z(g,0)(§) = g Una vez
que Zg(p):o Z,(&) = %, el corolario 3.4 queda ratificado.

Ejemplo 3.9. Sean wy,...w,, € Z" coprimos de a dos. Supongamos se
tenga w; # w; cuando ¢ # j. Consideremos el campo

- d
X = Z,—— € Ho(P™ TP"

Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 83-104, ISSN 2305-2430 99



A. Miguel Rodriguez

(acd d =1).
En la carta afin Z; # 0 (donde fijamos Z; = 1), de

" 0
Ry = Z,-2 —0
kzzow’“ YA

se pasa a

0 - W 0

= — 7, —
8Zi §wi k(?Zk.’
ki

lo que proporciona la expresion local de X en U; dada por

X, = (1 _ w’“) 7.2
k=0 i

ki

Se observa que el origen es la tnica singularidad, no degenerada ademaés.
Resumiendo, tenemos

Sing(F)={(1:0:+-:0)u, -+, (0:0:---: 1)}

Obtenemos entonces

n

o (w " o(d—=1)""o;(w
DD s I L. U) B =Gl W 1C)

Wy wo, - - -5 Wn wo * -+ * Wp

p:X (p)=0 =0
y asi el corolario 3.4 es satisfecho (d = 1).

Corolario 3.10. Sea & una seccion holomorfa de TP2, @0, (d—1) cuyas
singularidades son todas aisladas. Entonces se cumple

> BB(F.p) = ———(w|+d—1)"

1
£(p)=0 (oot

Prueba. De acuerdo con el teorema 2.1 basta con demostrar la igualdad

1
2(TP? — 0,(1 —d) = ——— d—1)>2
[, GTeL =01 =) = o (ful +d 1)

2
w
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Pongamos s =d — 1y h = ¢1(O4(1)). En efecto, de la proposicién 3.2
se obtiene

/W ETP —0,(1-d) = [ (a(TP%)+er(Ou(d - 1))

w w

T

(Jwlh + sh)2
(Jw] + 5)h?

2
w

= (ju| + 5 / 2
P2,
1
= L (w492
WoW1wW2

g — T

O

Sea ¢ una seccién holomorfa de TP2 @ O,,(d — 1) con singularidades
aisladas. Sea F la foliacién inducida por . Dado p € Sing(F), diremos
que p es una singularidad radial si localmente (es decir, via una carta
orbifold) el campo £ es de la forma

Corolario 3.11. Sea F una foliacién holomorfa de grado d en P2, con
singularidades aisladas. Si todas las singularidades son radiales, en-
tonces se satisface

1
d=3 (3 — o1 (w) £ 2y (W)? — 302(21})) .
En particular st wg = w1 = we = 1, entonces se tiene d = 0; y si
wyg=w; =1 ywy =k, entoncesd:% od=1-k.

Prueba. Puesto que cada singularidad es localmente radial, tenemos
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BB(F,p) = 4Z,(€) para todo p € P2. De esta manera se logra

———(Jw| +d - 1)?
WoWwi1wW2

> BB(F.p)

£(p)=0

= 4) T,(9)

(d—=1)" 4 (d = 1)o1(w) + o3(w)
WoW1W2

= 4

Tenemos entonces 3(d — 1)% + 201 (w)(d — 1) + doa(w) — o1 (w)? = 0, y el
resultado se sigue directamente. O

Ejemplo 3.12. El campo X = *kaizrz en P(1,1,k), con k > 1, tiene
grado d = 1 — k y admite una tinica singularidad, que es de tipo radial
en la carta Us(Z> = 1). Obsérvese que se cumple d > 1 — Méx{w; +wj :

i# 5} = k.

Corolario 3.13. Sea F una foliacion holomorfa de grado d en P(a® —
b2 + c,a? — 2ab + c¢,c) con singularidades aisladas radiales. Entonces
312a —b implica d =1+ b* — c.

Prueba. En la expresién
1
d=3 (3 — o1 (W) £ 2o (@) — 302(w)) ,

una vez que wg = a?> — b? +¢, w; = a2 — 2ab+ c y wy = ¢ tenemos
o1(w)? — 302(w) = (a® + b — ab)®. Ello implica d = 1 —c+b* o
d=1—c— %(Qa —b)2, y el resultado se sigue de inmediato. O
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Francisco Ugarte Guerra

1. Introduccién

Este trabajo es esencialmente una recopilacién de resultados de la
teorfa de grupos abelianos ordenados. Acé recogemos las notaciones y re-
sultados béasicos necesarios para establecer el teorema de Hahn, el mismo
que describe la estructura de este tipo de grupos.

El teorema de Hahn [7] establece que todo grupo abeliano totalmen-
te ordenado puede sumergirse en un subgrupo aditivo de una potencia de
los niimeros reales con el orden lexicogréfico, es decir, en un subconjunto
del producto cartesiano usual de copias de R (ver definicién més ade-
lante), y es, sin duda, una herramienta fundamental para la clasificacién
de grupos abelianos ordenados. La prueba del teorema aparecié por pri-
mera vez en ([5]) y se desarrolla a lo largo de 27 péginas; a ella Clifford
la califica de “maratén transfinita” (ver [2]). Cincuenta afios mas tarde,
Hausner y Wendel ([6]) logran una demostracion més simple, pero vélida
solo cuando G es un espacio vectorial real ordenado. Por tltimo, Riben-
boim ([7]) utiliza un resultado de &lgebra lineal de Banachewski para dar
una demostracion simple del teorema.

Anadiremos una prueba simple del teorema de Hahn en el caso parti-
cular de grupos de rango finito y algunos resultados sobre la minimalidad
de la inmersién sugerida por el teorema.

2. Definiciones y propiedades basicas
En esta seccion presentamos las definiciones, los resultados y la no-

tacion que utilizamos en el articulo. Hemos omitido las demostraciones
que no consideramos interesantes o que aparecen en otros lugares.

2.1. Producto de Hahn de una familia de grupos

Comenzaremos con la notacién a ser utilizada al considerar pro-
ductos de grupos. Partimos de una familia {G;};c; de grupos abelia-
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nos. Como es habitual, representaremos su producto directo por H G;

il
y Ty HGi — G, dada por m;((g:)icr) = g;, la proyeccién j—ésima.
i€l
Para cada elemento g € H G, llamaremos soporte de g a

iel
Sop(g) ={i € I | mi(g) # 0};

con esta notacién la suma directa de la familia {G;};cr es

PG ={g € [[Gilt(Sop(g)) < oc}.

i€l icl

Si I es un conjunto totalmente ordenado, pondremos I = IU{oo} y
consideraremos el orden en I como el orden de I junto con i < co para
todo i € I.

Para todo g € HGi tal que Sop(g) tiene minimo definimos el

iel
orden de g como O(ge) = min{Sop(g)}, es decir, o(g) = i si y solo si
mi(g) # 0y mj(g) = 0 para j < 4. Por convencién aceptaremos que se
cumple Sop(0) = ¢ y o(0) = 0.

De la definicién anterior se desprenden las siguientes propiedades
para el orden de g.

= Sige @ G, entonces g tiene siempre orden.
icl
= Si Sop(g) estd bien ordenado, entonces tiene un minimo y g tiene
orden.

= Si [ esta bien ordenado, entonces para cada g € H G o bien g # 0
iel
y su soporte estd bien ordenado o, en su defecto, g = 0. En otras
palabras, para cada g € H G existe o(g).
iel
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Sea g € H G ~ {0} tal que exista el orden de g. Llamamos inicial
iel
de g al elemento in(g) = m;(g) € Gy, donde i = o(g). Por convencién
pondremos in(0) = 0.

Definicién 2.1. Dada una familia de grupos abelianos {G;}icr con I
un conjunto totalmente ordenado, llamamos producto de Hahn de la
familia a

HG ={ge HGZ- | Sop(g) C I bien ordenado} U {0}.

i€l iel

Proposicién 2.2. El conjunto H G; es un subgrupo de HGi que con-
el il

tiene a su vez como subgrupo a @Gi. En consecuencia, contiene como
iel

subgrupos a todos los G;. Si I estd bien ordenado, entonces se tiene

HG; = H Gi, y si I es finito, se cumple @Gi =Ha;,= I_IG7 (]

i€l ieq@ i€l i€l iel

La proposicién es consecuencia de que una unién finita de conjuntos
bien ordenados es bien ordenada.

2.2. Grupos divisibles

Recordemos que un grupo G se dice divisible cuando para cada
g € Gy cadan € N no nulo existe ¢’ € G con el cual se cumple ng’ = g.

Ejemplo 2.3. El grupo Z no es divisible pero en cambio Q si lo es.
El hecho de que G sea divisible significa que la ecuacién nx = g con
n € N—{0} tiene solucién para cada g € G. Notemos que no se afirma que
esa solucién sea tnica. Por ejemplo, el grupo (Q/Z, +) es divisible porque
todo elemento de Q/Z admite una escritura de la forma 3 +Zconb>0

y b > |a| y a,b relativamente primos. De este modo, para cada o € Q/Z
a

con a = g—l—Z se cumple n (
bn

b

+ Z) = «. Sin embargo, este elemento no
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1
es unico pues basta observar que la igualdad n ((ba + > + Z> =«
n n

abre camino muchas soluciones.
Proposicion 2.4. Para un grupo abeliano G son equivalentes:
i. G es divisible sin torsion,

it. para todo g € G y cadan € N—{0} se cumple que la ecuacion nx = g
tiene una unica solucion en G,

115. G admite una estructura de Q-espacio vectorial que extiende su es-
tructura natural de Z mddulo.

Demostracion. Como G es divisible, la ecuacién nx = g tiene solucion
¥y, 8l g1 y g2 son soluciones, g = ng; = ngs implica n(g; — g2) = 0. Como
G no tiene torsién, se obtiene g; — g = 0. Luego i implica ii.

Definimos g como la tnica solucién de la ecuacién nx = mg.
Resulta inmediato que con la ley externa asi definida estamos ante un
Q-espacio vectorial. Asi hemos verificado que ii implica iii.

Como G es un Q-espacio vectorial, se sigue que no tiene torsion,
pues ng = 0 con n # 0 implica 0 = %(ng) = g. Por otro lado G es
divisible gracias a la igualdad n(+g) = g. Por tanto iii implica i. O

Veamos ahora que todo grupo abeliano sin torsién se puede sumergir
en un grupo divisible.

Proposicion 2.5. Si G es un grupo abeliano sin torsion, existe un gru-
po G divisible y un homomorfismo inyectivo de grupos | : G — G tales
que para todo grupo abeliano sin torsion H y para todo homomorfismo
f : G — H podemos encontrar un unico homomorfismo de grupos
t:G — H tal quetol = f.

Demostracidn. Formamos el conjunto Z* x G (ZT ={n € Z | n > 0}),
y definimos la relacién (ny, g1) ~ (n2, g2) cuando nag; = n1gs. Es inme-
diato que ~ es una relacién de equivalencia.
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Si ponemos G = Z*xG/ ~ y representamos con g la clase de (n, g),
n

resulta que G es un grupo con la operaciéon

ni n2 nin2

g, 92 _ 291 +Tl192.

Observamos que asi G es divisible y la aplicacién | : G — G, definida
. g . .
mediante [(g) = =, resulta un homomorfismo inyectivo.
Por otro lado, si H es divisible y f : G — H es un homomorfismo,
basta definir ¢t : G — H al poner ¢ (g) € H como la tnica solucién en

H de la ecuacién nx = f(g) para conseguir el fin buscado. O

Como consecuencia tenemos que todo grupo G abeliano sin torsién
se puede sumergir en un grupo divisible sin torsién G. Al grupo G lo
llamaremos cierre divisible de G.

El hecho de que el cierre divisible del producto de Hahn H G; sea el
producto de Hahn de los cierres divisibles de G, es decir, quefel satisfaga
HG: = m, queda como ejercicio para el lector.
i€l i€l
Observacién 2.6. En virtud d?n lga definicién de la ley externa en G,

tenemos que se satisface —= = —=.
nr nr
9r

s . gi = . .
También, al tomar diversos —,..., € (G conviene definir
ng Ny

/
n =mny---n,. y n, =n/n;. Luego, al usar la igualdad Ji _ TP,
; n

)
7

obtiene
T T
gi _ 1 /
==-) mnigi
=1 i=1
A esta ultima técnica se le conoce con el nombre de reduccién a
denominador comun.

Lema 2.7. Sea G un grupo abeliano sin torsion. Si H es un subgrupo
de G y L(H) es el subespacio vectorial de G generado por H, entonces
a € G pertenece a L(H) si y solo si existe un nimero natural n con el
cual se tiene na € H.
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. . . . m m
Demostracion. Por definicién, si a € L(H), existen —1, ., — EeQ,
ni1 Ny
conm; >0y g1,...,9- € H, sujetos a
T

mg gi

o= —=

n; 1

Por reduccién a denominador comun esto es igual a ﬁ para cierto h € G
y n € N. De ahi se justifica na =h € H. "

Reciprocamente, si na € H, entonces na € L(H), de donde se
obtiene oo € L(H). O

Podemos establecer correspondencias ida y vuelta entre S(G), la
coleccién de subgrupos G, y L£(G), la coleccién de subespacios de G de
la siguiente manera.

= L : S(G) — L(G) asocia a cada subgrupo H de G el subespacio
L(H) de G generado por H,

» A : L(G) — S(G) asocia a cada subespacio T € L(G) el grupo
A(T)=TnNG.

Claramente Hy C Hj implica L(H,) C L(Hs) y Th1 C T» implica
A(Ty) € A(Tz). Sin embargo L y A no son inversas una de la otra
aunque siempre se cumpla LA(T) = T. En efecto, siempre se cumple
LA(T) C T puesto que T es subespacio de L(G), se satisface A(T) C T
y LA(T) es el menor subespacio que contiene a A(T'). Por el otro lado,

dado h € T, al ser G es un sistema de generadores de G, se satisface
m m
h:—lgl+...+JgT:g€T.
ny Ny n

para cierto g € G y n entero positivo. Luego,g =nh € TNG = A(T), lo
cual implica h € LA(T).

Que no siempre AL(H) y H coincidan se comprueba, por ejemplo,
al tomar G = Z. En tal caso se tiene G = Q y al definir H = 2Z € S(Z)
se obtiene AL(H) =Z # H.
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2.3. Grupos ordenados

Definicion 2.8. Un grupo abeliano es ordenado si es ordenado como
conjunto y g,h > 0 implica g + h > 0.

Si el orden es total, diremos que G es un grupo abeliano to-
talmente ordenado. Aqui solo trabajaremos con grupos totalmente
ordenados, por lo cual en lo general omitiremos la palabra totalmente.

Definicién 2.9. Sean (G,+,<) y (G, +, <) grupos abelianos ordena-
dos. Decimos que un homomorfismo ¢ : G — G’ es un homomor-
fismo creciente de grupos ordenados si ¢; < g2 (en G) implica

©(g1) < ¢(g2) (en G").

Lema 2.10. Un grupo abeliano (G,+,<) es totalmente ordenado si y
solo si existe un subconjunto S C G, al que en lo sucesivo llamaremos
cono positivo , que cumple las siguientes propiedades:

e SU-S=G,
e SN—S={0},
e para cada g1,g92 € S se tiene g1 + g2 € S.

Demostracion. En un sentido, si G es totalmente ordenado, basta definir
S ={g € G con g > 0}. Este S satisface la primera condicién ya que <
es un orden total, la segunda por la propiedad antisimétrica del orden y
la tercera porque G es un grupo ordenado.

En el otro sentido, si S C G satisface las tres propiedades, ponemos
g1 < go cuando gy — g1 € S. Claramente < satisface los axiomas de
orden. Por ejemplo se tiene g1 < g1, pues g1 — g1 = 0 € S. Ademas si se
satisface g1 < g2 v g2 < g1, entonces para h = g; — go, se tiene h € S
y —h € 5, es decir h € SN —S = {0}, con lo cual concluimos g; = ga,
También g1 < g2y g2 < g3 implican g1 —go € Sy go—gs € S, y de ahi se
pasaa (g1—g2)+(g92—9g3) = g1—g3 € S, es decir, a g1 < g3. Notemos que
este orden es total pues, dados g1, g2 € G, se tiene g1 —g2 € G = SU-S.
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Si suponemos g1 — g2 € S, entonces se tiene g1 — go > 0 y tal como el
orden ha sido definido obtenemos g1 < gs. O

Un homomorfismo de grupos ordenados f : G — G’ es creciente si y
solo si f(S) C S" donde S y S’ son, respectivamente, los conos positivos
de Gy G

Lema 2.11. Un grupo abeliano totalmente ordenado no tiene torsion.

Demostracion. Sea g # 0y n > 0. Como el grupo es totalmente or-
denado, se cumple g > 0 0 g < 0. Si g > 0, entonces se tiene que
n-g=g-+---+g > 0. De forma andloga, de g < 0 se infiere n- g < 0.
Como para n < 0 se tiene ng = 0 si y solo si (—n)g = 0, se obtiene el
resultado. O

La siguiente proposicién establece que cuando G es un grupo abe-
liano totalmente ordenado, el grupo G (el cierre divisible de G, ver pro-
posicién 2.5) acepta un orden con el cual G es un Q-espacio vectorial
ordenado y el homomorfismo de inmersién [ : G — G es creciente.

Proposicion 2.12. Si G es un grupo abeliano totalmente ordenado, en-
tonces su cierre divisible G se puede ordenar de modo que el homomor-
fismo I : G — G sea un homomorfismo creciente de grupos ordenados.

Demostracion. Para definir el orden de G, por el Lema 2,1, basta consi-
derar como conjunto de elementos positivos a

S’:{%eacongZOyneZJr}Cé.

Nnog) — n
Con ello la condicién gL < 92 equivale a gL 92 _ Tegr T mg2 9,
ny ng ny N2 ninz
que a su vez es lo mismo que la condiciéon nsg; — nigs > 0.
Para establecer la segunda afirmacién basta definir I(g) = % O

Definicién 2.13. Un grupo abeliano G totalmente ordenado es arqui-
mediano cuando para cada o, € G con a >0y 8 > 0 existe n € N
para el cual se tiene nf > o > (n —1)0.
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Lema 2.14. Sea G un grupo abeliano ordenado. Entonces G es arqui-
mediano si y solo si es isomorfo a un subgrupo de (R, +).

Demostracion. Fijemos o > 0 en G. Tomemos > 0. Como G es arqui-
mediano, para cada n existe m(n) con el cual se tiene

m(n)a > nB > (m(n) — 1)a.
Un poco de manipulacién estandar implica

m(n+1) S m(n) 1 m(n) S m(n+1) 1

n+1 n n y n n+1  n+l’

m(n)

de lo cual se sigue de inmediato que la secuencia {} es de Cauchy.
n

@, es fécil ver que con f(—8) = —f(0),

éste se extiende a un homomorfismo sobreyectivo. Una prueba alternativa
puede encontrarse en [7] O

Si ponemos f(5) = lim

Observacién 2.15. Si G es un grupo abeliano sin torsién que satisface
#(G) < #(R) (para las cardinalidades), entonces G admite una base B
como Q-espacio vectorial con #(B) < #(R). Al tenerse dimgR = #(R),
podemos seleccionar una parte libre B’ de R con f(B’) = #(B). Entonces
si f : B — B’ es una biyeccidn, se sigue que f induce un isomorfismo
de Q-espacios vectoriales entre G y L(B’), el subespacio de R generado
por B’. Este isomorfismo permite ordenar G y brindarle de paso a su
subgrupo G una estructura de grupo ordenado arquimediano.

Proposicion 2.16. Si {G;}icr es una familia de grupos abelianos orde-
nados con I conjunto totalmente ordenado, entonces a H G; se le puede
i€l
dotar de una estructura de grupo ordenado con la cual los morfismos
G; — H G; son crecientes.
i€l

Demostracion. Al poner

S={ge ,I;IIGZ' | in(g) > 0} U {0},
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las propiedades de los conos positivos para H G; (ver lema 2.10) se
i€l
cumplen trivialmente.
Que las inyecciones sean crecientes es obvio pues resulta trivial que

los conos positivos son los llevados al conjunto S definido arriba. O

Observacion 2.17. Como consecuencia de la proposicién resulta que

el homomorfismo @ G; — H G; es creciente siempre que en la suma
el i€l

directa se tome el orden lexicografico.

Proposicion 2.18. Todo grupo abeliano sin torsion admite un orden

compatible con la estructura de grupo.

Demostracion. Todo grupo abeliano sin torsién G se puede sumergir en
su cierre divisible G, que es un Q-espacio vectorial. Si B = {v;}ies es
una base de G, podemos identificar @Q ~ G. Al ser Q ordenado, la

icl
observacion anterior garantiza que en G existe un orden compatible con
la estructura de grupo. Este orden en G induce un orden en G. O

Observacién 2.19. Si G es grupo abeliano sin torsién y §(G) < §(R),
entonces f(B) < 4(R) y podemos elegir una familia de ntimeros reales
Q-independientes {«;};cr de manera que el homomorfismo ¢ de G en R
definido como ¢(>_ r;g;) = > ria; es inyectivo e induce un orden arqui-
mediano en G. Como el orden de la proposicién anterior es claramente no
arquimediano, entonces los dos 6rdenes son distintos y, en cierto sentido,
son los 6rdenes extremos que se pueden definir en G.

2.4. Subgrupos aislados

Si partimos de un grupo G ordenado vamos a introducir un tipo de
subgrupo de G que nos permitira distinguir si el orden de G se aproxima
mas al de R o al de una suma directa de copias de Q.

Definiciéon 2.20. Sea I" un grupo abeliano totalmente ordenado. Di-
remos que 'y C I' es un subgrupo convexo de I' (también llamado
aislado) si dados a,b € Ty, la condicién a < z < b implica z € T'g.
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Definicion 2.21. Llamamos segmento de extremos a y b al conjunto
[a,b] = {z €T tal que a <z < b}.

Con esta notacion I'g es aislado cuando para cada a,b € I’y se satisface
[a,b] C Ty, de aqui el nombre de convexo.

Se verifican las siguientes propiedades, cuya prueba dejamos en ma-
nos del lector.

Lema 2.22. Para un grupo abeliano totalmente ordenado I' se satisfacen
las siguientes propiedades.

o Un subgrupo 'y C I es aislado si y solo si 0 < x < a con a € Ty
implica x € T'y.

e Un subgrupo Ty C T' es aislado si y solo si en T'/Ty la relacién <
definida como x + 'y < y+ T'g cuando x < y es una relacion de
orden.

o Si 'y y 'y son subgrupos aislados de I', entonces se tiene I'g C T’
oIy C Ty (es decir, el conjunto de subgrupos aislados de G queda
totalmente ordenado por inclusion).

Definicién 2.23. Sea G un grupo abeliano ordenado, diremos que

= (G es un grupo de rango racional n si la dimensién de su cierre
divisible G como Q-espacio vectorial es n;

= (G es un grupo de rango n cuando admite n subgrupos propios
aislados y no mas.

Lema 2.24. Sea G un grupo abeliano ordenado.

o El grupo G es arquimediano si y solo si sus unicos subgrupos aislados
son 0 y G, es decir, G tiene rango igual a uno.
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e Si G tiene rango n, con subgrupos aislados
I'gy=0clbc...',_ycT, =G,

entonces T';/Ti_1 no tiene subgrupos aislados propios y, en conse-
cuencia, es arquimediano.

Demostracion. Sea G es arquimediano y H # 0 un subgrupo aislado de
G. Fijemos 8 > 0 en H (el cual existe al ser H no trivial). Dado & > 0 en
I', por la propiedad arquimediana, existe n € Z* tal que n3 > a > 0 lo
cual por convexidad implica « € [0,n5] C H. De no satisfacerse a < 0,
se tendrd —a > 0 e igual concluiremos —a € H; al ser H un grupo, ello
equivale a a € H. De este modo H y G coinciden.

Reciprocamente, supongamos G no admita subgrupos aislados no
triviales. Para a > 0, la coleccién

Sa = {7| existe n € Z" con |y| < na},

es claramente un subgrupo aislado. Al contener éste al menos a «, resulta
igual a G. De este modo, dado 3 > 0, existe n tal que 0 < 8 < na; es
decir, se satisface la propiedad arquimediana.

La segunda afirmacién resulta de que cuando I'; C G es un subgrupo
aislado, existe una correspondencia biunivoca obvia entre los subgrupos
aislados H C G con I'; C H C I y los subgrupos aislados de I'/I’;. O

Llamaremos grupo de rango finito a todo grupo de rango n con
n entero.

Definicién 2.25. Dado F C G, llamaremos subgrupo aislado gene-
rado por F a la interseccion de los subgrupos aislados que contienen
a L.

Definicion 2.26. Dado I' C G subgrupo, llamaremos interior de I" al
mayor subgrupo aislado contenido propiamente en él.
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Si A(G) denota a la familia de subgrupos aislados de G, entonces el
interior de I" estd dado por

r= J r.
I GT
T, €A(G)
Definiciéon 2.27. A un subgrupo aislado de G generado por un unico
elemento, digamos g # 0, lo llamaremos subgrupo aislado principal,
y lo representaremos por I'y.

Claramente I'; es el menor subgrupo aislado que contiene a g.

Proposicion 2.28. Si ' es un subgrupo principal del grupo G, entonces
T/T es un grupo arquimediano distinto de cero.

Demostracion. Como siempre se tiene I'y D fg, basta probar que se
cumple I'y # fg vy que no aparecen subgrupos aislados intermedios entre
ellos. Como obviamente se satisface g € T'y, sobra verficar g ¢ fg. En
efecto, de no ser asi, por definicién existiria I'; & I' aislado tal que g € T';,
y ello contradiria el hecho de que I'y sea el menor subgrupo aislado que
contiene a g. Si fg ¢ I' & I'y se llega a una contradiccién porque I' & Ty
implica I' C fg, ya que por definicién de fg éste es uno de los subgrupos
que pertenecen a fg y satisfacen I' C fg. L]

3. Esqueleto de un grupo ordenado

Sea (G, <) un grupo ordenado y {I'; };cs la familia de subgrupos ais-
lados principales de GG, ordenados por inclusién. Notemos que podemos
ordenar I de manera que se cumpla ¢ < j cuando I'; C I';. Escribamos
H;,=T,/T;.

A la familia ordenada de grupos arquimedianos {H; };cr se le deno-
mina esqueleto de G.

Proposicién 3.1. Sea G un grupo ordenado y {H;}ic; su esqueleto.
Entonces para todo g € G no nulo existe un inico i € I con el cual se
tiene g€ Ty y g ¢ Ty

118 Pro Mathematica, 29, 57 (2016), 105-128, ISSN 2305-2430



Estructura de los grupos abelianos sin torsion

Demostracion. Puesto que para cada g # 0 se tiene g ¢ fg ygely,
la existencia es evidente. Para constatar unicidad, supongamos se tenga
geljyg¢ fj junto con I'; # I'y. Entonces como I'y es el menor
subgrupo aislado que contiene a g, se satisface I'y C I'; y I'y C fj, lo
que implica g € fj; esto es una contradiccion. O

A partir del esqueleto podemos construir dos grupos abelianos gra-
duados y ordenados asociados a un grupo abeliano ordenado.

i. El graduado asociado al orden estd dado por

iel i€l
ii. El graduado de Hahn del grupo G esta dado por

H(G) = H H..

el

De lo estudiado en la seccién anterior se desprende que Gr(G) y
H(G) son grupos abelianos ordenados que satisfacen Gr(G) C H(G).

El teorema de Hahn, que no probamos aqui (ver [5], [7]), establece
el siguiente resultado estructural.

Teorema 3.2. Si G es un grupo abeliano ordenado, entonces G es de
manera natural un subgrupo de H(G). Es mds, la inmersion G — H(G)
es creciente. O

Como consecuencia, dado que los H; son arquimedianos, se tiene
H; C R, y de esta manera todo grupo abeliano ordenado se puede su-
mergir en un producto de Hahn de copias de R.

Por ello, la posibilidad de ordenar un grupo G se traduce en la
posibilidad de hallar esqueletos de G, donde los érdenes se corresponden
con los esqueletos. Podemos preguntarnos antes si dos grupos con el
mismo esqueleto son isomorfos.
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Ejemplo 3.3. En la demostracion de la proposicién 2.28, cuando G
es un grupo ordenado, hemos construido el grupo S, que obviamente
representa el minimo subgrupo aislado que contiene a g, es decir, es
idéntico a I'y,. De este modo H es un subgrupo aislado principal de G
cuando existe g € G con el que se cumple

H=T,={aeG|IneZ’, 0<|a|<nlgl}.

Por ejemplo, si {G;}icr es una familia de grupos arquimedianos y
ponemos G = H G;, entonces H serd un subgrupo aislado principal de
i€l
G cuando exista g € G tal que

H=T,={ac I—IIGi\EInGZ"’, 0< o §n|g|}.
i€

Puesto que el orden es lexicogréfico, y se tiene que r = o(g) y o(ng)
coinciden, todo elemento o« € H satisfard o(a) > r. Reciprocamente,
por un lado o(a) > r implica directamente o < g; mientras por otro la
igualdad o(a) = r conduce a que «, € G, es no nulo: por la propiedad
a arquimediana de G;, deberd existir n sujeto a 0 < |a,| < nlg,|, y con
ello nuevamente obtenemos 0 < |a| < n ’ g ’

Las observaciones anteriores confirman asi las caracterizaciones

H={aec HG; | =0 cuando i < r},
iel

H={ae HG;| a; =0 cuando i < r}.
iel

Consecuencia directo de ello se justifica la identificacién H/H = G;.

Teorema 3.4. Si§ = {G,}licr es una familia de grupos arquimedianos
ordenados (con I un conjunto totalmente ordenado), entonces se tiene
lo siguiente.

e (Cantor-Ribemboim) El grupo G = H G; tiene por esqueleto a §.
icl

o El subgrupo @Gi c H G; también tiene por esqueleto a §.
icl el
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Demostracion. Sea G = H G;. Como los grupos G; son arquimedianos,
il
los subgrupos aislados principales de G estan dados por

i={geGlg =0,j<i},
y para cada uno de ellos se tiene
Ii={g9€eGlg;=0,j<i}

De este modo el esqueleto de G es {Fi/fi}ie[ ~ {G;}ier-

El mismo razonamiento se aplica a @ G, los detalles son dejados

icl

en manos del lector. O

De este modo tenemos dos grupos, uno contenido en otro, con el
mismo esqueleto. Ambos grupos coinciden cuando I es finito. No obs-
tante, ain en este caso el esqueleto no determina el grupo, ver ejemplo
3.6, abajo.

Si anadimos la hipétesis de que los grupos sean divisibles se logra
lo siguiente.

Proposiciéon 3.5. Si G es un grupo divisible con esqueleto § = {H, }icr,
entonces de manera natural se tiene

@Hich H H..

il el
Si I es finito los tres grupos coinciden.

Demostracion. La segunda inclusién es el teorema de Hahn. Para probar
la primera basta observar que si § = {H;}icr es el esqueleto de G,
entonces al ser G divisible, para cada i € I, los cocientes H; = I'; /fl
seran Q-espacios vectoriales ordenados con bases

B; = {gij + fi con g;; € Fi}je]i.

Los elementos {gi;}icr,jes, son independientes en G (como Q-espacio
vectorial), lo que permite definir los morfismos inyectivos crecientes
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vi + Hi — G mediante v;(g;; + I:Z) = ¢;j, que a su vez inducen un

homomorfismo inyectivo = : @ H,; — G que es creciente pues para i <[
iel

se tiene g;; € I'y N T';. O

Acabamos de establecer que cuando G es divisible, el grupo @ H;
iel
aparece como cota inferior y H H; como cota superior entre los grupos
i€l
cuyo esqueleto es el mismo de G. Si G no fuera divisible ello ya no es
posible.
El siguiente ejemplo, propuesto por Clifford en [2], muestra dos gru-

pos no isomorfos con el mismo esqueleto.

1
Ejemplo 3.6. Sea el grupo G C Q x Q generado por {(, T)}
DPr Pr reN

donde p, es el r-ésimo primo, es decir, p; =2,p2 =3,p3 =95,....
Primero notemos que H = {0} x Z es un subgrupo de G. Para ello

11
basta observar que se tiene 2 - (2, 3 €eGy3-
se sigue (1,1) € Gy (1,2) € G y, con ello, (0,1)
inclusién H C G.
En segundo lugar, notemos que H es aislado. En efecto, para n € N
tenemos que (0,0) < (a,b) < (0,n) con (a,b) € G implica a = 0. Pero

1 1 4
(0,b) € G lleva a (0,b) = ny (,Zl) + -+ 0, <7ZT>, para
Piy Piy Di, DPi,

12
3 3> € G, de lo que
€ G; esto muestra la

ciertos nj, y con ello se tiene

n n
0=+ ... (1)

i1 Pi..
Si ponemos Qj = piy * - Pi;_y " Pijyy -+ Piy, entonces p;; divide a
Qr siy solo si j # k. Al multiplicar (1) por p;, - ... p; obtenemos

0=n1Q1+...+n,.Q,, es decir,

njQ; = —(MQ1+...+nj-1Qj—1 +nj11Qj41 + ... 0 Qy),
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de donde concluimos que p;; divide a n;Q;. Esto a su vez implica que
pi, divide a n;. De esta forma se consigue

njtj

"= Z Di;

j=1

€.

Como esto significa (a,b) € H, se concluye que H es aislado.

En tercer lugar notemos que H no admite subgrupo complementario
en GG. Supongamos, por el contrario que existe un subgrupo 7' tal que
H+T =G con HNT = {0}. En tal caso, para todo r se tendria

1 r
—,— | =(0,n;) + (ar, b,),
<pr pr> ( ) ( )

de donde se pasaria a

Esto a su vez conduce a (1,7 — p,n,) € T. Ahora bien, si existieran r y
s de forma que r — n,.p, # s — ngry, entonces existiria un entero n no
nulo tal que (0,n) € T. Por tanto, para que T sea complementario a H,
es obligatorio que lo valores

1—27L1,2—37L2,3—5TL3,"‘,

sean todos iguales. De ello resulta

_2n1—|—1
= 5

2nq1 + 2 2nq +r
= = ———

n2 -
b) Pr+1

n3

Pero acd ny es fijo mientras tiende a cero, con lo que resulta im-

Pr+1

. 2ny +r . .
posible que 217 sea persistentemente un entero. Concluimos que H
Pr+1
no admite subgrupo complementario en G.

Como H es arquimediano, pertenece al esqueleto de GG, y como no
tiene complementario, es imposible que G sea suma directa de los grupos
de su esqueleto.
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Por su parte, el cociente G/H es también arquimediano puesto que
cumple (o, 8) + H # 0 equivales a que se tenga (o, 8) ¢ H, es decir, a la
condicién « # 0. En consecuencia, se tiene que (o, 3) + H € G/H, y
(a, B)+H > (0,0) siysolosia > 0y, como ademds Q es arquimediano, el
cociente G/H también lo es. Por lo tanto, el esqueleto de G es {H, G/H}
y los grupos G y H @ G/H no son isomorfos a pesar de tener el mismo
esqueleto.

En un trabajo posterior caracterizaremos los esqueletos correspon-

dientes a 6rdenes de G compatibles con el orden dado. Para a ello ten-
dremos que introducir un nuevo objeto: las valoraciones.

4. Teorema de Hahn para grupos de rango
finito

Comenzaremos probando que es suficiente probar el Teorema de
Hahn para Q-espacios vectoriales para validar el resultado general.

Proposicion 4.1. Sea G un grupo totalmente ordenado.

e Si HC G es un grupo aislado de G, entonces L(H) es un subgrupo
aislado de G.

e Si R C G esun subgrupo aislado de G, entonces A(R) es un subgrupo
aislado de G.

e FEriste una correspondencia biunivoca entre los subgrupos aislados de
G y de G. Esta correspondencia ademds preserva el orden definido
por inclusion.

Demostracion. Para la primera afirmacién tomamos «ay, e, € L(H)
sujetos a1 < 3 < an. Entonces merced al lema 2.7 existen ny,no,n € ZT
tales que niay, noas,nB € H. Con m = mingn se satisface ma; <
mfB < mas, y al tenerse may, mas € H, la convexidad del grupo H
implicamf € Hy 8 € L(H).
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La segunda parte es trivial.

Por ltimo probaremos que las correspondencias L y A son inversas
una de la otra. Al introducir las asignaciones mostramos que siempre se
satisfacfa LA(T) = T. Ahora probaremos que cuando H es un subgrupo
aislado de G se tiene también AL(H) = H, es decir, LLH)NG = H.
Como es directa la inclusién H C L(H) N G, nos limitamos a probar
L(H)NG C H. Sea entonces o € L(H) N G. En tal caso directo de
la definicién se tiene na € H para cierto n positivo. Como se satisface
0 < |a] < nlal, que H sea aislado implica o € H. O

Observacion 4.2. Si I es un grupo abeliano, los subgrupos aislados de
G son justamente los subespacios vectoriales generados por los subgrupos
aislados de G. Por tal razén el rango de G coincide con el rango de G.

En la seccién 2.3 hicimos constar que los subgrupos L(I';)/L(I';—1)
son arquimedianos y, por tanto, isomorfos a un subgrupo de R.

Lema 4.3. Sea V' es un K-espacio vectorial. Si se tiene
O=LgocLic...CcL,=V,

con L; subespacios vectoriales y B; = {vij+Li—1, conv;; € L;}jer, base
de L;/L;—1 para cada i, entonces

B ={v;j, para1 <i<nyjel}
es una base de V.

Demostracion. Veamos en primer lugar que el conjunto B es un sistema
de generadores de V. Dado v € V se tiene v+ L,,—1 € L, /L1 y por lo
tanto también
v+ L, = Z Anj’”nj +Ly_1,
Jj€In

para ciertos A,; € K. Si ponemos v, = E AnjUnj, entonces se tiene

JEln
v—v, € Lp1y (W—vy)+ Lp—o € Ly_1/Ly—2,. Con ello se logra
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V—Uy = E An—1;Vn—1;+Lp—2 e inductivamente se sigue el resultado.
JE€In-1
La independencia lineal es trivial si nuevamente pasamos sucesivamente

al cociente de los L. O

En uso de los resultados anteriores probaremos a continuacion el
teorema final de este trabajo.

Teorema 4.4. Si (G,+,<) es un grupo abeliano totalmente ordenado
y de rango n, entonces G es isomorfo a un subgrupo de (R™, +) con el
orden lexicogrdfico.

Demostracion. Sustituimos, de ser necesario, G por G para suponer que
G es divisible. De esta forma G tiene estructura de Q-espacio vectorial,
y si ademads tiene rango n, con la cadena de subgrupos aislados dada por
{0} =TocTyC...CI, =G, entonces B;j; = {gij + ['i_1}jer, resulta
base de I'; /T';_; para ciertos g;;. Por el lema 4.3, la coleccién {g;;} actia
cual base de G como Q-espacio vectorial. Fijada esta base, al suponer
gi; > 0, se tiene que para cada g € G se cumple

> Xigis

Z Z Aij i

=1 \jel;
g1+ g2+ -+ gn, donde g; € T;.

9

Ahora podemos construir una aplicacién
@ G—>Fn/Fn_1 X ... X Fl/FO

con ¢©(g) = (gn + Th-1,...,91 + To). Esta aplicacién es Q-lineal porque
lo es en cada componente. Ademds transforma la base B de G en una
base del espacio producto I',,/T,,—1 X ... X I'1 /Ty, y por ende es un
isomorfismo de espacios vectoriales. Vamos ahora a comprobar que si
en el espacio producto consideramos el orden lexicografico, entonces ¢
resulta creciente. Para ello observemos que dado g € G, con g # 0, existe
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r < n tal que g. # 0y gs = 0 para cada s > r. Luego se tiene g > 0siy
solosi g+1'.—1 = g.+TI',._1 > 0, lo cual es posible tinica y exclusivamente
de tenerse

(gn—’_rnfla"wgr+FT715"'791):(07"'7079T+FT717"'791)>0

en el orden lexicografico. Por otra parte, como I',./T'._; es arquimediano,
resulta isomorfo a un subgrupo de R, lo que da paso a una inmersién

/Iy =R,
Al poner todo junto logramos
G~ Fn/rn,1 X ... X Fl/ro — R".

En pocas palabras, si G es divisible, entonces G es isomorfo a un producto
de subgrupos de R ordenados con el orden lexicografico. O
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1. Introduction

1.1 Overview

How many rational curves of degree d pass through r general points
in CP™? Call this number Nj .. Determining Nj | is at the heart of
classical enumerative geometry and is captured by the stationary genus-0
Gromov-Witten theory of P™.

For a smooth projective variety X, a collection of cohomology classes
Y1,...,Yr € H*(X,Z), and an effective curve class B € Hy(X,Z), the
genus-g, class 3, Gromov-Witten invariant of X with insertions {y;} is
denoted

<’Y'|a"‘v’YT>g(y[3-

These invariants contain enumerative information, but only in some cases
do they precisely correspond to the number of genus-g curves in X of class
[3 intersecting the Poincaré dual of each ;. Such invariants are simply
called enumerative.

The term stationary refers to Gromov-Witten invariants with only
point insertions. Since P™ is convex, its (genus-0) Gromov-Witten theory
is enumerative. Hence, computing such Gromov-Witten invariants yields
exact enumerative information,

(pt")0.a = Ni .

For this reason, and others, the genus-0 Gromov-Witten theory of
P™ is of basic interest in enumerative geometry and Gromov-Witten
theory, and is well studied; indeed, it has been completely determined
using several different methods. These include two of the most important
tools in Gromov-Witten theory: localization and Virasoro constraints.

Computing Gromov-Witten invariants via localization consists of
a two step process. Graber-Pandharipande [10] showed that the (all
genus) Gromov-Witten theory of any nonsingular complex projective
variety with a strong torus action may be reduced to Hodge integrals
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via virtual localization. In turn, Faber-Pandharipande [5] provides an
algorithm computing such Hodge integrals.

Alternatively, one may compute using Virasoro constraints. The
Virasoro constraints are an infinite set of differential equations which
conjecturally are satisfied by the Gromov-Witten generating series of
a given target space. The Gromov-Witten invariants of the target are
completely determined by these constraints. The Virasoro conjecture has
been proved for P™; the Virasoro conjecture for target curves, including
P!, was proved by Okounkov-Pandharipande [20], and the general case
was proved by Givental [8].

Here we introduce a new method for the computation of certain
genus-0 Gromov-Witten invariants of P™ and its blow-up along points.
This method exploits a new symmetry of the invariants, which arises
from the geometry of the Cremona transform and its resolution, which
lives on the toric variety associated to the permutohedron, TT;;. This
symmetry expresses some difficult to compute invariants in terms of
others that are less difficult to compute. In this way, where it applies,
it is often very computationally effective, yielding a computational tool
for enumerative geometry. Additionally, this symmetry has not been
observed using other techniques, including those mentioned above, and
as such yields new insight into the structure of the genus-0 Gromov-
Witten theories of P™ and its blow-up along points.

The permutohedral variety is of independent interest and admits
a modular description. The permutohedral variety Xy, _, was first
constructed as an iterated toric blow-up by Kapranov in [13, Section
4.3]. Losev and Manin in [18] then proved Xy _,, is isomorphic to the
moduli space Mg 2, of chains of P"’s with marked points x¢ # Xs and
Y1,...,Yn, where the points y; may collide but not with x;; here we use
the notation of [1, 19]. In addition, the permutohedral variety is isomor-
phic to the Hassett space MW 1,1/n,...,1/n) of weighted pointed curves,
here of genus zero, with two points of weight one and n points of weight
1/ [19]. The permutohedral variety (by definition) admits an Sy ac-

tion by permuting the n points generating the permutohedron. But the
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permutohedron is also symmetric about the origin, and hence admits an
S, action. (This symmetry resolves the Cremona transform on projec-
tive space, as explained below.) The cohomology of the permutohedral
variety is thus a representation of S, x S;,. Bergstém and Minabe study
the cohomology of the permutohedral variety, compute the character of
this representation, and provide an excellent introduction to the subject
in [1]. Thus, our description of the action and geometry of Cremona
symmetry on the cohomology of the permutohedral variety may also be
interpreted in terms of the cohomology of the associated Losev-Manin
and Hassett spaces.

This work builds upon the work of many others. The Cremona
transform was first studied in the context of Gromov-Witten theory on
P? by Crauder-Miranda [4] and Gottsche-Pandharipande [9]. This tech-
nique on P? was used with success by Bryan-Leung [3]. The P? case was
proved by Bryan and the first author [2], used by the first author and
Liu-Marifio [14], and was inspired by the beautiful work of Gathmann [7].

Cremona symmetry is an example of toric symmetry as a com-
putational tool in Gromov-Witten theory. Toric symmetry of P3 and
P! x P! x P! have been studied in [15] and [16], respectively. Cremona
symmetry of P™ is the first higher-dimensional example of toric symme-
try in Gromov-Witten theory to be studied.

1.2 Summary

In what remains of the introduction we establish the notation necessary
to state the main results, proceed to do so and discuss applications of
the results to enumerative geometry. We then move towards a proof of
our results, beginning with a description of the Cremona transform on
P, which leads to a discussion of the blow-up of P™ along points, which
we call X, the permutohedron Iy, and its toric variety X, .

We then study the geometry and intersection theory of the per-
mutohedral variety, Xy, , and its blow-up along points, X. We find a
symmetry of the polytope of Xy, which yields a nontrivial action on the
cohomology of X. Since Gromov-Witten invariants are functorial under
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isomorphism, this action on cohomology ascends to the Gromov-Witten
theory of )/Z, producing a symmetry of the Gromov-Witten invariants of
X. This will establish our main result (Theorem 1.1).

However, we are interested in the invariants of P™ and X, its blow-
up along points, as opposed to the invariants of )A(, which is a much more
complicated iterated blow-up. So, we must prove that invariants of X
descend to X. We use degeneration to do so, in Corollary 1.2.

The cut-down moduli stack introduced by Bryan-Leung [3] allows
one to trade point insertions for conditions of passing through blow-up
points (Proposition 4.1). Thus the stationary genus-O invariants of P™
are equal to certain invariants of X; Theorem 1.1 provides a symmetry
of the invariants of X, thus exposing a symmetry of the invariants of P™
itself.

1.3 Preliminaries

Let X be a nonsingular complex projective variety and f € H2(X;Z) be a
curve class in X. The moduli stack Mg (X, B) parametrizes isomorphism

classes of stable maps
f:C—X

from possibly nodal rational curves (C,p1,...,p,) with r marked points
to X representing 3. This moduli space comes equipped with a virtual
fundamental class [Mg (X, B)]¥" of dimension

vdim (MOYY(X, B)) =(dimX—-3)—Kx -+,

where Kx is the canonical divisor class on X.
The genus-0, primary, stationary Gromov-Witten invariants of X
are defined by integration over this virtual fundamental class as
T
(pt")g = J evi(pt),
P ) Mo x By E '
where evi : Mg +(X, ) — X is the i*" evaluation map given by

[f . (Cvp1)"'vpr) - X] — f(pl)
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and pt € H°(X; Q) denotes the class Poincaré dual to a point in X.

For foundational results in Gromov-Witten theory, we refer the
reader to the excellent book [12].

Let 7t : X — X be the blow-up of X along a subvariety Z C X. An

effective curve class B in Ha(X; Z) is nonexceptional with respect to X
if

X

(pt")% = (Pt")} 5.

In this case, we also refer to 3 = 71*[3 € H2(X;Z) as nonexceptional.

1.4 Main Results

Theorem 1.1. Let X be the blow-up of P™ along m > n+ 1 general
points (P1,...,Pm) € P*. Let h € Ha(X;Z) denote the pullback of the
class of a general line in P™, and let e; € Ha(X;Z) denote the class of a
line in the exceptional divisor over pji.

Let B = dh— Y ", aie; € Ha(X;Z), for d € Zso and a; € Z.
Suppose B is a nonexceptional class in X with respect to X (constructed
in Section 2). Then

(pt)p = (Pt)5,

where ' =d’"h— ) alei, and d’,a] € Z are given by

n+1

d’:nd—(n—l)z a;
i=1

d— ) aq T<i<n+]1

aj = )érﬂ]
ai i>n+1.
Corollary 1.2. The class p = nh—e; —--- —eny3 € Ha(X;Z) is

nonexceptional. Therefore

X X
< >nh*€1*"-*en+3 = < >h*€n+z*en+3 =1
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Remark 1.3. The invariant { >§hfe]7___7en+3 counts the number of
rational curves in P™ of degree n and passing through n + 3 general
points. The rational normal curve has these properties. The central
equality is, of course, an application of Theorem 1.1. The last equality
corresponds to the fact that there is a unique line through two general
points in P™.

So, Corollary 1.2 is a Gromov-Witten theoretic proof of the unique-
ness of the rational normal curve through n+ 3 points. This is of course
very classical; a good reference is a combination of two theorems in Har-

ris [11, Theorems 1.18, 18.9].

2. The Cremona Transform

The Cremona transform is the rational map

P™ --» P™
defined by
(XO:"':Xn)H(X1"'Xn:XOXZ"'Xn:"':ij:"':XO"'an'l)*
j#L

Note that on the open set U ={(xp : X7 : -+ : xn) € P™ | x4 # 0}, the
Cremona transform has the familiar form

1 1 1

(xp:X1:ixp)—= | —:i— 1ot — ).
X0 X1 Xn

Note that the Cremona transform is undefined precisely on the set
{(x0 -+ :%xn) | x5 =xx = 0 for some j # k},

which is the union of all torus-invariant subvarieties of P™ of codimension
at least 2 under the standard torus T = (C*)™ action on P™ given by

A1, oA - (X0 i Xn) = (X0t A1X7 & -+ 1 AnXn).
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So, we resolve the Cremona transform by iteratively blowing up along
these T-invariant subvarieties.

Let X = Xo = Xo(m) denote the blow-up of P™ at m distinct points,
where m > n+ 1. When m > n+ 1, note Xy is not a toric variety.
However we perform an iterated blow-up of P™, beginning with Xy, of a
very toric flavor.

Let {po,...,pn} denote the torus fixed points of P™ under the stan-
dard action of T = (C*)™. The T-invariant subvarieties of P™ are in-
dexed by subsets of {0, ...,n}, and we perform an iterated blow-up of Xq
along (the proper transforms of) these subvarieties.

First, let Zo ={po,...,Pm} and, again, denote by

Xo = Bl P™

the blow-up of P™ along Z.

We now iterate, and blow-up X; = X;j(m) along the proper transform
of T-invariant subvarieties of dimension j+ 1 to obtain Xj 1 = Xj41(m).
For 0 < j < n-—2 let Zy,,. C X; denote the proper trans-
form of the (j + 1)-dimensional T-invariant subvariety of P™ through
Pigy--»Pi;. 1t S {Po,y ..., Pn}. Now set

Zj+1 = U Ly C X]'.
«xC{0,...,n}
[o|=j+2

Sl

To complete the construction, let Xj 1 = Blz, , X; denote the blow-up

of X; along Z;,1. So we have the iterated sequence of blow-ups

Tl —
n—1 L T2 X] 701 XO 7to Pn.

X =Xn-2 Tno2 Xn-1

For example Xj is the blow-up of Xy along
21 =2ZogUZoorU--UZn_1n,

where Z; ; is the proper transform in Xy of the torus invariant line li; in
P™ through p; and p;.

In order to understand the geometry of this construction, it is useful
to consider the toric case m=n + 1.
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3. Toric Construction

For the basics of toric geometry, including all of the toric constructions
here, we refer the reader to Fulton’s classic text [6].

3.1 The base space P"

We use the standard fan £ = Xpn for P™, with primitive generators
po=(-1,...,=1), p1 = (1,0,...,0),...,pn = (0,...,1); note that p; is
the it" standard basis vector of R™ for all 1 < i < n. The cones of £
are generated by the proper subsets of {pg, ..., pn}

With this assignment, the T-fixed points correspond to cones as
follows:

Po «— (P1,...,Pn)
P1 < (Po,P2y---,Pn)

Pn < <p0a"'apn—]>~

3.2 The blow-up at points, X,

Blowing up the point po corresponds to subdividing X along the cone
(P1,--.,Pn), creating a new primitive generator

To obtain Xx,, we subdivide Xpn along all cones corresponding to T-fixed
points.

The cohomology of Xy is then generated by {Dy}, where py is a
primitive generator in Xx,. The primitive generators introduced as a
result of subdivision correspond to exceptional divisors. In particular,
we have the following isomorphism of presentations of the cohomology
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ring of Xop:

D; «— —H+ZEi
A

Here H and {E;} form the geometric basis for cohomology, namely H is
the hyperplane class and E; is the exceptional divisor over p;. Note that

Kxg= D> Da=—Mm+DH+Mnm-1)} E

n
PaGZXO i=0

3.3 The blow-up at lines, X;

Let 0 <1< j <m. To blow-up the line Zi; in Xp, which is the proper
transform of the line lj; in P™ through p; and pj, we subdivide the cone
indexed by the complement of {i,j} in {0,...,n}. Thus the 1-skeleton of

Zx1 1S

1 ) ..
ZX1 ={p1, Po,..i...mPo i . 5...n" 0<i<j<nl

The cones of higher dimension are given by subdivision.

The isomorphism between toric and geometric bases of H*(X1,7Z) is
given by

Di‘—>_H+ZEj+ Z Ejk

i#t ig{j,k}

Here H and E; are as above, and Ey; is the exceptional divisor above Zj;.
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~

3.4 The full permutohedral case, X(n+ 1)
Let [n] ={0,...,n}. In general, we have
Di«— —H+ ) Ea
&
Dy «— —Eq, forall « & ], |of > 1.
Expressing the canonical bundle in both bases, we compute
Ky= > Da
aGlnl
=—Mm+DH+ ) (n—|alE,.
«Cn]
The cohomology ring H*(X,Z) = A*(X) is given by
A*(X) = Z[Da))/1,
where [ is the ideal generated by all

(i) Day *Da, -+ Dgy fOr pyy-- -y Pay DOL in a cone of L; and

(i) Z(ei -po)Dy for e; the it" standard basis vector in R™.

4

3.5 The general case, S(\(m)

The cohomology of X(m) (or Xj(m)) is now easy to express in terms
of that of X(n+ 1) (or Xj(n + 1)). Indeed, cohomology is generated in
codimension two, and we have

HA(X(m)) =H*(X(n+ 1))+ ) Z-[Edl.
i>n+1

Further, as E; is far from a general line and the invariant subvari-
eties, we have

Ei-H=E;-Ex =0,
foralli>n+1, 1# a.
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3.6 Toric Symmetry

-~

The fan X, of the permutohedral variety X(n 4+ 1) = Xy is thus
symmetric about the origin. Reflecting through the origin sends p, to
its complement

P /= Pm\«a-
Any symmetry of the fan of a toric variety induces an isomorphism on
the variety itself; call this map T: X — X. We immediately see that the
action of T on cohomology is given by

T*Da = D[n]\“.

It is elementary to verify that T is a resolution of the Cremona transform.

4. Proof of the Main Theorem

In the previous two sections we established the existence of the diagram

X = Xn_2(m) ——=X = Xn_2(m)

Note that Gromov-Witten invariants are functorial under isomor-
phism, i.e. for any € Hy(X) we get

wo kX _ k\ X
(Tpt)g = (Pt)7 ;-
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But ™ pt = pt and thus
KX _ 7ok X
(pt9g = Pt 4
Furthermore, B must be of the form
. . m
f) =dh— Z Cliéi.
i=1

We compute

T*B = Blv
where
m
B'=dh—) afé
i=1
is given by
n+1
d=nd—(n-1) Z a;
i=1
d— Y q 1<i<n+]
, —
ai = jn
ai i>n+1.
This symmetry then descends to X for nonexceptional classes. O

Moreover, this symmetry of X further descends to P™ itself via the
following proposition.

Proposition 4.1 (Bryan-Leung [3]). Let B =dh— ) aie; € Ha(X; Z).
Suppose that a; =0 for some i. Then

) =t e

In particular, in the case a; = 0 for all i, we have

(pt™ ) =

< >nhfe1 —ren43°
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5. Nonexceptional classes

In order for Theorem 1.1 to be of use, and in order to establish Corol-
lary 1.2, we must identify nonexceptional classes. We do so using degen-
eration of relative Gromov-Witten invariants.

5.1 Relative GW theory

Let Y C X be a nonsingular divisor. The Gromov-Witten theory of X
relative to Y is defined in the algebraic setting in [17]. Let € H2(X,Z)
be a curve class such that - [Y] > 0, and let {{ be a partition of this
nonnegative number. The moduli stack Mg (X/Y, B, ) parameterizes
stable relative maps with relative multiplicities determined by [i. Note
that the target of a relative stable map may be a k-step degeneration of
X along Y; again see [17].

Let 8; be classes in H*(Y,Q). A cohomology-weighted partition p
is an unordered set of pairs

{(u]»éh ))"')(MS)éis)}y

where 1 is a part of [i.

Now, let y; be classes in H*(X, Q). The genus-g, class 3 Gromov-
Witten invariant with insertions y1,...,y, relative to the cohomology
weighted partition p is defined via integration against the virtual class

T

S
X/Y 1 . .
YiyeeYr |1 :7J evi(yj)U] | evidi.
< T >9‘B ‘Au‘t(u” Mg+ (X/Y,B, )]Vt ]];!: IARS E 101

5.2 Degeneration

Let X — A' be a family of projective schemes such that the fibers X are
smooth for t # 0 and the special fiber Xy has two irreducible components

Xo=X][wW
VA
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intersecting transversally along a connected smooth divisor Z C X,.
Then, for a virtual dimension zero class 3 € Hz(X,Z), the degeneration
formula of [17] yields

Opt= Y (Iwp/®c-(uv)p’%, (5.1)
w,B=R1+P2

where | remains a cohomology weighted partition, p is its dual, and
C(u) is a combinatorial factor.

If f does not split, and we only may consider 3 = 37, we are forced
into the empty partition pw = (@, in which case C(u) = 1, our relative
(I ®>'>3(/ “ invariant is in fact an absolute invariant, and we have

(g =08

We now use this technique to equate invariance of X; and its blow-up
X;4+1 by using deformation to the normal cone to set up our degeneration.

5.3 Proof of Corollary 1.2

For 0 <j<mn-—2let Zy = Zy,,...1;,, be the proper transform of the
j + 1-dimensional subvariety of P™, as defined in Section 2. Then Z, is
isomorphic to the blow-up of PP*1 at all the 0,1,...,j — T-dimensional
T-equivariant subvarieties. Also as above, we continue to let E, =

E be the exceptional divisor of the blow-up at Z,. Then

10,.-0slj4+1
Ee =P(LT- 9 =7 x P2

where L is the restriction of the line bundle

~H+ )  E.

0#cCn]
[Cl<j+2

Recall that ex = ei,,...i;,, is the class of a line in the fibers of
Ex. Set Zj41 = UxZy C Xj where the union is over o C [n] and
|| =3 + 2, here Xj41 is defined by Xj41 = Blz, ., Xj. Then Aq(Xj41) =

i+1
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H»(Xj4+1,7Z) is generated by the collection {e}. Our convention is that
ep = h represents the proper transform of the class of a line in P™. We
also use the same notation to denote the proper transform of all these
classes at the subsequent stages of blow-ups.

Now let o« = {io, ..., 141} be fixed. For any v C o with [y| < j, we
denote by e, the generators of Aq(Zy). Also let 7y : Ex — Z4 be the
projection and Sy C E4 be the divisor given by P(L(™7-2)®) We have
O, (1) ~mi L+ Sq.

Lemma 5.1. We have the following relations in Aq(Xj41):

«€g=h—) es+(j+1)eq,
5

where & runs over all 8 C « and [6] =+ 1. Also, if j > 1, then for any
k € « we have

afk = €x — E ee tieq,

€

where € runs over all € C «, |e| =j+ 1, and k € €. More generally, for
any Yy C « with [y| <j+ 1, we have

«€y = ey_Zee +0G+1—=yeq,
€

where € runs over all e C &« and |e] =j+ 1 andy C €.

Proof. Let weg =} ;<541 Xc€c +X€q and qlk = 3 |7/<j11Yels T Yeq-
We intersect both sides of these equations by the divisor E,. We can see
easily that Ey - e = 0 for any ¢ with |{| < j, and

Ea'aem:OEa(—1)'a€@:—ﬂ’&L'a€@:1—(i+2) =—j—1,

where j +2 =3 |, 1=j1 En - «€p. Similarly, Eq -ex =1—( +1),
where j+1 =3, =j+1 En-abk. Alsonote that O, (—1)-ex = —1,
from which it follows that x =j and y =j — 1. The other unknowns are
found by intersecting both sides of the relations above by the divisors H
and E;’s. O
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Now consider the degeneration of X; into Xj1 [[,, Wa, where
Wy =P(0z, @ LINT718),

For a virtual dimension zero class 3 € Az(X;j), the gluing formula Equa-
tion (5.1) yields

X; X; Zy Wa/Zg
O = 2 wpy/ o -clw-(1wY)g= (5.2)
w,B=R1+P2

Let Zo C Wy be the copy of Z, “at infinity” given by P(Oz ) C Wy.
Denote by €, the corresponding class in Z.

Lemma 5.2. The following relations hold in A1 (Wy). We have
«€p = «€p — G+ ex.

Ifj > 1 then
océk = «€k *jeoc-

More generally, for anyy C o with |y] <j+ 1 we have
océy = a€y — (] +1-— "YDetx-

In particular, ey together with the elements of {x€y}lycu,ly|<j+1
gives a positive basis for A1 (Wy).

Proof. These follow from Ow,_ (1) - €y = O0z(1) - x€x = 0z(1) - x&, =0
and OW““”Z‘X“OZ“(”- O]

Now in the degeneration formula, if the class 3 splits as 31 + 2,
where B, = ) (byeq + Zv «0y «€,) for nonnegative integers by and
« 0y, then by the lemmas above (31 is forced to be

B] = B_ Z bxes + Z aly | €y — Z €e

lo|=j+2 YCo,lvI<i yCeCa,le|=j+1
(5.3)
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Now if the coefficients of h and exsin f = dh— ZIL aie; are such
that the class B does not afford any nontrivial splitting into effective
curve classes, then in the degeneration formula (5.2) there will be no
contributions from GW theory of the Wys. For example, we can apply
this in the following situation.

Proposition 5.3. If 3 is an extremal ray in the cone of effective curves
then in (5.3) we must have B = p.

Proof. The class ) _ ec — ey is not effective by Lemma 5.1, and hence
[31 cannot be effective unless all the coefficients in the right hand side of
(5.3) are zero. O

Proof of Corollary 1.2. 1t follows from Proposition 5.3, because p =
nh—e; —--- —ent3 is an extremal ray. O

Remark 5.4. In general, one would like to equate the invariants of a
space and its blow-up for any curve class which is far away from the
exceptional divisors. However no such general theorem exists; in general
it is very difficult to determine the behavior of Gromov-Witten invariants
under rational maps. This holds true even in case the rational map is a
blow-up. However, note that the proof of Corollary 1.2 applies to much
more than the rational normal curve alone. So one may use degeneration
for cases of interest in the absence of a more universal theorem.
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Resumen: En este trabajo establecemos la existencia de una simetria
en el marco de la teoria de Gromov-Witten para CP™ y su explosion a
lo largo de puntos. La naturaleza de esta simetria queda codificada en
la transformacién de Cremona y su resolucién en una variedad térica
del permutoedro. Esta simetria expresa algunos invariantes dificiles de
calcular junto con otros que no lo son tanto. Nos centramos en impli-
caciones enumerativas; en particular esta técnica ofrece una prueba en
una linea de la unicidad de la curva racional normal. Nuestro método
involucra un estudio de la geometria térica del permutoedro, asi como
el de la degeneracién de los invariantes de Gromov-Witten.

Palabras clave: teorfa de Gromov-Witten, geometria enumerativa, in-
variantes estacionarios, transformacion de Cremona, espacio proyectivo,
permutoedro, variadad térica permutoedral, espacio de Losev-Manin.
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