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UNA REVISION CRITICA DE LA
TEORIA DE PRODUCCION DISJUNTA
DE SRAFFA

RAMON GARCIA-COBIAN J *

INTRODUCCION

El propésito de este trabajo es el de proceder a una exhaustiva revision
de la teoria de produccién disjunta de Sraffa. La justificacién para una tal
empresa la proporciona el comprobar que en [1], hay poca claridad en el len-
guaje elegido, y poco rigor para demostrar las afirmaciones hechas.

El Método elegido para este trabajo consiste en reformular, en un len-
guaje matemdtico convencional, la teoria de Sraffa, para, a continuacion,
revisar la verdad o falsedad de las afirmaciones de dicha teorfa,

1. Produccion de Subsistencia

Hay n industrias, cada una de las cuales produce, exclusivamente, una
de n mercancias.

No se asume nada sobre la tecnologia de las industrias. Se sabe, sin
embargo, que cada industria se sitia en un punto de su conjunto de produc-
cién. Asi, la i-ésima industria ocupa el punto

@y -2y 10,..,0,b,...0),

(*)  El autor es profesor principal en el Departamento de Ciencias de la Pontificia
Universidad Catolica del Peri. Obtuvo su doctorado en Matemdticas en la Uni-
versidad Southampton, Inglaterra (1978). El texto actual resume las conclusiones
de su tesis de Magister en Econom{a presentada en la Universidad Catolica.

Parte de este trabajo fue realizado gracias al apoyo del Deutscher Akademischer
Austaunschdienst (DAAD), que financi6 la estadfa por dos meses en el Departa-
mento de Economia de la Universidad de Bonn.
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es decir que produce bi unidades de la i-ésima mercancia con insumos : PES
a.

El problema consiste en hallar valores unitarios py. .. ., p, de las mer-
cancias, que permitan restablecer, luego de un periodo productivo, la situa-
ci6n inicial, mediante el intercambio mercantil. Esto es
n .

z P2y = pb, i=1,..,n (1)
i=1
Esta expresion, en forma matricial, es

pA = pB (1)

donde p = (p1,...,p,), A= matriz (aji)y B = matriz diagonal (b,, .. .,
b ).

" Se asume que el sistema se halla en un estado de autoreemplazamiento,
ie

n
I, %=b i=ho.n @)

que, matricialmente es A0 = Bo Q)

donde 0 es un vector n-dimensional todas cuyas componentes son iguales a
uno,

Dice Sraffa que, en estas condiciones, si se toma una mercancia cual-
quiera como numerario, entonces estin determinados los n-1 precios restantes
por el sistema (1) - (2) ({1}, p. 5). Que esto, en general, es falso, lo muestra
el siguiente contraejemplo,

(1 20
Sean=3,b=(3,54).A = 1|3 2 0f
112
2 2 0]
Entonces, B~ A = [.3 3 0],y sise elige al tercer bien como numerario,
-1 -1 2

se comprueba, ficilmente, que se llega a una-contradiccién: 2p; - 3p, = 1
y2p,-3p, =-1. ‘

Por lo visto, es preciso, para garantizar la validez de la afirmacién de
Sraffa, agregar alguna otra condicién.
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UNA REVISION CRITICA DE LA TEORIA DE PRODUCCION

Teorema 1.1.

Si A es indescomponible (*), entonces en el sistema (1) - (2) se puede
elegir como numerario cualquier mercancia, quedando los valores de las res-
tantes unfvocamente determinados, (La demostracion de este teorema puede -
verse en [3), p. 3, bajo el nombre de “Correccidn al Aserto 3,1”7),

2. Produccién con Excedente.

Cuando existe un excedenie de produccidn, el sistema considerado por
Sraffa es el (3) - (4) siguiente
A = pB 3
Ag ** @)

Vo

|4
b
Dice Sraffa que el sistema (3) - (4) es “auto-contradictorio”. Esto, en
rigor, carece de sentido, pues un sistema de ecuaciones no es ni verdadero ni
falso. Posiblemente lo que Sraffa quiere decir es que el sistema carece de so-
lucién no-nula,
En verdad, si hubiera p 2 0, solucién de (3) - (4), entonces,
1

1 M

(3) = pAo = pBo = Z ppb
i ]

= ? f pa. =.2pj?aji <?pjbj’ de
donde Zpb, < Z pjbj, que es contradictorio.
! )

Asume Sraffa que la distribucidn del excedente se hace en proporcion
al valor de los medios de produccién en cada industria, y que la tasa de ganan-
cia es la misma para cada industria.

Entonces, surge el nuevo sistema (4) - (5), donde (5) es_

{d + ©)pA = pB Q)

En efecto, la ecuacién (5), equivale a:

(*)  Es decir, que no hay ningin subconjunto de industrias que pueda prescindir del
- -resto de la economia en la adquisicion de sus insumos, i e, no existe I tal que
k&I = a;=0. -

**  Se considera el siguiente orden parcial para matrices: C 2 D si ninguna compo-
nente de C es menor queé la respectiva componente de D;C 2 DsiC 2 Dy
C# D;yC > D si toda componente de C es mayor que la respectiva componen-
te de D,
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pibi'i: Peay; =1 % P2 i=1,..,n

que equivale a un reparto de Z p;(b, - E a, ) el valor del excedente, propor-
cionalmente a las cantidades i

Z P g, .. 2 Pra,. ,
kpkkl kpkkn

los valores de los medios de produccion.

Dice Sraffa que el sistema (4) - (5) contiene n_ecuaciones independien-
tes que determinan los n-1 precios (relativos) y la tasa de ganancia ([1], p. 7). -
’ Que esto, en general, es falso, se desprende del siguiente contraejemplo.”

b=(1) . A= [0.25 0.00]
0.00 0.25 ]

Entonces (5) adopta la forma p = (1 +1) pA, que indica que (1 + r)?
es un valor propio de A, y que p es su correspondiente vector propio. Asi,
se obtienen, parar, los valoresr, =3 y r, = 1.

Sus correspondientes vectores propios son de la forma

(a,0)parar, , y(0,d) para r,.

En ninglin caso es posible elegir arbitrariamente un numerario, pues,
por ejemplo, en el segundo caso la primera mercancia no podré ser numerario,
ya que su valor es nulo. Para que la afirmaci6n de Sraffa sea correcta hay que
corregirla, de la siguiente forma.

*Teorema 2.1.

Si A es indescomponible, entonces en el sistema (4) - (5) se puede elegir
como numerario cualquier mercancia, quedando los valores de las restantes y
la tasa de ganancia univocamente determinadog:

La demostracion de este teorema puede verse en el apéndice.

A continuaci6n dice Sraffa que “‘previamente, todas las mercancfas
tenfan la misma jerarquia, encontrindose cada una de ellas tanto entre los
productos como entre los medios de produccidén™,

Esto hace ver que, hasta este punto, Sraffa siempre tuvo en mente s6lo
un sistema indescomponible, aunque le falté precisar esta nocién y hacerla
explicitamente una de sus asunciones. En todo caso, hacfa falta mostrar la
correccién de sus asertos sobre la base de la indescomponibilidad del sistema.

Luego introduce Sraffa las nociones de mercancias “suntuarias” y
“superfluas”. Las definiciones dadas son poco preclsas y es por ello que
conviene mejorarlas en este sentido,
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Una mercancfa es “suntuaria” si no es usada como insumo en la pro-
duccidn de ninguna otra, i, e. lak-ésimaloessiVj a_. = 0

Un subconjunto de mercancias es “superfluo” si el sistema entero es
descomponible, siendo auténomo el subsistema formado por las mercancias
del complemento del subconjunto; es decir que este subsistema determina
sus precios relativos y la tasa de ganancia, no siendo auténomo el sistema
original, en el sentido de que sus precios relativos solo pueden determinarse
una vez que se conocen los del complemento as{ como la tasa de ganancia.

Vale 1a pena notar que un sistema descomponible puede carecer de mer-
canc fas superfluas, como lo ilustra el contraejemplo tltimo.

Similarmente la definicién de mercancia ‘‘bdsica” es algo oscura. Un
intento de precisarla conduce a lo siguiente. La mercancfa k-ésima es “ba-
sica’ si

Vi @i #0 v (it .. odp} 8y, F O By, 0
‘akjh # 0))

Esto dice que la k-ésima es bdsica si, en caso de no ser insumo en una .
cierta industria, lo es en otras que se concatenen mediante insumos con
aquélla,

Asume Sraffa que el sxstema (4) - (5) contiene, al menos una mercan-
cia bisica:

Dice que “‘de aqui en adelante asumird que el salario es pagado post-
factum” como participacion en el producto anual ([1], p. 10).

Cabe hacer notar que, contra las apariencias, no hay en esto una dife-
rencia esencial entre Marx y Sraffa, ya que el salario es, para aquél, el de
subsistencia sdlo, mientras que para Sraffa, la componente de subsistencia
del salario ya esta incluida en los insumos, considerando explicitamente s6-
lo la compoenente salarial situada por encima del nivel de subsistencia.

Luego, asume Sraffa que el trabajo es homogéneo. Esta asuncién
merece un estudio posterior que averigiie si la teoria desarrollada por Sraffa
puede ser extendida sin grandes modificaciones al caso de tener trabajo he-
terogéneo. En efecto, y contra lo que la intuicion sugiere, podrian surgir
dificultades, como ocurre con la teoria de produccién disjunta de Marx, en
donde la admision de trabajo heterogéneo entra en conflicto con la existen-
cia de una Unica tasa de explotacion (ver [2], p. 192).

En todo caso, con las asunciones anteriores, el sistema adquiere la for-
ma siguiente
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b > Ao )]

(1 +1)pA +wL = pB 6)
lo=1 )]

p(B- Ao =1 (®)

donde w es el salario medido en términos del valor del ingreso nacional {con-
dicién normalizadora (8)), L es el vector de distribucién laboral por industrias
(ver condicién normalizadora (7) ).

3. Proporcioneé de Trabajo a Medios de Produccion.

Dice Sraffa que si en el sistema (4) - (6) - (7) - (8) se hace w = | enton-
ces todo el ingreso nacional va a los salarios y r se elimina ({1], p. 12).

Efectivamente, de (6) se obtiene rpA + wL =p (B - A), que postmulti-
plicada por 0 da rpA0 + wLo = p (B - A)o. Teniendo en cuenta (7) y (8),
esto se convierte en rpA0 + w = 1. Ahora bien, siw = |, como pAG # 0, en-
tonces r =0, y todo el ingreso nacional va a los salarios: w=p (B- A)o=1.

Dice, luego, Sraffa que “en este nivel de salarios los valores relativos
de las mercancias estin en proporcidn a sus costos laborales”.

Que esto sea falso, en general, lo muestra el siguiente contraejemplo,

1 1 1
Sea A =[0 1 2| Notarque hay un bien bésico: €l1°,
0-3 1

. Seal = (0.58,0.21,0.21), ysea B=(11, 3, 4). Entonces

10 -1 -1
B- A=|0 2 -2|condet(B-A)=10
0 -3 3 :

Por lo tanto, haciendo w = 1, se obtiene p(B - A)= L, que carece de so-
luciones, pues darfa p, - p3 = 0,105y p; - p3 =-0.07, lo cual es contradicto-
. rio. Asi, pues no es cierto que p, que es inexistente, sea proporcional a nin-
gin vector de costos laborales.

De lo anterior se desprende.que hay que empezar exigiendo que B - A
sea regular, es decir que su determinante no sea nulo,

Ademas, en la afirmaci6n de Sraffa hay una contradiccién implicita con
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su declaracién hecha en el inicio del Prefacio ([1], p.v). en donde afirma que
no asume retornos constantes a escala, En efecto, sin conocer nada acerca de
la tecnologia prevaleciente, es imposible establecer la cantidad total de traba-
jo requerida para lograr, como producto neto, una unidad de una cierta mer-
cancfa,

-Es posible que Sraffa haya utilizado, quizas inconscientemente, tal hi-
pétesis, cuando sugiere calcular el costo laboral por medio de la nocién de
“subsistema”. Sin embargo, también en este caso su formulacién carece de
precisién, puesto que sélo considera subdivisiones del sistema original en tan-
tos. subsistemas como mercancias haya en el producto neto, Efectivamente
si se quiere calcular el costo laboral de una mercancia que no apareciera en el
producto neto, la descomposicion sugerida no seria de ninguna utilidad. Es
por este motivo que propongo la siguiente definicion:

Una “descomposicion Sraffiana” del sistema (A. L. B) correspondiente
4 (4) - (6).- (7) - (8) es una coleccién de subsistemas {(Ai, Li, Bi) [i=1.
.. n} tales que para todo i se tenga (1 + r)pAl +wLi=pBiy Z(Ai. Li, Bl =

(A, L By (B . Al =((B- A)o)e ademds, para cada sub51stema hay un
vector ¢! > 0 tal que Al = AC‘ ' = Lo y B! = BC!, donde C' = matriz
(c‘) siendo necesario que Z ¢' —0 Asi, la k-ésima ecuacidn del i-ésimo sub-
sistema es

(1 +r)2pak«.k+ wil ck pkb

que es sdlo la k-ésima ecuacidn del sistema original multiplicada por cli(. Pue-
de verse un ejemplo enf3]. p. 23.

Surge asi, una pregunta natural, ;qué garantiza la posibilidad de la des-
composicién descrita’. La respuesta es el siguiente teorema, cuya demostra-
cidn aparece en el apéndice.

Teorema 3.1.

Dado el sistema (A, L, B) de (4)- (6)- (7)- (8), si B- A, es regulary
tiene inversa no-negativa, entonces existe, y es tnica, la descomposicién
Sraffiana.

Es interesante observar que con sdlo las hipdtesis del sistema de Sraffa
no se garantiza la descomposicidn en cuestién, como lo ilustra el siguiente
contraejemplo:
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1y b =(2,3,2). Ahora(B- A)'3l no existe, y no hay descom-

—— D

>

it
o o=
- oo

. posicién.

Luego, para restablecer la afirmacién de Sraffa respecto a la proporcio-
nalidad entre valores y costos laborales, cuando w = 1, hay que afiadir alguna
condicién. Esto es lo que logro con la nocidn de “‘sistema productivo™: Si
existe x>0 (B- A)x>0.

Teorema 3.2

Asumiendo retornos a escala constantes y siendo productivo el sistema
(A, L, b) de (4) - (6) - (7) - (8), entonces, si w = 1 los valores coinciden con
los costos laborales.

(Ver la demostraci6n en el apéndice).

Dice, luego Sraffa que “en ninglin otro nivel salarial siguen los valores
una regla simple” ({1], p. 12)

Posiblemente, quiere decir Sraffa que si w # 1 enfonces, por lo menos,
ya no se da la proporcionalidad entre los valores y costos laborales. Pero esto
es también falso, como se desprende del siguiente contraejemplo,

1 2
Sea A =[l l],b = (4,5),L = (0.406,0.594). Seaw =0.408y
r = 0.5.

Entonces, se obtiene p = (0.2218, 0.2594) = L(B-A)'!, el vector de cos-
tos laborales. La coreccion a la ultlma afirmacién de Sraffa es el 51gu1ente
teorema, cuya demostracioén puede verse en [3], p. 27.

Teorema 3.3

Si L no es un vector propio de (B - A)'lA asociado a la raiz de Perron-
Frobenius de esta matriz, entonces los valores de las mercancias son propor
cionales a los costos laborales de estas sélosiw =1,

A continuacion, hace Sraffa una serie de afirmaciones, acerca de la for-
ma en que varian los valores, que aparecen explicadas y demostradas en {3},
pp. 28-33.

Define Sraffa la tasa mdxima de ganancias”, como “aquel valor r que se
obtiene cuando el total del ingreso nacional va a las ganancias.
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Hay dificultades con esta definicién, como lo muestra el siguiente ejem-

plo.
24 2 2
SeaA =| 0 3 1],b=(32,8,8). Hay una mercancia bdsica, la Ira.; hay
0 1 3 '

excedente en cada industria; y sin embargo para w =0 se obtienen dos “‘tasas
mdiximas de ganancia”, _

La primera: R; = 1/3 con p' = (1/12)0, y la segunda: R, =1 con p? =1/8
(0, 1, 1). Por este motivo sugiero la siguiente definicién: la “tasa mdxima de
ganancias” es el minimo de los valores de r que satisfagan al sistema (1 + r)
pA =pB.

Teorema 3.4

En el sistema (4) - (6) - (7) - (8), si w = 0 entonces hay, al menos, un
valor de R tal que (1 + R)pA =pB.
Ver la demostracién en [3] p. 35.

4.  Lamercancia Patron

Lo dicho por Sraffa en los puntos 23, 24, 25 y 26 de [1], pp. 18-20,
conduce a las siguientes definiciones, que tratan de precisar un poco mds los -
conceptos,

Una “mercancia patron” del sistema (4) - (6) - (7) - (8) es cualquier
complejo mercantil tal que ciertd subsistema del sistema original lo tenga
como producto bruto, y que el complejo de insumos agregados le sea propor-
cional i. e. cualquier b* de R™ tal que b* > 0 y existe ¢ > 0 tal que, defi-
niendo C: = mat diag c, (A*, L*, B¥*): = (A L, B) C, se tenga que B*g =b*
y existe p> 0 A*0 = pb*,

El subsistema (A*, L*, B*) es llamado un “subsistema patrén”,

Se llama “producto neto patréon’ a una mercancia patron correspon-
diente a un subsistema patron cuyo trabajo sea igual al trabajo total del sis-
tema original; es decir que L*0 =1,

Si (A*, L*, B*)es un subsistema patrén y si p es tal que A*o = pb*,
entonces al cociente, (1 - p) / p se le llama la “razén patrén”,

Con estas precisiones, en [3], (pp. 37-41), se demuestran varias propie-
dades de la mercancia patron, como las siguientes,

i)  En el sistema patron, la tasa de exceso de la cantidad producida a la
cantidad insumida en la produccidn, es la misma para todas las mercan-
cias.
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ii)

iii)

iv)

154

MPara la k-ésima mercancia, la produccidn es b, ¢, v lacantidad de in-
sumos de ella es Ac, donde Ay denota a la k-ésima filade A. La tasa
en cuestion es

(bkck - Akc)/(AkC) = (bka - pbkck)/ (Pbkck) =(l-p)/pd

En el sistema patrdn la razdén del producto neto a los medios de produc-
cién permaneceria la misma cualesquiera que fuesen las variaciones que
ocurrieran en la division del producto neto entre salarios y ganancias y
cualesquiera que fuesen los cambios consecuentes en los precios,

["Sea p > 0, arbitrario; el valor del producto neto es p(B* - A*)5; el de
los medios de produccion es pA*a y la relacién en cuestién es

' Z p (b, c Za c.
p(B* - A¥)o X pk( k*k ” k )

PAYS T T 3 Ta c
N
z b - pb
=kpk(kck pkck)zl.p
f PycPDy Sk p

que no depende ni de w, nide p,nide r._|

En el sistema patrdn, si R es la tasa maxima de ganancia y w el salano
entoncesr = R(] -w)

"Es facil ver que R = L-p g producto neto es RA*g. Siw es el sa-
lario, entonces a éstos les corresponde del producto neto wRA*a Lue-
go, a las ganancias va (1 - w) RA*0.

Como r debe referirse al complejo de medios de produccion, se tiene
que R(1-w)A*0 = rA*g, de donde se obtiene la relacion r=R{1 - w), _|

Esta relacién lineal rige también en el sistema original, siempre que el
numerario sea el producto neto patrén,
["Ahora que se ha cambiado el numerario, el sistema es

b = Ao 4)
(1+r)pA + wL = pB (6)
p(B-A)c = 1 ©)

Le =1 (10)

Ac = pBc (11)
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Sea (w, r, p) cualquier solucidn; de (6):
r{pAc) + w(Lc) = p(B- A)c;
de (9)y (10): r(pAc) + w = l;de(11):
pAc=ppBc =p (pBc - pAc) > p (1 + pAc),
de donde pAc = I_EB =Tl{-

la relaci6n lineal._J

. Entonces, Ir{+ w =1, con lo que se obtiene

En lo que se refiere al sistema patron, hay que notar que puede ocurrir
que, bajo las hipotesis adoptadas por Sraffa, haya mds de uno, o que, peor
aln, no exista ninguno, Esto se debe a que en la ecuacion (11), que equivale
apc= (B‘lA)c, se tiene que ¢ ha de ser un vector propio;y se sabe bien que
una matriz puede poseer mds de un valor propio positivo, que un valor propio
positivo puede tener dos o mds vectores propios linealmente independientes a
81 asociado, o, peor atin, puede carecer de valores propios reales.

Felizmente, esta tltima posiblidad queda descartada gracias al teorema
de Perron-Frobenius, que garantiza, para toda mattiz cuadrada no-negativa,
la existencia de un valor propio real no-negativo. Asi, si A 2 0, entonces
siempre hay al menos un sistema patrén. En [3], p. 43 se da un ejemplo de
un sistema que satisfaciendo las hipdtesis de Sraffa, admite dos sistemas pa-
trén,

Para terminar con su capitulo IV, asume Sraffa que s6lo hay industrias
basicas; lo que implica que A es indescomponible. Con esta asuncibn, desa-
parecen las dificultades antes mencionadas, pero hay que observar que es ésta
una hipotesis excesivamente fuerte, puesto que en situaciones reales, no hay
por que ignorar a las industrias suntuarias.

5. Unicidad del Sistema Patron,

El propésito exclusivo del capitulo V de [1] es el demostrar la existen-
cia y unicidad del sistema patron cuando se afiade la asuncion de indescompo-
nibilidad. Para tal fin sugiere Sraffa un algoritmo cuya definicion es poco
clara, y cuya convergencia al sistema patrén es algo que debe demostrarse
rigurosamente, cosa no hecha por él. Sin embargo, y afortunadamente, es
posible hallar un atajo para llegar a establecer la existencia y unicidad del
sistema patron, mediante el teorema de Perron-Frobenius.
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Teorema 5.1,

Para el sistema (A, L, B) de Sraffa, si A es indescomponible entonces

le corresponde un, y sblo un, sistema patrén, con un vector de multiplica-
dores estrictamente positivo,
TComo b > 0, y A es indescomponible si, y sélo si, BlAlo es, entonces,
aplicando el teorema de Perron-Frobenius a B LA, se sigue que la raiz de
Perron-Frobenius de esta matriz es positiva, y su espacio propio es monodi-
mensional; siendo, ademds cualquier vector propio a ella asociado estricta-
mente positivo. Uno de éstos, ¢, tal que Lc = 1, sirve como vector de agre-
gacion para pasar del sistema actual al sistema patron.

Que no haya sino una manera de lograr esto, se desprende nuevamen-
te, de una aplicacién inmediata del teorema Perron-Frobenius, segiin el cual
si existe x = O tal que sea un vector propio de B 1A asociado a un valor pro-
pio no-negativo, entonces este valor propio no es otro que la raiz de Perron-
Frobenius de B'A. En consecuencia, no hay mis que un vector de multi-
plicadores normalizados por Lc = 1, que lleve del sistema actual al patron,_|

6.  Reduccion a Cantidades Datadas de Trabajo.

En el capitulo VI de [1] define Sraffa una operacidn, que denomina
como el titulo de éste parrafo, consistente en reemplazar los diversos
medios de produccion utilizados por cantidades datadas de trabajo. Tal
operacién consiste en reemplazar los medios de produccion utilizados en la
industria i por sus propios medios de produccién; es decir, si en la i-ésima
industria la k-ésima mercancia es un insumo, se la reemplaza por los medios
de produccién y trabajo requeridos para que la k-ésima industria produzca
a4 unidades de la k-ésima mercancia. Debe continuarse, de este modo, afec-
tando a cada cantidad, asi hallada, de un factor de la forma (1 + r)t donde t
denota el niimero de perfodos retrocedidos.

Evidentemente, esto entra nuevamente en contradiccion con la tercera
oracion del Prefacio de [1] . segin la cual Sraffa sostiene que no asume retos-
nos constantes a escala. En efecto, una cosa es saber que para producir by
unidades de la k-ésima mercancia la correspondiente industria usa a, unida-
des de la i-ésima mercancia, y otra cosa muy distinta es afirmar que para pro-
ducir a, ; unidades de la k-ésima mercancia hacen falta ajk/bk unidades de
la j-ésima. Tal cosa solo tendria sentido dentro de una tecnologia con rendi-
mientos constantes a escala.

Si éste fuera el caso. entonces la reduccidn referida por Sraffa se realiza
como sigue. ‘
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Sea w > 0 el salario expresado en términos del producto neto patrén.
Entonces pB(I - (1 + r)B1A) = wL. Para r <R.y no negativo, existe y es
no-negativa la inversa de I-(1 + r)B‘lA como puede verse por una aplicacion
del teorema de Perron-Frobenius, ya que BlA>o0e indescomponible,

Asi, pB=wL (I-(1+r)B 1Ay, Pero esta inversa puede expresarse como
la suma de una serie convergente ya que la raiz de Perron-Frobenius de B A
es positiva y menor que 1, pues si ella fuera 1, entonces existe v>0 BlAv=v,
de donde (B - A) v =0, que contradice el que B - A sea regular. Luego,

o0
pB=w I (1+rFLBlAK
k=0

Asumiendo retornos constantes a escala, los términos L (B‘IA)k re-
presentan las cantidades de trabajo que datan de k arios,

Actualizadas por la tasa compuesta (1 + r)k, ellas son las cantidades
datadas de trabajo de Sraffa,

Finalmente, cuando w= 0, entonces se tiene r=Ryp(B-(1 +R)A)=
0, que equivale ap(I- (1 + R)B’IA) =( ya que B es inversible. Esto dice que
p es el vector de valores correspondientes a w = 0, es decir el vector propio
asociado a la raiz de Perron-Frobenius, i _1’- R deBlA.

7. Conclusiones,

10 Todos los resultados que Sraffa enuncia en el contexto de la produccion
de subsistencia requieren de la hipétesis de indescomponibilidad del
sistema. Esta hipOtesis, que muy tardfamente es adoptada por Sraffa,
lejos de violentar el contexto Sraffiano, mas bien lo completa ya que
¢é1 mismo la introduce al final, Sin embargo, creo que seria de mucho
interés para la teorfa de produccién disjunta de Sraffa estudiar ésta sin
tal hipotesis, puesto que la situaciébn general no la satisface. Algo simi-
lar ocurre en el contexto de la produccién con excedente, del 2© capi-
tulo de [1].

29  Algunas definiciones, como la de “‘tasa mdxima de ganancia” de una
mercancia “superflua” y de ‘‘subsistemas” requieren de mayores pre-
cisiones, que es parte de lo que me propuse conseguir con este traba-
jo. Este es, también, el caso con el concepto de “utilizacién indirecta”
de insumos en las industrias.

39 Otras definiciones, como la de reduccidn a cantidades datadas de tra-
bajo, introducen inadvertidamente, al parecer, la hip6tesis de retornos
constantes a escala. Igual ocurre cuando Sraffa establece que sélo para
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el caso en que el salario reciba todo el valor del excedente se da la pro-
porcionalidad entre los valores y los costos laborales. Evidentemente,
para que esto tenga sentido es preciso que se dé la tecnologia de re-
tornos constantes a escala,

Considero que asumir tal cosa es muy natural en e} marco de la teoria
de Sraffa, ya que lo mismo hicieron los economistas clisicos, en cuya
tradicion se inspira.

Un resultado importante es el provisto por el teorema 3.3 de este tra-
bajo, en lo que se descubre que ain para w =1 es posible que no se
dé la proporcionalidad entre valores y costos laborales; y que aunque
w < 1, es posible que si se dé tal proporcionalidad. Esto definitiva-
mente muestra la falsedad de lo dicho por Sraffa, en [1]. p. 12.

En referencia a la nocidn de subsistemas y la descomposicion en éstos,
se comprueba que no basta con lo asumido por Sraffa, y que hay que
corregir sus afirmaciones como lo hace el teorema 3.1,

La existencia y unicidad del sisiema patrdn, para probar lo cual destina
sin éxito, Sraffa todo el capitulo V del [1], se logra de modo conclu-
yente gracias a una inmediata aplicacién del teorema de Perron-Fro-
benius, en el teorema 5.1,

APENDICE

Demostracion del Teorema 2.1

A indescomponible = AB 1 inde scompomble
La raiz de Perron Frobenius de AB! es positiva, como se desprende de

que b > 0y que AB1 # 0, y de una aplicacion directa del teorema 24 de
Woods, J. E. “Mathemaucal Economics”, Longman, London, 1978, pégina

23.

Entonces (1 + r) > 0, de donde r > -1, y el vector caractenstlco pes

estrictamente positivo. Por el teorema de Perron- Frobemus esigualalla
multiplicidad - de la raiz de Perron-Frobenius de AB; por lo cual los valores
relativos estan determinados de manera Gnica, ya que el espacio propio asocia-
do tiene dimensién 1, Finalmente, como todos los valores son positivos,
cualquier mercancia puede hacer de numerario.

Demostracion del Teorema 3. 1..
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pues (Ai, Li, B)=(A. L. B)Ci. Como Cig = ci, se tiene
Ci=(B- Ay ((B-A))c >0,

con lo cual se ve que los ¢ son determinados de modo Gnico que su suma
dé g puede verse por:

> o = (B-A)l T((B-AW)e = (B-AY! (B-A)o=0
1 1

Demostracion del teorema 3.2.

La cantidad de trabajo directa e indirectamente requerida en la indus-
tria i, es: Lig = LClg = Lt —L(B Ayl (- A)0),e' . Entonces, por unidad
neta producnda es LB- Aylel Siw=1, entonces pA+ L =pB, de donde
p=L(@B- AY!. Porlo tanto, como p; = pe', entonces p, = L(B - Aylel que
es el costo laboral.

Teorema de Perron-Frobenius

Version fuerte,

Una matriz cuadrada no-negativa e indescomponible, A, tiene siempre
un valor propio positivo r que es una raiz simple de la ecuacidn caracteristica.
Los mddulos de todos los otros valores propios no exceden de r, Al valor
propio maximal r le corresponde un vector caracterfstico estrictamente posi-
tivo.

Version débil

Una matriz cuadrada no-negativa tiene siempre un valor positivo no-
negativo, Un vector propio no-negativo estd asociado al mayor de todos los
valores propios no-negativos A.
Pl - A es no-negativamente inversible si, y sblo si, p< A
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