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' UNA VERSION DIDACTICA DEL
TEOREMA DE
IMPOSIBILIDAD DE ARROW

RAMON GARCIA-COBIAN#*

1, INTRODUCCION

En Economia y en Ciencia Politica se ha dedicado un gran esfuerzo a
la investigacion de un viejo problema: el disefio de buenos procedimientos.de
eleccion social. En Ciencia Politica, se enfoca este problema desde tin punto
de vista de teoria de democracid,y se postula que no debiera escogerse una
opcion cuando la otra fuese tenida por superior por la mayoria de electores.
Sin embargo, tal enfoque se ve en serias dificultades ante la clisica paradoja
del voto: sean tres electores de los cuales el primero clasifica las opciones A,
B ¥ C, en orden decreciente segiin sus preferencias, como ABC; el segundo,
similarmente, como BCA; y el tercero, como CAB. Entonces, B pierde ante
A por 1 a 2, C pierde ante B,y A ante C por el mismo puntaje. Por lo tanto,
no hay eleccion posible segin el criterio descrito.

Por otro lado, en Economia se enfoca el problema desde el punto de
vista de la eficiencia paretiana, segin -la cual debe escogerse una opcion
cuando todos los electores la consideran preferible a las demds. De este
modo, basta que uno de los electores encuentre a A mejor que B para que,
aunque todo el resto piense-lo contrario, la sociedad no deba elegir a B.

De estas dos dificultades surgen dos cuestiones importantes: ;Qué
criterios se debian tener. al disefiar un “buen procedimiento™ de obtencidn
de eleccion social a partir de preferencias individuales? Dados tales criterios,
;existe algiin procedimiento que los satisfaga simultaneamente?

En 1950, Kenneth J. Arrow propuso un conjunto de tales criterios,
que parecian ser bastante raz@ables;vy demostrd que no existia ningln pro-
cedimiento satisfactorio a todos ellos simultineamente. A partir de entonces,
se inicié un gran esfuerzo tedrico tendente, ya fuese a desvirtuar dicho resul-

* T autor es Profesor Pnnc1pal en el Departamento de Ciencias de 1a Pontificia Uni-
versidad Catblica del Perd, . '
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tado. o ya fuese a extender sus alcances. En la historia de Ia produccion inte-
lectual y cientifica, se registran hechos similares en lo que a la fertilidad del
trabajo de Arrow se refiere. Tal es el caso de, por ejemplo, el articulo de
Einstein de 1905 sobre la electrodindmica de los cuerpos méviles, el articulo
de Godel de 1931 sobre la indecidibilidad de los “Principia Mathematica”
de Whitehead y Russel, y del articulo de Crick y Watson sobre la estructura
del 4cido desoxirribonucleico, de 1953. Estos articulos iniciaron o transfor-
maron campos enteros de la ciencia (Fisica relativista, Ldgica, Biologia mo-
lecular). Algo similar es lo que ocurrié con el articulo de Arrow: “A Diffi-
culty in the Concept of Social Welfare”, aparecido en 1950 en el Journal of
Political Economy. Este articulo ha sido la fuente de casi toda la teoria con-
tempordnea sobre eleccion colectiva,y ha influido profundamente sobre la
economia del bienestar, la filosofia moral y politica, y sobre los enfoques te6-
ricos de la microeconomia. . ' _

En parte, el interés estimulado por el trabajo de Arrow provino de la’
introduccién en economia tedrica de un tema completamente nuevo: el de Ia
imposibilidad demostrable. Esto ya habia hecho su aparicion en_otras ramas

“del saber como las mateméticas desde muy antiguo. Durante mis de veinte
siglos, se habfa estado trabajando en problemas como eran la construccion
con regla y compas de un cubo doble de-otro dado, la triseccion de un én-
gulo arbitrario, y la cuadratura del circulo. Finalmente, todo esto culmi-

ndé con la aparicion de la teoria de Galois, que demostrd Ja imposibilidﬁd
de resolver dichos problemas clsicos. Similarmente, en Logica el articulo de

Godel sirvid para demostrar la imposibilidad eventual de obtener demostracio-
nes en un sistema formal. También puede hallarse una idea similar en la Esta-
distica y la Econometria en los estudios que establecen condiciones para la
subindentificacion de parimetros. El mismo tema se encuentra en el articulo
de Arrow y en la literatura posterior sobre las funciones de bienestar social:.
se demuestra la imposibilidad de satisfacer simultdneamente un conjunto de
propiedades que parecen deseables para un procedimiento de eleccién colec-
tiva. '

Frente al conjunto de formulaciones de las restricciones éticas en el pro-
cedimiento de la eleccion colectiva, y frente a la demostracion de la incompa-
tibilidad 16gica existente entre ellas, se reacciond, esencialmente, de tres ma-
neras diferentes. Por un lado, se negd la validez de la demostracion dada por
Arrow, y, de hecho, J. Blau halld un error en el (Blau, J. H., “The Existence
of Social Welfare Functions”, Econometrica 25, NO 2, 302-313), con lo cual
se dudb seriamente de la validez del teorema de imposibilidad. Sin embargo,
andlisis posteriores de Arrow, y del mismo Blau, condujeron a demostraciones
.que han sobrevivido a tres décadas de examen por parte de académicos mate-
miaticamente bien enterados.
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Por otro lado, se tomé el teorema de imposibilidad como una revelacion
en la Etica que obligaba a rechazar algunas ideas morales consideradas como
buenas. De todas formas, no ha sido ésta la actitud comin. Mas bien, la reac-
cion més moderada ha sido la més frecuente. Consiste ésta en objetar al tipo
de formulacién matematica hecha, argumentando que las profundas intuicio-
nes éticas del hombre no podrian ser fielmente representadas por formulacio-
nes matematicas. No pocos economistas y pensadores sociales, poco familiari-
zados con los recientes hallazgos de la teoria del bienestar y de la eleccidn co-
lectiva, han reaccionado de este modo, sefialando en especial como pogg ra
zonable la independencia de alternativas irrelevantes. Desgracmdamente para
quienes adoptaron esta posicion, se dispone ahora de varios teoremas de im-
posibilidad semejantes al original de Arrow, cada uno de los cuales prescinde
Jde solo una de las condiciones de dicho teorema original. En otras palabras, si
se rechaza una cualquiera de las condiciones, se obtiene inmediatamente otro
teorema que, sin exigirla, demuestra la inexistencia de un procedimiento de
eleccion colectiva que satisfaga a las condiciones restantes.

Por todo loexpuesto, resulta obvia la pertinencia y actualidad de discu-
tir una elaboracion tedrica como la de Arrow. Sin embargo, antes de discutir
tal elaboracion debe empezarse conociéndola, y es en este sentido que se
orienta el presente articulo, dada la escasa atencidn que en nuestro medio se
ha prestado a tema tan importante. Puede preguntarse por qué hay que rees-
cribir la demostracién de Arrow. La respuesta es que, como ya se ha indicado,
ia version original del propio Arrow contenia un error importante,y que aiin
su correccidn posterior, contiene algunas ambigiledades en lo que se refiere
al caricter del dictador, puesto que, segin la definicion dada por Arrow, un
indiferente absoluto podia ser considerado como dictador. Luego, Sen
(1970) tratd de corregir esto y dio una nueva version-de la demostracion. Sin
embargo, este autor no logra plenamente su propésito, ya que, por ejemplo,
en la definicion de “decisorio” y de “casi decisorio™, omite sefialar que la
implicacion en cuestion ha de cumplirse para cualquier estado de preferen-
cias individuales; su notacion no es la mas afortunada en lo que a claridad
se refiere, puesto que jni en el enunciado ni en la demostracion aparece ja-
més la funcion de bienestar social de la que se habla!; finalmente, algunas
de ‘sus afirmaciones son s6lo intuitivamente Justlﬁcadas y no se.hace paten-
te como se estd usando la condicién de mdependenma de alternativas irrele-
vantes.

Lamentablemente, desde 1975, en que por primera vez le1 la version

"de Sen, hasta el presente, no he hallado ninguna otra version que supere las
deficiencias sefialadas, y cabe preguntarse si no se deberi a esto la escasa
difusién en nuestro medio deun teorema tan 1mportante en C1enc1as Saciales
en general, y en Economia del Blenestar en particular,
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Finalmente, me he decidido a intentar la reescritura del teorema de
Arrow, tratando de lograr la mayor claridad y rigor posible,a fin de permitir
su ficil comprension por cualquer persona que de matematicas conozca solo
las presentaciones introductorias de Teoria de Conjuntos, como suele
aparecer en cualquier libro de matematicas para Ciencias Sociales.

2 Exposicion y Formulacion del Problema

¢ considera una sociedad compuesta por n individuos, y un conjunto,
%obre cuyos elementos cada individuo tiene opcion y preferencias.

Las preferencias del i-ésimo individuo sobre los elementos de X, denota-
das por rj, son rela¢iones de orden sobre X, es decir que son reflexivas, transi-
tivas y completas(1) : '

Se llamard “un estado de preferencias individuales” a cualquier n-uple
(rq.... ry) € (ord X)1, donde ord X: [t ©X? |r orden en X]. Parasimplificar
la notacion, se denotard un tal n-uple por r. Ademis, dada una rj, se denotard -
por 1jlarelacion binaria en X definida por: x rj X’ si (x rj X - no x’ rj x). Con
Ti. en cambio, se denota a la relacion binaria en X: xTj X" si (x rj X* . X" 1 X).

El problema que la sociedad afronta es el de asignar un orden en X a
partir de cualquier estado de preferencias individuales; a tal orden se llamara
una “preferencia social”. Asi, la tarea de los legisladores de la sociedad serd
establecer una “funcién de bienestar social”, es deciruna f : (ord X)m —ord X.

La funcion de bienestar social, f, debera satisfacer ciertas condiciones
tenidas generalmente por necesarias en un ambiente “democratico”. Tales
condiciones son: “‘el principio Paretiano”, segln el cual:

Vr gOrd X)1, V. (x, y) € X2, (VieI N, x f; ¥) = x f(r) y,
denotado en adelante por (P); “la independencia de alternativas irrelevantes”,

denotada en adelante por (1), seglin la cual

VI ]Clord X0, ¥SCX (rj N S2=r;NS2)
C(S, 1)) =C(S, f(r) ),

donde C(S, f(r)): = [z €S| Vu €S, z f(r) u], y similarmente para C(S, f(r')); la
“indictadura”, denotada en adelante por (D), segiin la cual

1. A veces se encuentra el término “conexas” en lugar de ‘‘completas”; en todo caso.
esto significaque ¥ x, V x> e X, = x X v X' i X,
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no 3 i€ INy, Vre (ord X)1, V(x, ) €X?, (x £y =£(r) y )(1).

Tratando de traducir estas condiciones al lenguaje verbal habitual,
puede decirse que la condicién (P) establece que cualquiera que sea el estado
de preferencias individuales, si, respecto de x y de y, todos los miembros de
la sociedad prefieren x a y, entonces la sociedad también ha de hacer lo mis-
mo; la condicién (I), en cambio, sostiene que si dos estados de preferencias in-
dividuales, distintos posiblemente, coinciden sobre un subconjunto S de X,
entonces los optimos sociales de S seglin la funcion de bienestar social para
cada uno de dichos estados de preferencias individuales seran los mismos.
Finalmente, la condicion (D) elimina la posibilidad de la existencia de un dic-
tador.

3. Dificultad de Satisfacer Simulfneamentea (P), (I)y (D)

Que sea dificil satisfacer simultineamente, mediante una funcién de
bienestar social, a estas tres condiciones, puede verse a partir de los s1gulentes
" ejemplos.

a) La “regla de mayorta”, M, asigna, a cualquier re(ord X)1, Ia relacion
M(r) dada por: x M(r) y si Card [1eINn I X 1; y]>Card [jeIN, | y T x].Ya afi
nes del siglo pasado, Nanson descubri6é lo que llamo “paradoja de la vota-
cién”, surgida de una sociedad de tres invidivuos (n = 3), con X =[x, y, z].
Se da el siguiente estado de preferencias individuales:

=y, &2, (%), 6, y), @) ]
1'2 = [ (y, Z), (Z5 X)a (y9 X), (X, X), (y. Y)& (Z'r Z) ]y
13 = [z %), x.¥). @z y), &%), (v. ¥). (z, 2) ]

Entonces X M(r) y, pues dos individuos, (1 y 3), hallan a x preferi.
ble a y, pero s6lo uno (2) halla a y preferible a x. Similarmente, y M(r) z,
peroz M(r)x.

Luego, M(r), no siendo transitiva, no puede ser un orden en X; de don-
‘de M no es una funcion de (ord X)3 ->ord X;es decir que no es una funcion
de bienestar social. Sin embargo, puede facilmente verificarse que si satisface
al principio Paretiano (vaciamente), 4 la independencia de las alternativas irre-
levantes y a la indictadura.

1. Encaso de existir un tali s¢ dirfa que i es un “dictador”’
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b) El método de “votacion cardinal” C, que es muy antiguo, exige que
cada individuo califique con cieérto puntaje a cada elemento de X, de manera
que si x es preferible a y entonces la calificacion de x no sea menor que la de
y. Asi, para cada r; de cierto estado de preferencias individuales se tendra una

funcion de calificacion ¢j: X ~1N. Luego, se define c: X ~IN porc: = E cl,
y se define en i=1

XX C(r)y sic(x)2c(y).

Por ejemplo, y como antes, sea X= [x, y, z}, y para cada i, ¢j(u) =3, 2,
0 1 seglin que u sea el 19; el 20 6 el 390 en la clasificacién del i-ésimo indivi-
duo. , ’ ' :
Puede verificarse sin dificultad que C es una funcion de bienestar social
ya que para cada r € (ord X), C(r) € o;id X. Ademds, pasa bien las pruebas de
las condiciones (D) y (P) Sin embargo, no satisface a la condicion (1), pues,
sin=3y:

xflyfy'fl’z .'Vié[2,3,],(z.fix X TiYy)

entonces c(x) = 7 = ¢(z); mas si para otro r’ se tiene que la posicion de x
respecto a-z segin cada individuo es la misma que correspondia en r, pe-
ro el 1 cambia su apreciacion acerca de una “alternativa irrelevante”, y, co-.
locindola ahora por debajo de x y de z, entonces ¢’ (x) =7 . ¢ (z) = 8,
por lo que z Cfr’) X.

¢) La “regla de la tradicion”, T, establece que un ciérto r* € ord X ser
~ el orden social en X cualquiera que sea el estado de preferencias individuales,

Asi, T(r) = r* ¥ r €(ord X). Es T, claramente, una funcion de bienes-
tar social. Ademas, T satisface a (I) y a (D), per8 incumple (P).

4. Enunciado del Teorema de Arrow

El sorprendente teorema de Arrow (1963) establece que los fracasos de
las reglas anteriores no son meramente accidentales, sino, en cambio, necesa- -
rias.

Teorema (Arrow). Sin ?_:2 y Card (X) 2 3(2),entonces no existe ningu.
na funcion de bienestar social que satisfaga a las tres condiciones: criterio Pa-
retiano, independencia de alternativas irrelevantes e indictadura,

1. Arrow, K. 1., Social Choice and Individual Values, Wiley, New York, 1951; 2a. cd.
1963, »

2. Cabe observar que si Card X< 2entonces la transitividad seria trivialmente satisfe-
cha, vy que si n=1, la socxcdad necesariamente seria “dictatorial”, n ambos casos.
1a situacion caxecerl'a de interés tedrico,
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5. Tode decisorio es dictador

Antes dc demostrar el teorema de Arrow, hay que introducir los si-
guientes conce ptm Dada la tuncion de bienestar socml f.un subconjunto de
individuos, V, es “casi decisorio” para x contraysn

Vr e (ord X)N, ((Vie VX fjy) - (Vj € Vey T x)=x f(r) y):
en cambio, V es “‘decisorio” para X contra y si:
Vre(ord X)N, (VieV, x 1jy) =x f(r) y.(1)

Esto se denotara por V. D(x, y), para lo primero, y por V. D. (x,y)
para lo segundo.

En la demostracion del teorema, se ha de requerir de los siguientes le-
mas: ’ ‘

Lema 1: “Si para la funcidn del bienestar social f, que satisface-a (P)y a (I),
(3 jelNg 3 (x,y) eXx? j.D(x, y)) entonces j es un dictador”

Demostracion;

10 Va a demostrarse que el j de la hipotesis es un dictador sobre cualquier
subconjunto de X que contenga 3 elementos, dos dé los cuales sean x y
y. . _
En efecto, como card X > 2, entonces X\ [x, y}+#¢. Ha de probarse.
cualquiera que sea z € X\ [x, y] quej es un dictador sobre [x, y, z].
Esto quiere decir (gxe dados dos elementos cualesquiera u y v, de
“[x.y,z) entoncesj. D (u,v).  °
a) i. D (x, z), pues si r € (ord X)R es tal que x rJ Z, entonces-como se
demuestra a continuacidon- x f(r) Z. :
En efecto, 3 ¢ e(ordX)"tanueery yr z-Vi#j(yrix-
yr iz) - M h#j xr}, zéxrhz(2)
-para tal 1", se tiene que X f(r') z, pues x f(r )y —yaquej. D(x,y) -
X rJ y - V i#j,yr} x—; yf(r')z —yaque fsatisfacea (P)y Vh,.-

1. Como ha de verse en 10., cuando f satisface a (I), en estas definiciones basta que
3 1€ (ord X)M para el cual se verifiquen las implicaciones.
. 2. Por ejemplo, ° podria definirse como sigue 5 = luy , wy: h<k] donde X ha sic
do enumerado de manera que uf =X ur= =3,y paraiFj, r'y:

a\[ @, »: uex\[y]])U (yv) vGX]. %
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y E‘h z-.y f(r’) es transitiva por ser un orden; ahora bien, como V h
€ N x th z € x r'y z. entonces C ([x, z], f(r))=C ([x, z], f(r")) -
pues f satisface a (1) . de donde C ( Ix, 7). f(ry )= [x] ~ ya que
x (') z -, lo cual eqmvale a que x f(r) z.

b)j. D (z, y). pues: dado r € (ord X) tal que z rj y, entonces Ire
Lord Xy ((z rj x . x r] y). (MiFjz rl yrlx))pmrl
zonessimilaresa lasexpuestasena). Asix £ (r') y, puesj.D (x, y).
Ademas, z f(r } X, pues f satisface a (P). Luego,z f(r )v, lo cual en-
trana que 7 f(r) y, puesto que f satisface a (l) (ver a)). Asi, j.D(zy).

c) i-D(y, z) - i.D (y. x), pues i.D (x. z)=j. D (y, z) como puede com-
probarse intercambiando papeles y y z en la implicacion ya probada
i.D(x. y) =j. D(z, y): ademds intercambiando (X. y. z) con (y. 7, X)
en la implicacion de a): j.D(x, y) =*j. D (x. z), se obtiene: j. D(y.z)=
j. D(y. x). Por lo tanto, j.D(x.y) =>]. D(x. z2)=j.D (x. 2)=j. D(y.7)=
i-Dly, z)=]. D(y. X).

d)j. [z, X) . j. D(x, y), pues, de un lado, intercambiando papeles entre
Xpyen: R ) )

j. D(x, y) = ). D(x. 2), i.D(x, y)=i.D(z, y)vi D(x, y) =D (v, x),
todas ya obtenidas en a), b) y ¢), respectivamente, se obtiene:

Dy, x) =D, 2) . i.D(@x).D(xy))

Ademais, como j. D(x, y) =>j.i) (y. x) =j. D(y. x), se concluye d).
Con a),..., d) se ha probado que j es decisorio para cualquier alterna-
tiva en [x, y, z] es decir que j es un dictador sobre cualquier trio de
elementos de X que contenga a [x, y]

Ahora ha de probarse que j es, igualmente, un dictador sobre todo X.
Scan u, v elementos cualesquiera de X. Entonces, si [u, v] =[x, y], ya
se probé en 10 que j. D(x, y) Siu=x-v# y, entonces tomar el trio
(x, y, v) para el cual ya se vio que j.D (u, V)~ j. D, u)

Finalmente, si [u, v] N [x, y] = ¢, entonces, con (x, y, u), se tiene que
j- D(x u), de donde j.D(x, u); con (x, u, v), j. D (u, v) . ]D(v u), puesto
que j.D(x, u), como se ha mostrado en 1°.

Lema 2: Si f es una funcion de bienestar social que satisface a la indepen-
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dencia de alternativas irrelevantes y existe un estado de preferencias
individuales r tal que, para cierto subconjunto V de individuos, y para
cierto par de opcionesw, v, se tiene que ¥ jeVwrjv. VieVEvrw;
wf(r) v;entonces V es casi decisorio para w contra v,

Demostracion. Sea r' € (ord X)1 tal que Vje Vw_rj v VieVvly f’iw;

.sea S: = [w, v] Entonces se ve inmediatamente que r y r’ coinciden en
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S. es decir que V (x. y) €S, Vi € Np, x 1y @ x r}y. Porlo tanto, y pues-
© to que f satisface a (1), ha de seguirse que C ([w, v], f(r) ) = C ([w, v].
f(r) ) = [z]. ya que w f(¥) v. Luego w () v Asi, se ve que V. D(w v)i .

6 . Demostracion del teorema de Arrow

- -Gracias al lema de 5, basta probar que si f satisface a (P) y a (1), enton-
ces 3je N, 3 (x, y)eXZJ D(x.y)

-Si no fuera cierta tal consecuencia, entonces V (X, y) eX?*3AVCIN,
tal que V. D(x,y), pues, por ejemplo el mismo IN,, puede hacer el papel de tal
V, gracias a que f satisface a (P). Luego, ¥(x, y) € X23V CIN,, tal que V. D
(x, y). Del (W C IN, | 3(x, y) € X> W. D(x, y) ] tomar un elemento V de
minima cardinalidad (esto es posible pues las cardinalidades de tales elemen-
. tos estdn inferiormente acotadas por 0). Asi, por definicion.

305, y) €X? V.D(X, y).

Sicard V = 1. entonces se tiene Ia consecuencia perseguida. Pero si
card V> 1, entoncessea V, CV tal que card V; = 1 definanse V; := V\V,
-y V3= IN\ V. Sea run estado de preferencias individuales tal que:

SN VieVyxRY -y e,
) VjeVazhx . Xijy,
3)VkeVyyrgz- 2 X,

Entonces, x f(r) y. pues V =V, UV, V.D(x,y)
Ademas, no z {(r) y 'pues si lo fuera, se tendria V,. D(z, y), ya que gra-
.cm a que f satisface a (1), para que V,. D(z, y) basta que la implicacion de la
definicion de ser decisorio se cumpla para un r cualquiera (Ver Lema 2). -
Ahora bien, que V,. D(z. y) contradiria el que V tenga minima cardinalidad
entre los subconjuntos de INn que son casi decisorios para pares en X. De que
no 7 t(r) y s¢ deduce que vy f(r) z. Ahora,de (x f(r) y .y f(r) z) se sigue,obvia-
mente, quc X f(r) z. Esto muestra que el Gnico elemento de V es casi deciso-
“rio para X contrd z, nuevamente gracias a que f satisface a (I): Clertamcnte
estn contradice la suposicion segiin la cual no habia mngun; tal que j fuesc casi
'deusorm para cierto par de elementos de X. -
- La intencion de este trabajo, mencionada en la introduccién, de hacer
miés clara la demostracxon del teorema de imposibilidad de Arrow, es la que
me ha llevado a presentar el lema 2, sin el cual resulta dificil entender por qué
para que un subconjunto de individuos sea casi decisorio para una opcion res-
pecto a otra, basta con que exista un estado de preferencias individuales que

123



R. Garcia-Cobidn

satisfaga a la condicion de Ia definicidn: esto, que en general no es cierto, sc
debe, en el contexto del teorema de Arrow, a que se ha asumido que la fun.
cion de bienestar social satisface a la independencia de alternativas irrele-
vantes. R , :
Esencialmente es en dicho lema que radica la modesta contribucion que
este trabajo pueda hacer al proposito de comprender cabalmente cudles son
las razones profundas y de cardcter social que subyacen bajo la inevitable ma-
raiia simbolica de la demostracion del teorema de Arrow.
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