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RESUMEN

Este ensayo plantea que, cuando un docente de primaria posee una comprensién
instrumental del contenido matemadtico, recurre a artificios para ensefiar; es decir,
utiliza procedimientos mecdnicos para resolver problemas u operaciones matemd-
ticas, simplificando los conceptos involucrados en la resolucién. Sobre la base del
marco del conocimiento matemdtico para la ensefianza propuesto por Ball et al.
(2008) y el conocimiento de los temas (KoT) propuesto por Carrillo-Yanez et al.
(2018), se describen los dominios de conocimientos implicados en la ensefianza
de las matemdticas, en particular el conocimiento especializado del contenido
matemdtico. Este no solo permite resolver un problema o realizar una operacién
correctamente, sino que implica comprender a profundidad las nociones mate-
mdticas que subyacen y las conexiones entre estas. A través del andlisis de algunos
artificios, las autoras buscan promover la reflexién sobre la importancia del cono-
cimiento especializado del contenido matemdtico en la formacién docente.
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Reflections on the use of arbitrary procedures and the specialized mathema-
tical content knowledge of elementary school teachers

ABSTRACT
This essay suggests that when an elementary school teacher has an instrumental
understanding of the mathematical content, they rely on arbitrary procedures or
“shortcuts” to teach. In other words, they resort to mechanical steps to solve pro-
blems or operations, often oversimplifying the underlying concepts. Based on the
Mathematical Knowledge for Teaching framework proposed by Ball et al. (2008)
and the Knowledge of Topics (KoT) proposed by Carrillo-Yafiez et al. (2018),
this essay delves into the domains of knowledge involved in teaching mathema-
tics, emphasizing the specialized content knowledge domain. This domain goes
beyond merely solving problems or executing operations accurately; it implies
a profound comprehension of the underlying mathematical concepts and their
interconnectedness. Through the analysis of some “shortcuts” used by elementary
school teachers, the authors seek to promote reflections on the importance of
specialized content knowledge in teacher education.

Keywords: Primary teacher education, Mathematics Education, Primary
Education, Knowledge of Topics

Reflexdes sobre o uso de artificios e o conhecimento especializado em mate-
mitica de professores do ensino fundamental

Resumo
Este artigo argumenta que, quando um professor do ensino fundamental possui
uma compreensio instrumental do contetido matemdtico, ele recorre a artificios
para ensinar, ou seja, utiliza procedimentos mecnicos para resolver problemas ou
operagoes matemdticas, simplificando excessivamente os conceitos envolvidos na
resolugio. Com base no modelo do Conhecimento Matemdtico para o Ensino
proposto por Ball et al. (2008) ¢ no Conhecimento de Tépicos (KoT) proposto
por Carrillo-Yafez et al. (2018), sio descritos os dominios de conhecimento
envolvidos no ensino de matemdtica, em particular o conhecimento especializado
do contetido matemdtico. Esse conhecimento nio apenas permite resolver um
problema ou realizar uma operagio corretamente, mas também implica uma com-
preensio profunda das no¢oes matemdticas subjacentes e das conexoes entre elas.
Por meio da andlise de alguns artificios, as autoras buscam promover a reflexio
sobre a importincia do conhecimento especializado do contedido matemdtico na
formacao de professores.

Palavras-chave: Formacio de professores do ensino fundamental, ensino de
matemadtica, ensino fundamental, conhecimento dos temas
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1. INTRODUCCION

“...one important contribution we can make toward social
justice is to ensure that every student has a teacher who comes
to the classroom equipped with the mathematical knowledge

needed for teaching” (Ball et al., 2005, p. 44)

“Cualquiera puede ensefar en primaria” o “si eres docente de matemdticas en
primaria, solo necesitas saber las operaciones bdsicas” son solo algunas de las
creencias acerca del conocimiento que deben tener los docentes de matemadti-
cas del nivel primaria. Sin embargo, ninguno de esos comentarios realmente
captura el quehacer de un docente de este nivel; por el contrario, representan
un conjunto de mitos que la sociedad tiene respecto de esta profesion.

En el Perd, una de las carreras con mayor oferta profesional es la de educa-
cién primaria. Poco mds del 40 % de los docentes de Educacién Bésica Regular
(EBR) pertenecen a este nivel [Instituto Nacional de Estadistica e Informdtica
(INEI), 2021]. Las fuentes de formacién de estos docentes son diversas: ins-
titutos pedagdgicos, escuelas normales, facultades y universidades de educa-
cién. Debido a la falta de una politica nacional de educacidn, los centros de
formacién docente han proliferado, sin necesariamente asegurar la calidad del
servicio que brindan (Guevara & Meregildo, 2022). Ciertamente, el reto de
garantizar la calidad de la formacién docente no es exclusivo del Pert.

Tanto aqui como en otros paises, la formacién de los docentes de pri-
maria se caracteriza por tener un enfoque general, que no brinda herramientas
suficientes para la especializacién en, al menos, una de las dreas curricu-
lares. Aun cuando se espera que los docentes de educacién primaria posean
el mismo nivel de conocimiento de lengua, matemdticas, ciencias y estudios
sociales (Stylianides & Hino, 2017), los programas de formacién ofrecen
oportunidades limitadas para aprender a través de experiencias que faciliten
la comprensién conceptual de dichas dreas. Cuando la formacién docente se
disefia bajo los supuestos de que la ensefianza solo consiste en un conjunto
de mérodos generales, o que un buen maestro puede ensefar cualquier 4rea
curricular (Bransford et al., 2000), la calidad del proceso de aprendizaje puede
verse afectada.

La formacién docente vinculada con el conocimiento matemdtico para
ensenar ha sido de interés de diversos estudios [Ball, 1988, Ball et al., 2005;

' Traduccién propia: [...Juna contribucién importante que podemos hacer hacia la justicia social es

asegurar que cada estudiante tenga un maestro que venga al salon de clases equipado con los conoci-
mientos matemdticos necesarios para la ensefianza (Ball et al., 2005, p. 44)
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Carrillo-Yafez et al., 2018; Li & Kaiser, 2011; Ma, 1999/2010; Stylianides,
2016]. Al comparar el conocimiento matemdtico de docentes de primaria
de China y de Estados Unidos, Ma (1999/2010) encontré que los docentes
chinos, quienes se habfan especializado en matemdticas, posefan un mayor
nivel de comprensién de los conceptos matemdticos que sus contrapartes esta-
dounidenses, cuya formacién habia sido mds bien generalista y que ensefiaban
todas las dreas.

En el Pert, como en otros paises, la formacién inicial de futuros docentes
de educacién primaria incluye cursos de matemdticas. Sin embargo, estos
no siempre estdn alineados con lo que un docente requiere para ensefar.
Por ejemplo, en Espana, una problemdtica importante radica en la desco-
nexién entre la formacién inicial de los profesores y la realidad docente en
los centros de ensefianza infantil y primaria, lo que ha impulsado la nece-
sidad de promover politicas de inversién (Diez et al., 2018). Por otro lado,
en Costa Rica, Alpizar y Alfaro (2020) encuestaron a un grupo de docentes
para conocer sus percepciones sobre la preparacién matemdtica recibida en su
formacién universitaria. Los docentes consideraron que su formacién no los
habia preparado adecuadamente para los desafios actuales, debido a la anti-
giiedad de los planes de estudio y a la falta de un enfoque que priorizara cono-
cimientos esenciales para la enseflanza de matemadticas en primaria. Es decir,
los cursos de matemidticas que llevaron estos docentes estuvieron alejados del
quehacer cotidiano de las aulas. En el Pert, los cursos generales de matema-
ticas se imparten en los primeros ciclos de la formacién docente [Ministerio
de Educacién (Minedu), 2019]. Sin embargo, el contenido de estos cursos
suele enfocarse en temas abstractos y es el mismo para todos los estudiantes de
educacién de distintos niveles y especialidades, sin diferenciar las matemdticas
que necesita comprender un docente para ensefiar esta drea en primaria.

Considerando lo expuesto, las autoras de este ensayo se preguntan qué
necesita saber un docente de primaria para favorecer el desarrollo de las capa-
cidades matemdticas de los estudiantes. ;Es suficiente saber las operaciones
bdsicas? Si una persona sabe resolver problemas con fracciones, ;tiene el
conocimiento suficiente para ensefiar a un estudiante a resolver problemas
con fracciones? Es posible encontrar algunas respuestas en el trabajo de Ball
(1988), Ball et al. (2005), y Ball et al. (2008), quienes abordan el conoci-
miento matemdtico para ensefiar. Su trabajo enfatiza que el conocimiento de
las matemdticas de los docentes es fundamental para utilizar apropiadamente
los materiales diddcticos, evaluar el progreso de los estudiantes y emitir juicios
s6lidos sobre la progresién del aprendizaje (Ball et al., 2005). Este conoci-
miento implica un tipo de profundidad y detalle que va mds alld de saber
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realizar correctamente una operacién. Asimismo, el trabajo de Carrillo-Yanez
etal. (2018), basado en los estudios de Ball, se enfoca en la naturaleza especia-
lizada del contenido matemdtico requerido para ensefiar. Ellos proponen una
categorfa llamada conocimiento de los temas (KoT, por sus siglas en inglés),
que describe lo que un docente de matemadticas sabe y de qué formas lo sabe,
resaltando asi la importancia de comprender a profundidad los conocimientos
matemadticos para atender las necesidades en el aula de clases.

Sin embargo, la practica pedagdgica de los docentes que ensefian matem4-
ticas suele basarse en procedimientos o pseudoexplicaciones (Ma, 1999/2010)
que en este ensayo se llaman “artificios”. Estos denotan un dominio super-
ficial de las matemdticas, lejano al conocimiento que se considera necesario
para ensenar.

Asi, a partir del andlisis de artificios usados por profesores al ensefiar mate-
mdticas en primaria, este ensayo busca promover la reflexién acerca de la
importancia del conocimiento especializado del contenido matemadtico en la
préctica pedagdgica.

2. DESARROLLO

De acuerdo con Ball (1988), ain se cree que si el contenido de las mate-
madticas escolares es sencillo y comtiinmente entendido, entonces los futuros
docentes no necesitan volver a aprender el curriculo de primaria y secundaria.
Sin embargo, para Ball, el tipo de conocimiento matemdtico que requieren
los docentes de primaria para ensefar es especial y distinto al conocimiento
matemdtico que otras profesiones necesitan. El maestro no solo necesita com-
prender que algo es asi; el maestro debe comprender por qué es asi (Shulman,
1986). Por ejemplo, si un docente busca que sus estudiantes resuelvan proble-
mas con fracciones, no es suficiente que sepa resolver correctamente proble-
mas con fracciones. Necesita comprender aspectos como los distintos modelos
para representar fracciones (drea, medida y conjunto); los distintos significados
de fraccién (parte-todo, cociente, razén, medida y operador); la importancia
del lenguaje para expresar la fraccién como “un cuarto” en vez de “uno sobre
cuatro’; o que la fraccién por si misma no describe el tamafo de la unidad.
Diversos estudios abordan el impacto que tiene el conocimiento matema-
tico del docente en el rendimiento de los estudiantes. En un estudio realizado
con 115 docentes de educacion primaria, Hill et al. (2005) encontraron que el
conocimiento matemdtico del docente predice el avance en el rendimiento, en
este caso, de estudiantes de primer y tercer grado. Por su parte, Rockoff et al.
(2008) aplicaron una encuesta a docentes noveles para recoger informacién
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sobre predictores de efectividad y encontraron que el conocimiento del con-
tenido especifico es uno de ellos. En otro estudio, Campbell et al. (2014)
concluyeron que existe una relacién significativa entre el conocimiento del
contenido matemdtico de los docentes de los dltimos grados de primaria y el
rendimiento matemdtico de sus estudiantes.

Para comprender el conocimiento matemdtico especializado de los
docentes, en este ensayo se hace referencia al marco del conocimiento mate-
mitico para la ensenanza (MKT, por sus siglas en inglés), propuesto por Ball
et al. (2008). Este marco establece distinciones entre los diferentes tipos de
conocimientos necesarios para que un docente ensefie matemdticas de manera
efectiva. Ademds, se hace uso del marco del conocimiento especializado del
docente de matemdticas (MTSK, por sus siglas en inglés) propuesto por
Carrillo-Yanez et al. (2018). Dentro de esta propuesta, destaca la categoria de
KoT porque se centra en la comprensién profunda del contenido matemitico,
incluyendo definiciones, procedimientos y representaciones, asi como sus sig-
nificados. En este ensayo, esta categoria se utiliza para ilustrar los diferentes
conocimientos necesarios para ensefiar matemdticas, los cuales van mucho
mds alld de usar artificios.

2.1. Conocimientos profesionales de los docentes

2.1.1. Conocimientos especializados del docente de matemdticas

Uno de los esfuerzos mds destacados para entender el conocimiento profesio-
nal de los docentes es el estudio realizado por Shulman (1986), que destacé
tres categorias de conocimiento: el conocimiento del contenido, el conoci-
miento pedagdgico del contenido y el conocimiento curricular. Shulman fue
pionero en reconocer que existe un conocimiento exclusivo para la ensefianza,
pues incluye las formas mds utiles de representacion de una materia, las ana-
logfas, ilustraciones, ejemplos, explicaciones y demostraciones mds poderosas,
que permitan hacer comprensible dicha materia a los demds (Shulman, 1986).
Este conocimiento le permite al docente convertir sus comprensiones sobre
algtn tema en diversas estrategias que faciliten la ensenanza. Ello favorece que
los estudiantes logren los aprendizajes esperados.

Por su parte, Ball y sus colegas de la Universidad de Michigan, inspirados
por Shulman, desarrollaron el marco del MKT que se fundamenta en la
premisa de que la ensefianza de las matemdticas requiere un conocimiento
especifico. Este conocimiento se estructura en dos grandes dominios: conoci-
miento del contenido matemdtico y conocimiento pedagdgico del contenido
matemdtico, alineados con la propuesta de Shulman. En el primer dominio,

Educacion XXXIII (65), septiembre 2024 / e-ISSN 2304-4322



Reflexiones sobre el uso de artificios y el conocimiento especializado del contenido...

el conocimiento del contenido matemadtico se divide en tres subdominios: el
conocimiento comun del contenido, que implica la matemdtica bdsica cono-
cida por docentes y no docentes, como la multiplicacién de ndmeros de dos
cifras; el conocimiento especializado del contenido, que es especifico para la
ensenanza, como explicar por qué la multiplicacién por diez implica anadir un
cero, necesario para responder a preguntas conceptuales, relacionar represen-
taciones o evaluar respuestas de estudiantes; y el conocimiento del horizonte
del contenido, que se refiere al entendimiento de cémo las ideas matema-
ticas estdn interconectadas y su desarrollo a lo largo del tiempo, como la rela-
cién entre el valor posicional y los algoritmos de operaciones, o qué métodos
de multiplicacién se pueden extender mds alld del conjunto de los nimeros
enteros (Bowie et al., 2019). En el segundo dominio, se propone una subdi-
visién del conocimiento que incluye la relacién entre contenido y estudiantes,
contenido y ensefianza, y contenido y curriculo, facilitando la organizacién de
los conocimientos docentes necesarios para la educacién matemdtica.

Carrillo-Yanez et al. (2018) proponen contribuciones al modelo de Ball
et al. (2008), ya que encuentran dificultades al diferenciar el conocimiento
comun y el conocimiento especializado. En este nuevo modelo, se profundiza
en la especializacién del conocimiento del docente de matemadticas, a partir
de una categorizacién desde las matemdticas mismas. Desde esta propuesta,
se plantean tres dominios. El primer dominio consiste en el conocimiento
matemdtico, que estd dividido en el KoT, conocimiento de la estructura de la
matemdtica y conocimiento de la prdctica matemdtica. El segundo dominio
que es el conocimiento didéctico del contenido incluye el conocimiento de la
ensefanza de las matemdticas, el conocimiento de las caracteristicas del apren-
dizaje de las matemdticas y el conocimiento de los estdndares de aprendizaje
de las matemdticas. El tercer dominio consiste en las creencias, y se subdivide
en creencias sobre las matemdticas y creencias sobre la ensefianza y el apren-
dizaje de las matemdticas. Uno de los principales elementos de esta propuesta
es el énfasis del conocimiento especializado que un docente de matemdticas
necesita conocer para poder ensenar. En particular, se describird en detalle
uno de los subdominios, el KoT, que permitird caracterizar los diversos cono-
cimientos que estdn detrds del uso de artificios.

2.1.1.1. Conocimiento de los Temas (KoT)

Este subdominio implica el conocimiento amplio del contenido matemdtico
y combina el conocimiento que se espera que los estudiantes aprendan, pero
con una comprensién mds profunda, y quizds mds formal y rigurosa (Carrillo-
Yanez et al., 2018). Dentro de este subdominio, se describen categorias de
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conocimiento como las definiciones, propiedades y fundamentos, que se
refieren al conocimiento del conjunto de propiedades que hacen definible a
un concepto (Lifidn et al., 2016); los procedimientos, que refieren al conoci-
miento sobre como se hace (¢j. los algoritmos), cudndo se hace (las condicio-
nes suficientes para aplicar los algoritmos) y por qué se hace (los principios
detrds de los algoritmos); los registros de representaciones, que se refieren al
conocimiento sobre las diferentes formas en las que usualmente se representa
un concepto matemdtico como, por ejemplo, los registros concretos, grafi-
cos, verbales, simbdlicos, etc.; y la fenomenologia y aplicaciones, que refiere
al conocimiento sobre los diferentes contextos asociados con los conceptos
matematicos.

El conocimiento especializado del contenido matemdtico que tiene un
docente de educacién primaria le permitird responder preguntas como ;qué
relacién existe entre el algoritmo de la sustraccién y el sistema de numeracién
decimal? ;Por qué se dejan espacios en blanco al usar el algoritmo de la mul-
tiplicacién? ;Por qué el mérodo del “aspa” funciona al comparar fracciones?
;Por qué, al dividir dos fracciones, la segunda fraccién se “voltea” y luego se
multiplica?, entre otras.

La formacién docente, sin embargo, no siempre atiende esta necesidad de
comprensién mds profunda de las matemdticas que se requiere para ensefar.
Un docente que no estd realmente equipado para ensefiar matemdticas puede
restringir su préctica a la exposicién, a la memorizacién de algoritmos, al uso
de representaciones simbdlicas sin conexiones con otras representaciones, o al
uso de trucos o artificios que funcionan, aunque no pueda explicar el porqué.

2.2. Anilisis de artificios usados al ensenar matematicas

En este ensayo, un artificio es un procedimiento centrado en llegar al resultado
sin la comprensién de las matemadticas involucradas, simplificando los concep-
tos involucrados en su resolucién o aplicindolos de manera aislada. Resolver
operaciones usando artificios implicarfa una comprensién instrumental que
Skemp (2006) describe como una comprensién limitada de las matemdticas,
focalizada en seguir procedimientos sin un entendimiento profundo de los
conceptos subyacentes. Por el contrario, para Skemp, una comprension rela-
cional implica la capacidad de argumentar por qué se debe hacer algo. Por ello,
un docente que solo usa artificios, sin saber explicar por qué estos funcionan y
qué conexiones con conceptos matemdticos se establecen, tendrd pocos recur-
sos para promover aprendizajes.
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La revisién bibliogréfica hecha por las autoras indic6 que ciertos artificios
son habitualmente utilizados por los educadores. Ma (1999/2010), al analizar
el conocimiento especializado de los docentes para ensefiar distintos temas
matemdticos en el nivel primario, como la sustraccién de ntimeros de dos
cifras, encontré que predominaba la tendencia a emplear la pseudoexplicacién
conocida como “préstamo del vecino”. Esta prictica se prefirié sobre métodos
mds conceptuales, tales como la descomposicidn de unidades de orden supe-
rior. Igualmente, al investigar el conocimiento de los docentes sobre la mul-
tiplicacién de ndmeros de varias cifras, se encontré que optaban por la regla
de “desplazamiento de cifras” en vez de profundizar en los conceptos de valor
posicional que fundamentan el algoritmo. Este hallazgo motivé la exploracién
de los artificios 1 y 2 en este ensayo. Por otro lado, los estudios de Roy et al.
(2022) sobre la comparacién de fracciones mostraron una predileccién por la
técnica de la “multiplicacién cruzada’, lo que condujo el andlisis del artificio
3. Finalmente, la investigacién de Mérquez (2013) sobre el conocimiento pro-
fesional de los educadores en torno a la divisién de fracciones revelé que la
mayoria de los participantes tenia dificultades para justificar el método conven-
cional de “invertir y multiplicar”, un procedimiento ampliamente utilizado.
Este resultado promovié el andlisis del artificio 4. Ademds, desde su experiencia
como acompafantes pedagégicas, las autoras de este ensayo han identificado el
uso recurrente de estos artificios por parte de docentes de primaria.

A continuacién, se analiza cada artificio, profundizando en las ideas mate-
mdticas que subyacen y se exploran las limitaciones de estos para el aprendizaje.

2.2.1. Artificio 1: “Para restar, hay que pedirle prestado al vecino”

Los algoritmos de la adicién y sustraccién requieren una comprensién pro-
funda del valor posicional de los niimeros, y las distintas formas de componer-
los y descomponerlos. Para Van de Walle et al. (2019), los términos “llevar” y
“prestar” son obsoletos y conceptualmente engafiosos. Un término preferible
para usar es canje. Por ejemplo, diez unidades se canjean por una decena, o
una centena se canjea por diez decenas. Sin embargo, los algoritmos de la
adicién y sustraccién se suelen abordar con procedimientos que contienen
errores conceptuales.

Los docentes con una comprensién instrumental del algoritmo de la sus-
traccién pueden describir muy bien los pasos, pero no logran explicar por qué
se realizan. Al discutir con algunos docentes sobre cémo abordar sustracciones
como 21 -9, Ma (1999/2010) encontré que estos se enfocaban en el procedi-
miento de cdlculo. Por ejemplo, una docente explicd:
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Los estudiantes necesitardn saber que no se puede sustraer 9 de 1, por ende,
tienes que pedir prestado un 10 al espacio de las decenas y, cuando tomas
prestado ese 1, equivale a 10. Tarjas el 2 que tenfas y se convierte en 10 asi
que ahora tienes 11 - 9, haces ese problema de sustraccién, te queda el 1y lo
bajas. (p. 12)

Esta docente describe un procedimiento, pero no evidencia comprensién
de las nociones matemdticas que subyacen a este. Ella usa expresiones como
“pedir prestado”, “tarjar y se convierte en 10” o “te queda el 1 y lo bajas”.
Sin embargo, la operacién 21 - 9 involucra nociones claves para comprender
el sentido del algoritmo, como la composicién y descomposicion de la decena
como una unidad de mayor valor, que no estdn presentes en su explicacion.

Al abordar la sustraccién, por ejemplo, 63 - 29, pueden surgir errores con-
ceptuales. Uno comun es afirmar erréneamente que “no se puede restar un
ndmero mayor a un nimero menor y, por ello, se debe pedir prestado a la
casa de las decenas”. Esta explicacién es incorrecta porque, en el conjunto de
los ntimeros enteros, si es posible realizar tales restas (por ejemplo, 3 - 9 = -6).
Ademis, la expresion “la casa de las decenas” no se usa para reflejar el valor
posicional de las cifras del ndmero. Se emplea para nombrar la columna de la
decena y diferenciarla de la de las unidades, como si fueran simples etiquetas,
tal como se observa en el paso 1 de la Figura 1.

Figura 1. Artificio de “préstamo del vecino” al restar

—
<
Casa de Casa de -
las las
decenas unidades QZD
N

U DU

D
63 6
29 2

"El tres no tiene

suficiente para restarle
nueve, entonces pide
prestado a su vecino, el

ndamero seis".

O (W
|

La idea de que, para resolver la operacién, 63 - 29 “el tres no tiene sufi-
ciente para restarle nueve, entonces pide prestado a su vecino el niimero seis”,
como se observa en el paso dos de la Figura 1, contiene dos errores concep-
tuales. El primero es considerar que las cifras del nimero 63 son dos niimeros
aislados, en lugar de dos partes de un mismo nimero. Por otro lado, la idea
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de “préstamo” sugiere que el valor del nimero cambia. Sin embargo, en el
ejemplo, es el mismo niimero 63 que se reagrupa o descompone en 5 decenas
y 13 unidades.

2.2.1.1. ;Qué significa realmente el artificio “para restar, hay que pedirle
prestado al vecino™?

Un docente con limitado conocimiento especializado de la resta con reagru-
pacién se restringe a usar explicaciones arbitrarias como “pedir prestado del
vecino” sin ningin fundamento matemdtico. Tampoco evidencia conexiones
entre los conceptos. Por el contrario, un docente con un sélido conocimiento
especializado del contenido sustenta sus explicaciones con argumentos mate-
mdticos. Este docente reconoce que el algoritmo de la sustraccién implica des-
composicién y composicién. El uso de la descomposicién implica comprender
la tasa de composicién de una unidad mayor o de orden superior como, por
ejemplo, que la decena es una unidad de orden superior a las unidades. El pro-
cedimiento de “tarjar el seis y llevar el uno” en realidad es una simplificacién
del proceso de descomposicién del nimero 63, como se muestra en la Figura 2.

Figura 2. Uso de la descomposicion de niimeros para resolver la sustraccion

51
63 =63 —50+13
— 29 = 29— 20+9

34

Es el conocimiento de la descomposicién lo que realmente permite
explicar el sentido del algoritmo, y lo que faculta al docente a explorar estrate-
gias diversas y flexibles, como la que se muestra en la Figura 3.

Figura 3. Estrategias flexibles usando la descomposicion de niimeros

50 13
20 — 9
30 4 = 30+4=34

La comprensién relacional de la sustraccién de ntimeros de dos cifras
implica una serie de conocimientos que pueden ser descritos desde la categoria
KoT. La Tabla 1 presenta algunos de dichos conocimientos. 223
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Tabla 1. Ko7 en relacion con el algoritmo de la sustraccion con niimeros de dos cifras

Categoria Conocimientos del docente

Comprender la definicién de sustraccién.

Comprender la definicion del sistema de numeracién decimal y el
valor de posicion.

Definiciones,
propiedades y sus Comprender las relaciones de unidad de orden superior.
fundamentos
Comprender los principios del sistema de numeracién (principio
aditivo y principio multiplicativo).
Comprender la propiedad conmutativa.
Saber cémo componer y descomponer niimeros de dos cifras, a partir
de la comprensién de unidades de mayor valor.
Procedimient Saber cémo intercambiar una decena por diez unidades manteniendo
rocedimientos .
el valor equivalente.
Saber usar la unidad de orden superior y la multiplicacién (e.g. sesenta
y tres es igual a seis veces diez y tres mds).
Registros de Representar en forma concreta, grfica y simbdlica la descomposicién
representacion de niimeros con grupos de diez al realizar una sustraccion.

Fenomenologiay  Usar los contextos de “separar”, “quitar” y “comparar” para representar
aplicaciones la sustraccion.

Asi, algo que parece directo y sencillo, como la resta con ntimeros natu-
rales, en realidad no lo es. “Cuando se compone de paquetes de conocimientos
bien desarrollados e interconectados, el conocimiento matemdtico forma una
red sélidamente sustentada por la estructura del tema” (Ma, 1999/2010,
p. 146). El conocimiento especializado del contenido matemdtico le permite
al docente contar con mayores herramientas para acompafar formativamente
a los estudiantes en la construccién de nociones matemadticas.

2.2.2. Artificio 2: ‘Al multiplicar dos niimeros de dos cifras o mds, se deben
correr espacios”

Una forma comtn de resolver una multiplicacién con nimeros de dos o mds
cifras, por ejemplo 135 x 64 consiste en multiplicar primero la cifra de las
unidades del multiplicador (4) y correr un espacio cuando se multiplique
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la segunda cifra (6), tal como se muestra en la Figura 4. Si bien esta serie de
pasos lleva a obtener la respuesta correcta, spor qué se debe correr un espacio?
Y si fueran tres cifras, jse dejarfan dos o tres espacios? ;De qué depende el
numero de espacios que se deben correr?

Figura 4. Algoritmo tradicional de la multiplicacion

135 %
64
135x64 = ? 540 +
810
8640

Ma (1999/2010) investigd cémo los docentes abordaban los errores de los
estudiantes al multiplicar niimeros de varias cifras, en particular, el “no correr
un espacio”. Algunos docentes afirmaron que, en esos casos, aconsejaban a los
estudiantes usar “marcadores” como asteriscos (caso 1 en la Figura 5). Otros
mencionaron que apelaban a dibujos, como manzanas o naranjas (caso 2 en la
Figura 5), para que los estudiantes “no olviden” dejar el espacio. Finalmente,
algunos docentes consideraron que “colocar un cero en vez del espacio” no
tendria mayor relevancia, ya que “el cero no tiene valor”. La investigacién de
Ma evidencié la ausencia de conocimiento especializado del contenido mate-
mdtico por parte de estos docentes, pues ningiin argumento evidenciaba la
comprensién de por qué era necesario correr un espacio.

Figura 5. Uso de marcadores de posicion en una multiplicacion

Caso 1 Caso 2
215 x 215 x
134 134
860 + 860 +
645 * | 645©
215% % | 2150@©
28810 | 28810

Si un docente utiliza el artificio de “dejar espacio” al abordar la multi-
plicacién de varias cifras, podria generar obstdculos en el aprendizaje de los
estudiantes. Tal enfoque puede limitar la comprensiéon del valor posicional
de los nimeros y su relacién con el sistema de numeracién decimal. El valor 225
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posicional es un concepto clave que ayuda a los estudiantes a entender cémo
cada cifra en un ndmero tiene un valor diferente dependiendo de su posicion.
Sin un entendimiento sélido de este concepto, los estudiantes pueden encon-
trarse simplemente moviendo niimeros y espacios sin comprender la 14gica
detrds de sus procedimientos.

2.2.2.1. ;Qué significa realmente “correr un espacio” al multiplicar?

Maza (1991) menciona que “para lograr una satisfactoria comprensién del
algoritmo es necesario, como minimo, conocer la estructura del sistema de
numeracién decimal, la descomposicién del nimero, y un cierto dominio
de productos bésicos y de las propiedades distributivas” (p. 240). Sin duda,
la comprensién del nimero de forma flexible, es decir, el sentido numérico,
resulta clave para la comprension de las operaciones y sus propiedades.

La propiedad distributiva es la base del algoritmo tradicional para mul-
tiplicar con ndmeros de dos o mids cifras. Se aplica, por ejemplo, cuando se
propone que la muldplicacién 18 x 7 equivale a (10+8) x 7. Al representar
simb¢licamente dicha operacién, se deberfan visualizar dos productos: 7 x 8 =
56y 7 x 10 = 70 (Ramos, 2019). Esta estrategia, conocida como “productos
parciales”, se representa en la Figura 6.

Figura 6. Estrategia de productos parciales

18x7 =10 + 8)x 7
18 x
7
7><8u—>?6—+
7x1d = 70

126

En el caso de una multiplicacién de dos niimeros con varias cifras, la pro-
piedad distributiva se usa al descomponer ambos factores tomando en cuenta
su valor posicional. Por ejemplo, al multiplicar 35 x 46 se entiende “46 veces
357, lo que se puede traducir en (30 + 5) x (40 veces y seis veces) como se
muestra en la Figura 7.
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Figura 7. Conexidn entre la estrategia de productos parciales y el artificio de
“correr un espacio”

35 x
46
6x5— 30+} igx
6x30— 180 —_
10%x5— 200 210+ —6ux3s
0%30—1 200 }ﬁmo — 4dx 35
1610 1610
Productos Parciales Correr un espacio

En este ejemplo, se han alineado los nimeros 35 y 46, se multiplica cada
cifra considerando su valor posicional y se suman los productos parciales
para obtener el resultado final de 1610. Cuando se multiplica la cifra de las
decenas del nimero 46 con el nimero 35, es cuando se corre un espacio. Asi,
se obtiene como resultado 140 decenas o lo que equivale a 1400 unidades.
Debido a que la estrategia de productos parciales es una versién ampliada del
algoritmo tradicional, se puede explicar por qué este tltimo permite obtener
las respuestas correctas a los problemas de multiplicacién.

En la Tabla 2 se presentan algunos ejemplos del conocimiento que per-
miten una comprensién relacional para abordar la multiplicacién de ndmeros
con mds de dos cifras, desde la perspectiva de KoT.

Tabla 2. KoT en relacion con el algoritmo de la multiplicacion de niimeros con

mds de dos cifras

Categoria Conocimientos del docente

Comprender el significado de la multiplicacién.

Definiciones o . - .
iedad ’ Comprender la definicién del sistema numeracién decimal y el valor
propiedades y sus 4 o
e posicién.

fundamentos P

Comprender la propiedad distributiva.

Saber cémo multiplicar nimeros de una cifra.
Procedimient Saber multiplicar con productos parciales, a partir de la comprension

rocedimientos

de cémo componer y descomponer nimeros de dos cifras o mds.

Saber multiplicar por diez y sus multiplos.
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Categoria Conocimientos del docente
Registros de Representar en forma concreta, grafica y simbélica la descomposicion
representacion de niimeros con grupos de diez al realizar una multiplicacién.

Fenomenologia Usar los contextos de “grupos iguales”, “4rea” y “comparacién
y y
aplicaciones multiplicativa” para representar la multiplicacién.

Asi, la comprensién de la multiplicacién de nimeros de varias cifras
implica un conocimiento especializado del contenido que permite al docente
conectar el valor posicional de las cifras de los ndmeros y el alineamiento de
los productos parciales, lo cual es mucho mds que correr espacios.

2.2.3. Artificio 3: “Para comparar fracciones, se multiplican los
numeradores y denominadores en aspa”

Cuando los estudiantes se enfrentan a situaciones en las que deben comparar
fracciones, recurren inmediatamente al artificio del “aspa”. Sin embargo, si los
docentes solamente promueven este artificio en sus aulas, ;cudl es su nivel de
comprensién de las fracciones? ;De qué forma este artificio se conecta con la
nocién de fraccién?

El artificio del “aspa” suele presentarse de la siguiente manera: “Si son frac-
ciones con diferente numerador y denominador, se realiza una multiplicacién
cruzada para identificar cudl es mayor”. Cuando el estudiante aplica el artificio
deja de usar fracciones y, mds bien, compara nimeros naturales, sin saber c6mo
o por qué cambié de campo numérico. Sin embargo, no cuestiona el procedi-
miento, pues obtiene el resultado correcto. En ese sentido, el artificio del “aspa”
también evidencia una simplificacion de los conceptos involucrados en la com-
paracién de fracciones, y lleva al estudiante a aplicar pasos de manera mecdnica.

En la Figura 8, se muestran los pasos usados al implementar el artificio del
“aspa”. En el paso 1, se observa la intencién de homogenizar fracciones multi-
plicando el denominador de la fraccién 3% con el numerador de la fraccién 25
y multiplicando el denominador de la fraccién %5 con el numerador de la frac-
cién %. Sin embargo, estos resultados no se colocan como fracciones, solo se
colocan los numeradores, 8 y 9, tal como se observa en el paso 2. Este paso en
realidad deberia visibilizar las fracciones homogeneizadas, es decir 12 con 212.
Asi, se concluye que si 8 es menor que 9, entonces %5 es menor que %, pero se
deja de lado la comparacién de fracciones en si. Si bien el resultado es correcto,
el proceso por el que el estudiante llega a este no promueve la comprensién de
la fraccién, solo demuestra una comprensién instrumental.
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Figura 8. Artificio del aspa para comparar fracciones

Compara las siguientes fracciones:

2 3
rb oy

4 %9 3 x’i 2 3

— = > 8<9 =< =

3 4 3 4
Paso1 Paso 2 Paso 3

2.2.3.1. ;Qué significa realmente el artificio del “aspa” al comparar
fracciones?

El uso del artificio del aspa para comparar fracciones se ha normalizado en
las aulas. Sin embargo, si este método no aborda conceptualmente la com-
paracién de fracciones, spor qué sigue proporcionando resultados correctos?
En la Figura 9 se muestra la estrategia de encontrar fracciones equivalentes al
comparar dos fracciones. En el paso 1, se busca un denominador comian de
%y % para compararlos; para ello, se amplifica la fraccién %5 multiplicando
el numerador y denominador por cuatro, para asi subdividir los tercios en 12
pedazos iguales; y en el caso de la fraccién %, esta se amplifica multiplicando
el numerador y denominador por tres, para asi subdividir los cuartos en 12
pedazos iguales también. Como resultado, las fracciones a compararse serdn
812 y %12, obteniendo que %12 es mayor que #12. Al simplificar ambas fraccio-
nes se obtiene su forma irreductible: 25 y %. Asi, %5 es menor que %.

Figura 9. Comparacion de fracciones con fracciones equivalentes

Compara las siguientes fracciones:
2 3
31
"Lk 8o 23
1% 3 4X3 12 12 3 4
Paso 1 Paso 2 Paso 3
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Comparar fracciones implica identificar la relacién de mayor, menor o
igual entre dos fracciones. Una representacion visual también podria ayudar
a establecer la comparaciéon de dos fracciones con denominadores diferentes.
Por ejemplo, en la Figura 10 se puede observar una comparacion de fracciones
con el uso de regletas, en donde la primera barra representa la unidad y, a
continuacién, se representan los cuartos y tercios. Al alinear las regletas, se
evidencia que % es mayor que %5.

Figura 10. Comparacion de fracciones con regletas

2 3
3<I

Para abordar eficazmente la ensefianza de la comparacién de fracciones, es
crucial que el docente disponga de una amplia base conceptual que trascienda
recordar procedimientos bdsicos, como el artificio del “aspa”. En la Tabla 3 se
presentan algunos conocimientos involucrados en la comprensién de la com-
paracién de fraccidn, desde la perspectiva de la categoria de KoT.

Tabla 3. KoT en relacion con la comparacion de fracciones

Categoria Conocimientos del docente

Comprender los significados de las fracciones (parte-todo, medida

y reparto).
Definiciones Comprender la definicién de fracciones equivalentes.
)
ropiedades y sus . . , ,
Eungamentosy Comprender los tipos de fracciones: homogéneas y heterogéneas.
omprender los principios de la comparacién de fraccién (e.g. las
C der | del de fi gl
fracciones solo pueden ser comparadas si se especifica la unidad
referente o se asume que esta unidad, en cada caso, es uno).
Procedimient Saber coémo homogenizar fracciones al compararlas, usando la
rocedimientos

nocién de fracciones equivalentes.
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Categoria Conocimientos del docente
Registros de Representar la comparacién de fracciones, en forma concreta,
representacion gréfica y simbdlica.
Fenomenologiay  Usar los contextos de fraccién como parte-todo, medida y reparto
aplicaciones para representar problemas de comparacidn.

2.2.4. Artificio 4: “Al dividir dos fracciones, se voltea la segunda fraccién y
se multiplica”

Un artificio cldsico para dividir dos fracciones reza asi: “Invierte la segunda
fraccién y multiplica”. Pero ;por qué se invierte la fraccién y por qué se multi-
plica? ;En qué situacién de la vida real se usa la divisién de fracciones?

Desde una propuesta centrada en la repeticién de procedimientos y uso de
artificios, la resolucién de la operacién % + % implicaria invertir el divisor y
multiplicar, tal como se muestra en la Figura 11. Este artificio no evidencia el
uso conceptual del inverso multiplicativo ni la relacién entre la divisién y la
multiplicacién.

Figura 11. Artificio para dividir una fraccién por una fraccion

1
(Al invertir —5 se obtiene 3)

S 3.2
47174

2.2.4.1. ;Qué significa realmente el artificio del “invertir y multiplicar” al
dividir fracciones?

Los docentes no se limitan a resolver problemas mientras los estudiantes obser-
van, sino que deben escuchar, examinar el trabajo de los estudiantes, elegir
modelos o ejemplos ttiles. Hacer todo esto requiere conocimientos y com-
prensién matemdtica adicionales (Ball et al., 2005). Nuevamente, es el cono-
cimiento especializado del contenido matemdtico lo que llevard al docente a
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determinar contextos que permitan abordar el significado de la divisién de
fracciones, sin limitarse al uso de artificios. Por ejemplo, podrian usar los con-
textos de divisién como reparto y medida.

En la divisién como reparto, se conoce el niimero de grupos que se van a
formar y se debe determinar el tamafio de cada grupo. Por ejemplo, “tengo %
de pastel, quiero repartirlo entre tres personas y quiero saber cudnto pastel le
corresponde a cada persona”. En cambio, en el contexto de la divisién como
medida, se conoce el tamafio de cada grupo y se quiere saber el ndmero de
grupos posibles de formar. Por ejemplo, “una persona tiene 4 barras de cereal
y quiere saber cudntas porciones de %5 puede obtener”. Ambos contextos per-
miten comprender el sentido de la operacién (Gregg y Gregg, 2007).

Desde el contexto de divisién como medida, la divisién % + ¥ equival-
dria a preguntar cudntos 5 hay en % o cudntos Y5 entran en 3. La Figura
12 muestra este contexto usando barras de fracciones. Como se observa, dos
barras de %5 caben en 3% mds un cuarto de otra barra de %4. De este modo, se
obtiene 2%.

Figura 12. Representacion visual del significado de la operacion 3 + V5 desde el
contexto de medida

1L
.

1 3
;Cudntos — hay en —?
3 4

B o
1  mEN

~=

—=P . Dos barras de y

3
1
L——~__’ e Un cuarto de una barra de e

1
e Entonces, hay 2 T

El artificio para dividir fracciones indica “invertir la segunda fraccién y mul-
g y
tiplicar”. Sin embargo, spor qué la divisién 3% + Y5 se puede resolver como
% x 32 A continuacidn, se explicard el significado de “invertir y multiplicar”
usando el siguiente contexto: “Tengo % de galleta y quiero servir porciones de V5
de galleta, ;cudntas porciones puedo servir?”. Se puede comenzar considerando
a tasa unitaria; es decir, la cantidad de porciones de Y5 que hay en una galleta.
lat t decir, 1 tidad d. de %5 que hay gallet
e una galleta, se puede obtener tres porciones de 15, como se observa en la
D gallet de obt t de V4 b 1
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primera parte de la Figura 13. Entonces, usando la relacién proporcional, si de
una galleta se puede obtener tres porciones de %5 (1 x 3), se puede decir que
de dos galletas se puede obtener seis porciones de %5 (2 x 3), como se ve en la
segunda parte de la Figura 13.

Figura 13. Representacion del uso de la tasa unitaria para encontrar la cantidad
de porciones de V5 en dos galletas

1 galleta Porciones de %

I - ¢ -

De 1 galleta, puedo obtener tres porciones de %

1

Porei de =
2 galletas orciones de <
- m »2x3=6
1
- EE

F B 1
De 2 galletas, puedo obtener seis porciones de

Hasta el momento, se ha usado unidades como una galleta o dos galletas,
pero también se podria usar fracciones. Por ejemplo, “si en una unidad hay
tres porciones de 3, scudntas porciones de Y5 habrd en 3%? En la Figura 14 se
representa el uso de la tasa unitaria para encontrar la cantidad de porciones de
5 en % de galleta. Asi, de % de galleta se obtienen 2 ¥4 porciones de V5.

Figura 14. Representacion del uso de la tasa unitaria para encontrar la cantidad
de porciones de Y5 en % de galleta

i 1
1 galleta Porciones de 5

I | B - s

De 1 galleta, puedo obtener tres porciones de 1
3

% galleta Porciones de %

3 9 1
W 2i3=3=2—
--- ““. reg 4 = 4

De 3 de galleta puedo obtener dos porciones de Ly
4 1 de otra porcién. Es decir, 9 1. 3
1 4
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Otra forma de expresar la relacion mostrada en la figura anterior serfa la
presentada en la Figura 15. Como se observa, si de una galleta se obtiene tres
porciones de Y5, entonces de % de galleta se obtendrdn 2 % porciones de V5.
Para llegar a este resultado, se plantea la operacién % x 3. Esto equivale a decir
que la divisién % + ¥4 se puede resolver con la operacién % x 3.

Figura 15. Uso de la proporcionalidad para encontrar la cantidad de porciones
de V5 en % de galleta

[
w
v}
1]

Entonces,

]
]

alo ~fw
N

1 .
Respuesta: 2 - porciones de %

Partir del significado de la operacién implica un conocimiento mds pro-
fundo y explicito de la divisién de fracciones que aquel que se limita a realizar
un célculo correcto. En la Tabla 4 se presentan algunos conocimientos involu-

crados en la comprension de la divisién de fracciones, desde la perspectiva de
la categoria de KoT.

Tabla 4. KoT en relacién con la division de fracciones

Categoria Conocimientos del docente

Comprender la definicién de fraccién.

Comprender la definicién de multiplicacién y divisién.

Definiciones, Comprender la relacién entre la multiplicacién y la divisién como
propiedades y sus  operaciones inversas.
fundamentos

Comprender la definicién de reciproco o inverso multiplicativo de
un nimero.

Comprender la definicién de razon.
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Categoria Conocimientos del docente

Saber usar la relacién proporcional para resolver la division de

fracciones.
Procedimientos
Saber usar el inverso multiplicativo de un nimero al dividir las
fracciones.
Registros de Representar la divisién de fracciones en forma concreta, graficay
representacion simbdlica.

Fenomenologiay  Usar los contextos de medida y de reparto para representar la
aplicaciones divisién de fracciones.

Asi, saber matemdticas para ensefiar exige un tipo de profundidad y detalle
que trasciende lo que se necesita para ejecutar un algoritmo de manera con-
fiable (Ball et al., 2005).

A través del andlisis de estos artificios y los conocimientos involucrados
desde el marco de referencia de KoT, este ensayo invita a reflexionar sobre la
relevancia del conocimiento especializado del contenido en el quehacer de
la ensefianza. El docente de primaria no necesita saber una serie de trucos o
artificios para ensenar, sino mds bien una comprensién profunda de las mate-
mdticas que lo equipe adecuadamente para promover aprendizajes. La for-
macién inicial docente es una oportunidad para lograr ello, de modo que
los docentes finalicen su formacién con un bagaje tedrico y prictico que les
permita acceder a la practica docente sin recurrir al “ensayo y error” que puede
perjudicar el aprendizaje de los estudiantes de primaria (Blanco y Ruiz, 1995).

Cabe mencionar que los conocimientos involucrados en cada uno de
los temas matemdticos presentados en este ensayo podrian ser extendido en
futuros estudios.

3. CONCLUSIONES

El propésito principal de este ensayo es reflexionar sobre la importancia del
conocimiento especializado del contenido matemdtico del docente. Para ello,
se han analizado artificios utilizados por docentes al ensefiar matemdticas en
el nivel primaria y se han detallado los diversos conocimientos involucrados
desde la perspectiva del KoT con el fin de destacar la importancia del enfoque
conceptual detrds de los temas en contraste con el enfoque superficial de los
artificios. A partir de lo planteado, se presentan las siguientes conclusiones:
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e La presuncién de que las matemdticas en primaria son “bésicas” y
“simples” puede restar importancia al conocimiento especializado del
contenido matemdtico y promover el uso de artificios por parte de los
docentes. Si bien los contenidos del curriculo de primaria parecen senci-
llos, no lo son, pues involucran una comprension relacional de una red
de conocimientos. El uso de artificios, por el contrario, solo demuestra
una comprensién instrumental de dichos contenidos curriculares.

e Un sélido conocimiento especializado del contenido matemdtico les
permitird a los docentes explicar por qué los procedimientos y férmulas
estdndares de las matemdticas de la escuela primaria son vdlidos, por
qué los métodos no estandarizados también pueden ser validos y por
qué otras formas de razonamiento aparentemente plausibles no son
correctas. Una comprension conceptual del KoT les posibilitard a los
docentes usar argumentos matemdticos en lugar de procedimientos
arbitrarios.

* Dara el desarrollo de competencias matemdticas de los estudiantes, es
necesario contar con un profesional docente equipado no solo con estra-
tegias diddcticas, sino con conocimientos especializados. Un docente
con dominio del conocimiento especializado del contenido matem4-
tico puede identificar la conexién entre la operacién de sustraccién y
la descomposicién de los nimeros, en vez de recurrir al artificio del
“préstamo del vecino”. Cuando aborda la multiplicacién de mds de
dos cifras, puede justificar por qué se deja espacios al usar el algoritmo
tradicional, desde su comprensién del sistema de numeracién decimal
y el concepto de valor posicional, sin limitarse al uso de marcadores de
posicién. Asimismo, cuando compara fracciones, usa el concepto de
fracciones equivalentes yendo mds all4 del cldsico artificio del “aspa”. Y,
al dividir dos fracciones, es capaz de explicar por qué se puede invertir
la segunda fraccién y multiplicarlas a través del contexto de divisién
como medida.

* Si se considera que el conocimiento especializado del contenido mate-
mitico es Ginico a la ensenanza, su incorporacién en los programas de for-
macién docente podria ser un elemento clave en la mejora de la calidad
educativa. Una formacién docente que aborde los conocimientos de los
temas y las necesidades del aula podria beneficiar la comprensién con-
ceptual y relacional para una ensefianza con sentido de las matemdticas,
en todos los niveles y, en particular, en la educacién primaria.
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