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Resumen

El desarrollo de la tecnologia ha evolucionado en todos
los campos del conocimiento.Las matematicas han con-
tribuido enormemente a estos cambios; la visualizacion,
la experimentacién numérica y grafica han cambiado
aspectos fundamentales de la manera en que ensena-
mos el razonamiento conceptual; sin embargo, seguimos
creyendo que la esencia de las matematicas es el enfo-
que a la comprension conceptual de los temas basicos y
fundamentales.

Los conceptos matematicos de curvas y superficies des-
criben a las cosas reales del mundo que habitamos. Estos
elementos matematicos pueden explicarnos las formas
de las cosas que nos rodean: [2]; las hélices, espirales,
conicas, cilindros, esferas, tetraedros, cubos, tubos,
rectas, planos, etc. una coleccion de figuras geométricas
que resaltan por su belleza y por su similitud con muchos
objetos que nos rodean. Nuestro objetivo es la construc-
cion de las curvas y superficies con el apoyo de Matlab
[11] para obtener la grafica de esa coleccion de figuras
geométricas y de otros. El uso de parametrizacion tanto
en curvas como en superficies es basico por la facilidad
con que trabaja Matlab para efectuar los calculos y luego
para su representacion grafica. Queremos mostrar

la forma de obtener la grafica de estas curvas y superfi-
cies especiales que son comunes e importantes. Las de-
finiciones formales se encuentran en el apéndice o en la
bibliografia que citamos.

La disponibilidad de la tecnologia no hace menos impor-
tante comprender con claridad los conceptos que susten-
tan las imagenes que aparecen en la pantalla, sino que
aumenta su importancia. Cuando se usa con propiedad
las computadoras, son herramientas poderosas para des-
cubrir y comprender temas que antes eran dificiles de
visualizar.

Palabras claves: curvas, superficies, parametrizacion,
graficas en Matlab

Introduccién

El estudio de las curvas y superficies que presentamos en
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este articulo desde un punto de vista geométrico, logra-
mos con el apoyo de las computadoras y Matlab para po-
der visualizar en el plano y en el espacio de tres dimen-
siones superficies que son dificiles de hallar su grafica.
Aclara muchos conceptos dentro de la geometria de las
curvas y superficies. El dictado de Geometria Euclidiana
Vectorial y Analitica dentro de los cursos Matematicas
Basicas y Calculo 3 esta enmarcado en la Transformacion
Curricular de la Seccion Matematicas fundamentado en
cinco ejes conceptuales:

1. La Geometria como objeto de estudio: frente a
este aspecto consideramos que deben propiciar-
se en el estudiante, todas las competencias que
apunten a la consolidacion de un pensamiento
formal, asumiendo como elementos dinamiza-
dores permanentes el razonamiento logico y
la utilizacion de términos y relaciones precisas
(lenguaje matematico). Todo ello esta dirigido,
en gran parte, a fortalecer la habilidad en la for-
mulacion y resolucion de problemas reales que
surgen en la practica de la Ingenieria.

2. Las relaciones inherentes a los procesos de en-
seflanza y aprendizaje: consideramos de vital
importancia para el logro de los objetivos que
nos hemos propuesto la actitud abierta y el co-
nocimiento del profesor, quien debe estimular
la participacion de los estudiantes, indagar por
los conocimientos previos que estos tienen sobre
los temas que se van a trabajar, analizar y dis-
cutir las preguntas que ellos formulan, propiciar
el trabajo en equipo en aquellas actividades que
lo permitan, estimular el pensamiento critico, y
en general, favorecer todas las situaciones que
faciliten aprendizajes significativos validos. Todo
lo anterior esta enmarcado dentro de una ética
practica que surge de la actitud responsable, res-
petuosa y de cumplimento ante los compromisos
convenidos entre el profesor y sus estudiantes.

3. Relaciones con otras areas del conocimiento:
como elemento de una estructura general, este
proyecto se articula directamente con el proyec-
to de redisefo de los cursos de Matematicas, en
el cual se ha delegado el desarrollo de los te-
mas de Algebra Matricial, Solucion de Sistemas
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de Ecuaciones Lineales y Determinantes y curvas,
con el fin de fundamentar adecuadamente el pro-
yecto y permitir que este Ultimo pueda lograr sus
propios objetivos.

4. Registro real de experiencias docentes que per-
mitan la consolidacion de un proyecto de aula en
evolucidn permanente y evaluable en sus logros:
De la forma como hemos organizado el trabajo,
esperamos inicialmente que el profesor tenga
una ayuda didactica que le proporcione un buen
apoyo para su trabajo en el aula. Ello nos ha lle-
vado a presentar un disefo propio, del cual des-
tacamos los siguientes elementos:

a). El objeto de estudio, el problema a estu-
diar, los contenidos generales, los objetivos
generales y la metodologia proporcionan un
marco general y preciso sobre la naturaleza
y alcance del proyecto.

b). El disefo de los contenidos por sesiones con
sus objetivos especificos, la distribucion de
las proposiciones fundamentales (teoremas)
a desarrollar, conjuntamente con las reco-
mendaciones metodoldgicas entorno a los
desarrollos tematicos, como también frente
a las evaluaciones: precisan los logros de-
seables en cada uno de los temas trabajados
y el nivel de complejidad de estos.

c). Los problemas resueltos y propuestos a di-
ferentes niveles seleccionados cuidadosa-
mente para acompanar e ilustrar en forma
ordenada, permanente y progresiva, los
desarrollos tedricos buscando su afianza-
miento, y senalando el nivel deseado de
profundidad y exigencia son la base para el
trabajo individual que deben adelantar los
estudiantes, asesorados por el profesor y los
monitores.

d). Las situaciones problema, los problemas
integradores y los problemas derivados se
constituyen en ejemplares modelo para
mostrar al profesor como pueden integrarse
los elementos teodricos para resolver proble-
mas reales o muy proximos a la realidad que
motivan el interés del estudiante al compro-
bar que su papel en este proceso es ser un
agente activo en la construccion de respues-
tas a problemas reales que el avance en sus
conocimientos le permite ampliar y refinar.

Consideramos vital la participacion del profesor en el
diseio y modelacion de problemas que enriquezcan co-
tidianamente el trabajo con los estudiantes, lo que for-
taleceria el modelo didactico que estamos construyen-
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do vy, en consecuencia, facilitaria el logro de uno de los
objetivos principales: la adquisicion de conocimientos
significativos validos. Con los elementos anteriores, no
pretendemos enmarcar al profesorado en un esquema
unidireccional y limitado, sino, por el contrario, ubicarlo
en el contexto requerido y facilitarle los medios para
que despliegue todo su potencial en sus labores de trans-
formacion y creacion. A la vez, nos permite socializar
los resultados obtenidos y en el colectivo de profesores,
evaluarlos con el fin de introducir los ajustes o modifica-
ciones que se requieran.

5. Proyeccion del modelo: Consideramos este tra-
bajo como un proceso en evoluciéon permanen-
te, sujeto a las modificaciones y reorientaciones
que la practica nos muestre; que puede tener un
excelente apoyo en programas computacionales
como el CABRI, MATHEMATICAS, DERIVE, MATLAB,
y otras ayudas didacticas que se constituiran en
un laboratorio excelente para dinamizarlo. As-
piramos que las experiencias adquiridas en su
implantacion lo enriquezcan y lo conviertan en
un medio eficiente para el logro de los objetivos
sefalados, mediante la apropiacion total de los
profesores y estudiantes a quienes esta dirigido.
En este sentido, consideramos bienvenidas todas
las criticas constructivas que nos permitan su
mejoramiento.

1. Nociones biésicas
1.1. El espacio vectorial R"

Consideramos a los espacios vectoriales R? y R? junto con
las operaciones de suma de vectores y multiplicacion por
un escalar. Los vectores se usan para estudiar la geome-
tria analitica del espacio. Ofrecen maneras simples de
describir lineas, planos, superficies y curvas en el espa-
cio. La grafica de las funciones vectoriales sobre R2 o
sobre R3 describen a las curvas y superficies en R? y R3.
Como es habitual, un vector es un segmento de recta
dirigido AB con punto inicial A y punto final B. Este con-
cepto basico genera otros importantes como las rectas
y planos, distancia entre dos puntos. Muchas curvas se
describen mejor con sistemas de coordenadas cilindricos
y esféricos en R®. A las matrices reales A(nxm) podemos
considerarlas como un punto del espacio R"™. Existe una
biyeccion entre el conjunto de las aplicaciones lineales
A : R"—R"y el conjunto M(nxm) de las matrices reales
con n lineas y m columnas. Debemos tener en cuenta la
consistencia del producto de matrices para que se pueda
graficar las curvas y superficies.

1.2. Esferas
Estas superficies estan predefinidas en Matlab, vea en

[11].
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o Esfera. Es el conjunto de todos los puntos en el es-
pacio tridimensional equidistantes de un punto fijo.
El punto fijo se llama centro de la esfera y la medida
de la distancia constante se llama radio de la esfera.

e Cilindro circular recto. Dada una recta L y un nUme-
ro real positivo r, el conjunto S formado por todos los
puntos que se encuentran a una distancia r de L se
llama cilindro circular recto de radio r y eje L.

e Cilindro general. Sea la curva plana I" y un vector no
nulo A que no es paralelo al plano que contiene I.
La reunion S de todas las rectas L que son paralelas
al vector A y que intersecan a I" se llama superficie
cilindrica con directriz I', generatriz L y eje L', rec-
tagenerada por el vector A. Cuando es necesaria la
representacion de curvas y superficies, acudiremos
a los sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas
para describir mejor su presentacion.

1.3. Coordenadas del observador

Para que el lector pueda visualizar las graficas desde di-
ferentes angulos, consideremos dos sistemas de coorde-
nadas en el espacio.

1. view([az,el]). El sentido del eje Y negativo sera
el punto de inicio del angulo acimutal y el plano
coordenado sera donde empieza el angulo de ele-
vacion del ojo del visor o el ojo del observador.
En la Figura 1, mostramos que el sistema corres-
pondiente a las coordenadas del punto O(az,el)
tiene un parecido al sistema de coordenadas ci-
lindricas. Vea en [11].

Figura 1: Coordenadas (acimutal, elevacion)
2. view([x,Y,z]). Ubica el punto de vista del obser-
vador en el punto de coordenadas cartesianas (X,

y, z) de la grafica. Es como que el observador se
encuentra en el punto (x, vy, z) en el sistema.
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2. Curvas en el plano
2.1. Curvas envolventes

o Definicidon 1. Sea ®(x; y; c) = 0 una familia de cur-
vas planas dependientes de un cierto parametro c.
La envolvente de la familia de curvas ®, si existe,
es una nueva curva O, tal que en cada uno de sus
puntos es tangente a una de las curvas de la familia
dada ® y de manera que cada curva de la familia ®
sea tangente al menos en un punto a la envolvente
®. Ver en [2].

« Ejemplo 1. Sea la circunferencia de centro el origen
de coordenadas y radio R,

Cy:al+ y'“j = R,

sobre esta circunferencia C,, construiremos a las circun-
ferencias que tienen centro en puntos

(xp:yp) € C v radio .T?,.-"'|2._

(x —x0)* + (y — yo)* = (R/2)>.

Vamos a probar que la familia de circunferencias (2.1)
tiene a las dos circunferencias

(g : 2 4 _r,r"] = H"?._-"'l vy s 7t 4 _r;"] = 'JHQ_.-’ 1

como curvas envolventes.

Solucion. Primero la grafica de C1 para hallar la ecuacion
de la familia de circunferencias

Pl [ R T

—)
{_-1/ [x0.y0)

’,r R

[ (=N | X

a. T

Figura 2: Circunferencia de radio R
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Sea P(x0; y0) un punto arbitrario de C1. Si c es el angulo
central que forma el radio R de C7 con el eje x entonces
xg = Rcos(c), yp = Bsen(c), c € [0, 2x].

Reemplazando en la ecuacion (2.1), se tiene la familia
de circunferencias

alar, iy, 0) = (v — Reos(e) e (y— fsenle) i = [ |I'|’_-"_J':-2 =
Existe solucion al sistema de ecuaciones

gl pne) = 0

ol sy e
! =0
it
G

Luego de derivar la segunda ecuacion de (2.3),

a — Reos(e) | Reon{e) + 2(y — Rsen(e))(—Keoos(e]) = 0 = tanie) = f
-
Entonces,
I
cos(e) sen(c)

€T q
Vil y? Va2 + g2

Reemplazando en la ecuacion (2.2), se hallan las solucio-
nes que vienen a constituir las curvas envolventes

g : a2 4 ;jl‘! = fi'gg"1 y Oy ca® 4 _:;2 = T!f?gl.-"'-l.

Figura 3: Circunferencia de radio R

En la Figura 3, la frontera que limita a la familia de cir-
cunferencias a(x, y, ¢) = 0 es una corona circular acotada
por dos circunferencias concéntricas €3 y C4, ambas de
color rojo la envolvente de la familia de circunferencias
a(x; y; ¢) = 0 centradas en los puntos de la circunferencia
C1 de color azul.

Ejemplo 2. Las ecuaciones diferenciales de Clairut, vea
en [13], de la forma

s !

y=zy + f(y)
generan dos tipos de soluciones, una solucion representa
a una familia de rectas @ (x, y, ¢) = 0 y la otra solucion

representa a la curva envolvente ®@(x, y) = 0 de @ (x, y,
¢). Sien (2.4) y' = v, entonces,
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y=xv+ flv)

Diferenciando (2.5) respecto a x

Yy =v4+av' + fl(v) = t-"[.t‘ - I,Iﬂ[-'.!}l] =10
Si v = 0, entonces, se tiene la familia de rectas

v=c=y=uxct f(e)

En el otro caso, se tienen

r=—f(v)
y=—vf'(v)+ f(v)

las ecuaciones paramétricas de una curva con v como
parametro. Estas ecuaciones representa a la curva en-
volvente.

Veamos un caso particular. Si f(y) = (v)2 se tiene
! 2
y=ay +(y)
Las soluciones a la ecuacion (2.7) son la familia de rectas
@ (x,y,c)=y-xc-c2=0y lacurva envolvente @(x, y)
=y + 14x2 = 0.De la ecuacion (2.7)

2

I =

—rx V'I;.J""' + 4y ] X
5 =0 - | .

y=xy+ () =y =

se halla la region = {l.r. ulin > —T} region exterior a la
parabola , — -z

La justificacion es que ® es la curva envolvente de la
familia de rectas @, pues desde un punto exterior a una
parabola se puede trazar dos rectas tangentes, enton-
ces, para todo P(x, y) e R se pueden trazar dos rectas
tangentes a la parabola. Para un punto arbitrario P(1; 2)
e R, entonces, c = -2 y ¢ = 1, la recta tangente corres-
pondienteac=-2eslL1:y=-2x+4yac=1esl2:y
= x + 1. Los puntos de interseccion de la parabola con L1
es (-2;-1) y con L2 es (4;-4).

Otros casos:

1. y = ay' — tan(y')

2. y=2y 4 V-"r'l | {;;"}2.
3. Curvas diferenciables en R3

Cuando una particula se mueve en el espacio durante un
intervalo de tiempo I, visualizamos la trayectoria de la
particula. Esta trayectoria se pueden describir mediante
las ecuaciones paramétricas de la curva, que son funcio-
nes de I:

&l =l =l el
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Figura 4: Parabola como envolvente de rectas

Consideraremos a los vectores unitarios T, N y B para des-
cribir las caracteristicas de las curvas en el espacio para
construir en base a la curva las superficies tubulares, asi
como también a la torsion y curvatura de las curvas y
superficies. Vea en [6], [10] o en [7].

3.1. Algunas curvas importantes

Ejemplo 3. Vamos a suponer que una particula sigue la
trayectoria de una hélice circular recta. Las ecuaciones
paramétricas de la hélice circular recta son los siguien-
tes:

= acos(wt),
C:¢ gy

t € [0, 127
e senfwt)

z = B,

donde la constante a controla la amplitud de las coor-
denadas x, vy, la constante b controla laaltura de z y w
es la velocidad angular con que se desplaza la particula
sobre la curva, también conocida como hélice cilindrica,
se envuelve sobre el cilindro x? + y? = @?,Figura 5.

Para la grafica en Matlab.
a=z;

b=0.25;

w=2;
t=linspace(0,12+pi,500) ;
x=a*cos(w*t);
y=a*sin{w+*t);

z=h*t ;

Lo e i B

ﬁ))

L

1ii
0

-
()

|
)

Y

tifii‘
!!‘!!

tii‘
)

«'r
| [ i‘

¥
LA

|

v
L4,

s

Figura 5: Hélice cilindricacona=2, b =0,25, w =2
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plot3{x,y,z, linevidth®,2), grid onm,
dcomet3(x,y.2)

xlabel (Eje x*)

ylabel(’Eje y')

zlabel (’Eje z')

title('x=acos(wt) ,y=asin(wt) ,z=bt')
view(50,20)

A partir de estas hélices, se pueden construir las llama-
das superficies helicoidales, como por ejemplo, las esca-
leras caracol, Figura 13 de la pagina 18 o para formar los
tornillos sin fin, tuercas, roscas. Si la trayectoria de la
particula en cualquier punto t esta dada por a(t), t E [0,
12r], entonces, la velocidad y aceleracion estan dadas
por a’(t) y a’(t). Si la rapidez es v = | |a’(t)| |, entonces,
la componente tangencial de la aceleracion esta dada
por aT (t) = v’y la componente normal por aN(t) = kv2
donde k es la curvatura de la curva en t.

Ejemplo 4 (Espiral esférica). Consideremos la esfera
unitaria, vea en [2] o en [12],

S:a’+y’ +2° =

La curva espiral esférica envuelve a la esfera unitaria,
empezando desde el polo norte hacia el

polo sur. Las ecuaciones paramétricas de la curva son los
siguientes:

. cos(t) sen(f) ol
= . W= . E= .
1+ ot g V14 alt? V14 ol

Dos graficas de la espiral, con

=102 te[-12r. 127 ycona =01 ¢ & [-127 127].
Dos graficas de la espiral, cona=0,2, t E [-12n, 12n] y
cona=0,1tE/[-12n, 12n]. El parametro a controla la
altura en cada vuelta, mientras que t recorre el dominio
de x, y, z.

imy LI e Emy

Figura 6: Espiral esférica con a = 0,2 Figura 7: Espiral esférica con a = 0,1

Figuras 6 y 7 muestran a la curva recorriendo a la esfera
unitaria S.
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alpha=0.2;%alpha=0.1 En Matlab, mostramos la grafica desde dos puntos de vis-
_ _ ta del observador (az,el).

t=linspace(-12+pi, 12«pi 500);

x=cos(t) . /eqre(1+alpha~2%t. 2); r=2;%r=1

y=ainlt) . /sqrt(1+alpha~2+t, 2] ;

t=linspace(0,4*pi,200);
z=-alphast . /sqrt(1+alpha~2st. "2},

plot3(x,y.z, linewidth? 2}, X=rtr*cos (t};
feomet3(x,y,2z) indica el sentide de recorride de la curva. _‘f=r*sin(t} 3

grid on, z=2*r#sin{t1’r2};
xlabel{*Eje x')

ylabel(*Eje y?) vhndl=line(x,y,z)

zlabel{'Eje 27} set(vhndl, ...

¥ ¥
Ejemplo 5 (Curva de Viviani). 1 Puede definirse como Color’, [0.8,0,01,...
la curva que resulta de la interseccion de un cilindro cir- 'LineWidth’,2)
cular recto con eje el eje de coordenadas y y centro el
punto (r, 0, 0) y de la esfera, de centro el origen de co-

ordenadas y radio 2r, es decir, la ecuacion de la curva de view(120,50)%alternativa view([4,-2,4])
Viviani esta dada por las siguientes ecuaciones:

grid on

La curva de Viviani es una curva cerrada, no simple con
un punto multiple y esférica.
{ . a2 2 _ 2
r—r)2 4yt =

22 +y? + 22 = 42

Carvd de Vv

Para poder representar graficamente en Matlab, parame- 15
trizaremos la curva de Viviani. De la primera ecuacion de 1
(3.2), se tiene 0s
™ a
e ] 2 3 p .
(r — :'Jz +y =r"=x+ Hz = 2rx os.
-1
Reemplazando la ecuacion (3.3) en la primera ecuacion -15
de (3.2), se tiene ] .0 Pty
9 2 . T — 1 B
4= ="+ 2rr 15 T s

Por otro lado, aplicando la identidad de Pitagoras a la ] o
primera ecuacion de (3.2), se tiene Figura 8: Curva Viviani

Camva de viviani esde oiro punio de vista

r=r+rcos(t), te& [”.-LII
y=rsenlf)
Reemplazando la ecuacion x = r + r cos(t) de la ecuacion
(3.5) en la ecuacion (3.4) se tiene b
5.
2% = '.3:'2{1 —cos(l)) = 2 = 2rsen(l/2) u 0
-2
Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la curva de s

Viviani son los siguientes:

r=r 4+ rcosl} (= :fl. i._

i = Fxenfl)

g8 1) Figura 9: Curva Viviani desde (150¢,50¢)

1 Vincenzo Viviani fue hijo de Jacopo di Michelangelo y Maria Alamanno del Nente, ambos procedentes de

familias nobles de la Toscana, Italia. En 1639 comenzo a trabajar con Galileo Galilei. Reconstruyo los escritos de

Arquimedes y Euclides. En 1666, se convirtio en matematico de la corte del Gran Duque Fernando Il de Toscana
Tomado de wikipedia.
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4. Superficies regulares

Queremos mostrar el proceso de construccion de una su-
perficie en una computadora. En muchos de los casos,
simplemente se presiona una tecla para obtener la grafi-
ca de las superficies que queremos hallar, pero la belleza
para los estudiantes de Ciencias Fisicas y Matematicas,
incluyendo a los de Ingenieria, es saber como se gene-
ran esas superficies. La construccion de superficies en las
computadoras es similar que la construccion de casas y
edificios en un pedazo de terreno. Si el terreno es plano,
es mas facil construir las columnas y vigas, y sobre ellas
levantar el techo, no necesariamente plano, pueden ser
de forma elipsoide o paraboloide, asi como en las igle-
sias. Cuando la region no es un plano horizontal, como la
falda de un cerro, se requieren mas puntos de soporte.
Si la region es un circulo o porcion de circulo, anillos o
combinacion de estos, emplearemos coordenadas esféri-
cas o coordenadas cilindricas para facilitar el trabajo de
construccion.

Mediante superficies, podemos representar oleoductos
que transporta desde su fuente hacia las plantas de in-
dustrializacion, tubos de agua desde los reservorios ha-
cia las ciudades y todo lo que tiene que ver con los flujos
de liquidos, de gases, electricidad, campos magnéticos,
etc. Las superficies tubulares pueden representar mejor
a tubos, ductos y toboganes.

4.1. Representacion grafica de superficies

Dada una funcion z = f(x, y), (x, y) E Q C R? la grafica
de la superficie S : z = f(x, y) sobre Q C R? se obtiene
siguiendo los pasos:

1. Construir una rejilla rectangular sobre Q
2. Calcular el valor de f(x, y) en cada nodo (x, y) EQ
3. Graficar los puntos (x, v, f(x, y)) en R?

Dependiendo de la forma de Q E R2, la construccion de la
superficie se presenta mas facil si Q es un rectangulo que
si es de forma irregular, combinacion de formas rectan-
gulares con regiones circulares. Para esas dificultades,
aparecen otras alternativas como dividir en pequefos
triangulos.

Construccion de las rejillas. Si Q = [a, b]x[c, d]. Dividi-
mos Q en (n+1)x(m+1) pequeios rectangulos cada uno de
dimensiones A x por Ay dados por h = A x =

By h=hy=2Lc
u=a:h:b;
v=c:k:d;

#Alternativa u=linspace(a,b,n), v=linspacel(c,d,m).
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Calculo y grafica de f(x,y). Primero creamos las matri-
ces donde vamos evaluar la funcion; luego, ingresamos
la funcion; y, finalmente, obtenemos la grafica de la su-
perficie.

[x,y]=meshgrid (u,v);
f=inline(*£(x,y)?,'x?,%y?);

z=£(x,y)

surf(x,y,z)) otra posibilidad plot3(x,y,z).

Ejemplo 6 (Superficie parecida a un crater-volcan). La
funcion que define es la siguiente:

a3 . O
sen(y/r% + )

——

= = (.)€ Q= [—1010] = [—10, 10]
s+ ys

La grafica de la superficie mediante, Vea en [2], [3] o0 en

[71.
[x,y]=meshgrid(-10:0.5:10);
z=sin(sqrt(x. 2+y."2))./sqrt(x. 2+y."2);
surfl(x,y,z);

En lo posible, vamos a realizar la grafica de funciones
paramétricas.

4.2. Superficies paramétricas

Una superficie S se puede representar por una funcion
vectorial de dos variables

e, v) = (e, v ), gl v), =(u, .r:I:I [ 14, v e =,

054

P
i0

Figura 10: volcan

El dominio Q debe ser una region conexa y las ecuacio-
nes paramétricas de la superficie son las siguientes:
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Clindro cirular racts
r=r(u,v), a<u<h ol

S:q y=z(wv), c<v<
z = x(u,v)
con parametros uy v. Vea en [2], [?] o en [7].

Ejemplo 7 (El toro). Las ecuaciones paramétricas del
toro son las siguientes:

x =cos(u)(24cos(v)), 0<u<27

Toro : y=sen(u)(2+cos(v)), 0<v <27

z = sen(v)

Figura 12: Cilindro circular recto

Representamos al toro en la Figura 11 en Malab, vea en .
[1 1p] 8 Ejemplo 8 (Cilindro circular recto). Las ecuaciones pa-

ramétricas del cilindro son las siguientes:

u=linspace (0,2%pi,41); v=u;

r(u,v) = 2cos(u), 0<u<27
[U,V]=meshgrid(u,v); '

X=cos(U) .*(2+cos(V)); y(u’ ’.L-‘) =v, 0<v<d4

Y=sin(U) .*(2+cos(V)); Z{'H-._. ’U} = 2 Siﬂ(u)

Z=sin(V); El eje del cilindro es el eje ordenado Y , Figura 12. A

surf(X,Y,Z) partir de un cilindro, se pueden obtener otras superfi-
T cies tubulares. En Matlab, se debe tener en cuenta la

axis([-3 3 -3 3 -2 2]) consistencia del producto de matrices. Por esa razon,

se multiplica a los vectores cos(u) y v por las matrices
ones(size(v)) y ones(size(u)). Vea en [6], [10] o en [7].
u=(0:0.1:2%pi)’;%vector columna de m elementos
v=0:0.1:4;%vector fila de n elementos
X=2*cos(u)*ones(size(v));

Y=ones(size(u))*v;

Z=2*sin(u)*ones(size(v));

surf (X,Y,Z)

La otra posibilidad es crear vectores del mismo nimero
de componentes en los parametros, tanto en u como en

v para que el producto de matrices se lleve a cabo con
matrices cuadradas.

4.3. Superficies de revolucion

Las superficies de revolucion son casos particulares de
Figura 11: Toro matematico las superficies parametrizadas.

o Eje de rotacion el eje X. Sea la curva en el plano
XY,

y=f(r), a<z<b, f(zx)>0,VYr¢e/a,b
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entonces, las ecuaciones de la superficie de revo-
lucion son las siguientes:

a<r<hb

T =, T
0<8 <27

y = f(x) cos(f),
z = f(x)sen(d),
Si en las ecuaciones (4.4), consideramos x=uy 0
= v, esas serian las ecuaciones paramétricas, tal

como tratamos en 4.2, pagina 14.

« Eje de rotacion el eje Y. Sea la curva en el plano
YZ,

z2=f(y), c<y<d, f(y)=0,Vye€lcd

entonces, las ecuaciones de la superficie de revo-
lucién son las siguientes:

Y=y, c<y<d
r= fly)sen(d), 0<0<27
z = f(x)cos(d),

Siy=uy0 =ven las ecuaciones (4.5), entonces,
estas serian las ecuaciones paramétricas.

Ejemplo 9 (Escalera helicoidal). Variando un poco las
ecuaciones paramétricas del cilindro, se puede generar

la superficie helicoidal, cuyas ecuaciones paramétricas
son las siguientes: vea en [2] o en [7].

0<u<2r
0<v<br

r = ucos(v);

z =v;

En Matlab para su grafica:
u=(0:0.1:2%pi)’;
v=-pi:0.1:6%pi;
x=u*xcos(v);
y=u*sin(v) ;
z=ones(1,size(u)) ’*v;
mesh(x,y,z) hsurfl(x,y,z)%

axis square
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Curva interseccion de dos clindros

Figura 13: Escalera tipo hélice circular

Como el parametro v es un angulo, entonces, en su reco-
rrido barre toda la region; por eso, se genera la escalera
helicoidal.

Ejemplo 10 (Espiral infinita). Si a las ecuaciones paramé-
tricas de una superficie de revolucion las multiplicamos
por factores exponenciales, entonces, simultaneamente
tanto las ecuaciones paramétricas como la superficie al
rotar van creciendo infinitamente para transformarse en
algo no controlable, debido a los factores exponenciales
en las ecuaciones paramétricas. Presentamos la grafica
de una de esas superficies infinitas para pequenos valo-
res de los parametros.

rlu,v) = 2[1 — "'".”‘"I"F:'l cos(u) ("l,l.‘\'!{l'_. 2).

wlw,v) = 2[=1 4« u":.:rilmll‘ﬂlltll:--l.l] t'u.\ilzl[r_ 2),

0<u<br
D<o<2n

. v) = 1—¢ TRE T H-i.ll[f'] 4+ ¢ o few i ) :-illll[-"]:

En Matlab, mostramos la grafica de la superficie desde
dos puntos de vista diferentes, considerando el sistema
view(az,el). Vea en [2] o en [7].

u=linspace(0,6+pi,80);

v=linspace(0,2+pi 80);

[u,v]=meshgrid{u,v);

x=2#%(1-exp(u/(6*pil))) . *cosl(ul .*cos(v/2).72;
y=2=(-1+exp(u/(6+pil))) .*sin(u) .*cos(v/2).72;
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Figura 14: Espiral infinita

Figura 15: Espiral infinita view(-50,-10)

z=1l-exp(u/(3*pi))-sin{v)+exp(u/(E*pi) ) .*sin(v);
surf(x,y.z)imesh(x,y.z)
view(160,10)% view(-50,-10)

axis equal
4.4. Superficies definidas en Matlab

La grafica de ciertas superficies comunes y de superficies
de revolucion cilindrica con perfil de una curva previa-
mente definido se puede obtener con mucha facilidad.
Las graficas de estas superficies predefinidas en Matlab
son inmediatas. Mostraremos en las Figuras 16 y 17 una
esfera y un cilindro, como superficies de revolucion, te-
niendo a la curva r(t) = 2 + cos(t), t E [0, 2n].

1. Esfera. Su grafica se obtiene con el comando
sphere(n), donde n es el nimero de puntos en los

que queda dividida tanto el ecuador de la esfera
como el meridiano principal. A raiz de esa divi-
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sion, se grafica la esfera con n paralelos y n meri-
dianos. Por ejemplo, con sphere(20), se obtienen
20 paralelas y 20 meridianos que describen mejor
a la esfera, Figura 16.

2. Cylinder. El comando cylinder(R,n) genera auto-
maticamente un cilindro de revolucion de radio
R y n segmentos generatrices. La circunferencia
de la base del cilindro en el plano XY es dividido
en n puntos. Por cada uno de esos puntos pasa
dichas generatrices. En Matlab, se puede obtener
la grafica de superficies de revolucion que tienen
el perfil de la curva r = r(t), t E [a, b].

Esfera unitaria

Figura 16: Esfera unitaria

Superficie de revolucion—cilindro

Figura 17: Perfil 2 + cos(t), t E [0, 2m]

Ejemplo 11. Superficie de revolucion de perfil r(t) = 2 +
cos(t), t E [0, 2m], Figura 17.
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t = 0:pi/10:2xpi;
[X,Y,Z]
surf (X,Y,Z)

= cylinder(2+cos(t));

axis square

xlabel(’x’) ;ylabel(’y’);zlabel(’z?)

5. Superficies tubulares

Sea a(t), t E [a, b] la curva diferenciable que servira de
directriz de las superficies tubulares, curva que hara de
eje de las superficies tubulares, asi como los ejes en las
superficies cilindricas. Las circunferencias generatrices
C de las superficies tubulares tienen su centro en puntos
de a(t), radio R y se encuentran ubicados sobre el plano
normal a a(t) en cada punto t. En la Figura 18, se mues-
tran la curva directriz a(t), la circunferencia generatriz
y el plano normal formado por N y B, donde se ubica P(x/,
V). Vea en [2] o en [7].

Como a(t) es diferenciable, se pueden hallar en cada
punto de la curva los vectores unitarios

oty v T'(®)

= — 7 vy

= N = . y B:TXE\"T.
||/ (2)]] 17" ()]

y con ellos formar los planos osculador, normal y recti-
ficante.

directriz — Py

1, =Rseniv)

generatriz x =Reos(v)

Figura 18: Superficies tubulares

La funcion vectorial que describe a las superficies tubu-
lares parau =t, es

S Flu. o) = o{u) + ffl-:w--il i )N 4 s |.l:-"f-|'|': ={riys)., o< as b =
Las componentes de esta funcion vectorial seran las
ecuaciones paramétricas de las superficies tubulares. En
la Figura 18, se muestra la descomposicion de la parte
R[cos(v)N + sen(v)B].

Ejemplo 12 (Superficie tubular helicoidal). Sea la héli-
ce circular recta a(t) = (a cos(t), a sen(t), bt) como curva
directriz, sobre ella se desarrollara la superficie tubular
que la denominaremos superficie tubular helicoidal por
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su directriz. Derivando a(t), se calculan los vectores uni-
tarios

1
N

Nt} = {— cos(t), —sen(t),0), DB[t)= [been{t), —beos(t], &)

Las ecuaciones paramétricas de la superficie tubular se
obtienen de

[y 2) = o) + Heos{v )N + sen(v) B]

P ] T 3| i i3 \ . .
arcows( o] = P oueln] om0 & Bl yled b R menn ) soni o) ] =i o 4w

: . Y ) Ao " 1 P
asen{u] = Neenfu)eos[i) = Ithiva® + b oosin)senfe), 0< < 2r

sl ) = b F10 07 + 07 simd )

a=3: b=4; E=1;

w {-é!p: :p:.-"E:E-'PJ.] L 1 l:-E-ipi.:".‘l.'l:G'lF:l‘.l".

v.-.‘t-:]:1,'1f|:3lpi;‘a'.v [+ F I | ::'lpi;

X=a=gos () =ones(size (v))-Recoalul=cos (v)+ 1 aqrei{a-2+b~2)wain(ul=ainvl ;

Y=aesin{u)eones{size{v) )=Resin{u}=cos(v)=1/sqrt{a~2+b~2)ecos{ul=ainiv);

Para mostrar la grafica, restringimos -6m < u < 6.

Supertices fubwilar heldondal

2 = =l

il

d 15 1 LB o as 1 LE !

Figura 20: Tubular visto desde (0,90-)

Z=bsu+rones (sizelv))+R*a/sgrt(a~2+b~2) *ones(size(u) Jesiniv);
surf(X,¥,Z)
xlabel(*x*)
ylabel{*y?}
zlabel(*z")
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Ejemplo 13 (Curva interseccion de dos superficies).
Sean las superficies cilindricas

2
=z =

C:
2=9-y’

Parametrizando la curva x? + y? = 9, se obtienen las ecua-
ciones paramétricas de la curva

r=3cos(t), tel2 7
y = J=en(l)
» = Ocos?(t)

Para obtener la grafica en Matlab de los dos cilindros y la
curva interseccion, Figura 22.

[x,y]=meshgrid(-3:0.1:3});
z=x."2;
mesh(x,y,z);
hald on

z=0-y."2;

Cirva riw oo e g e

e B

2 ""-u“_-_,_..-
A -

L Ems

Figura 21: Interseccion de dos cilindros

Cioal egarfoany pasran s (LN

4

Figura 22: Dos cilindros
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mesh(x,y,z)

t=linspace (0, 2%pi,500) ;

x=3*cos(t);

y=3*sin(t);

z=9*%(cos(t)) . 2;

plot3(x,y,z,’r’, ’1linewidth’,2),

hecomet3(x,y,z)

grid on,

xlabel(’Eje x?)

ylabel (’Eje y’)

zlabel(’Eje z?)
En cambio, para obtener solo la grafica de la curva, Fi-
gura 21, consideramos partir del parametro t. Sobre esta

curva diferenciable se puede construir la superficie tu-
bular con radio R.

6. Introduccién a las superficies en R*

Cinta de Mobius. Fue creada por Augusto Ferdinand Mo-
bius (1790-1868). Esta superficie es ampliamente estu-
diada por varias ramas de la Matematica. Tiene impor-
tantes propiedades: es una superficie con una sola cara,
un solo borde y no orientable, Figura 24. Existe abundan-
te informacion al respecto. Las ecuaciones paramétricas
son las siguientes: vea en [2], [?] o en [7].

u € [2, 7
v e [—1,1]

x = cos(u) + 5 cos(u) cos(3),
y = sen(u) + g sen(v) cos(3),

z = gsen(g)

u={0:pi/TE:4*pil *;
v=-1:1/180:1;

x = cosl{u)eones(size(v)) + cos(u)ev/2¢ cos(u/2)*cnes(size(v));
y = gin{u)=*cnes (size{v))
z = ainfu/2)=v/2;
mesh{x,y,z), shading flat

+ gin{u)»v/2* cos{u/2)*cnea(aize(v));
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Figura 23: Botella de Klein

Cliren de Wi

L]

¥ 1 X

Figura 24: Cinta de Mobius

Botella de Klein. Es una superficie no orientable, que
no tiene interior ni exterior. Fue descrita por primera
vez en 1882 por el matematico aleman Felix Klein. Esta
relacionada con la cinta de Mobius. Gracias a la ayuda
de computadoras y de los avances en la produccion del
vidrio, hoy en dia, se pueden construir modelos muy
aproximados a dicha superficie. Si llenamos con agua a
la botella de Klein, el liquido estara en el interior y el
exterior de la botella al mismo tiempo. Esta superficie es
un prototipo en la Topologia, en la Geometria Diferencial
y en Geometria Algebraica, por las caracteristicas que
presenta, Figura 23. Vea en [2], [12] o en [7].

a=1;

o= (D:pd/150:2=pd) 7 ;

vl pl S 160 2epi ;

= asgomiuldtonesi{zizelv)) + coslalessimivie cosi{u/2)dcneaiaizeiv])
coa{ul® gin{2evi+* ainlu/2)/ 2éoncalaizelv]]);

¥ = assim(u)*cnes(aizelv)) + sinful*sin(vl* cos(u/Z)+cnealsizelv))...
= gimfulegin{Idev)s gin{us2)/ 2esaes(sizelv])

z = gin{e/2)* ginfv) + cos{u/2)* sin(2e¥),/2;

contourdiz,y.z)

riaw(-3% 48}
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6.1. Réplica

Las curvas y superficies son conceptos de la Geometria
Diferencial, estudiados a lo largo de los cursos de Mate-
maticas de Estudios Generales Ciencias, conceptos basi-
cos para todo estudiante de Ciencias e Ingenieria en su
formacion profesional. Las curvas en el plano son tra-
tados en los cursos de Matematica Basica, Calculo 1y
Calculo 2, las curvas del espacio R? en Calculo 3 y calculo
4; las superficies en los cursos de Calculo 3 y Calculo 4,
independientemente de los cursos de las carreras pro-
fesionales de Matematicas y Fisica donde se trata con
el rigor que exige la carrera y con mayor profundidad.
Finalmente, queriamos compartir este recorrido por cur-
vas y superficies en forma superficial mostrando mas las
cualidades graficas que las propiedades matematicas.
Agradecemos el apoyo de MAGIS-PUCP y el Departamen-
to de Ciencias de la PUCP.

A. Breves nociones de curvas y superficies en R?

En este apartado, definimos algunos conceptos relacio-
nados con las curvas y superficies.

Definicion 2. Rectas. Dados el vector @y un punto Po E
R3, el conjunto de los puntos P, tal que PoP es paralela al
vector a se define como una recta que pasa por Poy sigue
la direccionde a.
Definicion 3. Plano. Dados el vector Ny un punto Po E
R3, el conjunto de todos los puntos P tal que POPy N son
ortogonales, se define como un plano que pasa por Poy
tiene a N como vector normal.
Definicion 4. La trayectoria de la particula es una fun-
cion.
— — 2

Tt)=0P =f(t) 7 +9(t)] +h(t)F = (r,y.2).
La imagen de r se llama curva de r . Al vector r (t) se le
conoce como vector de posicion de la particula. Asumi-
mos que la funcion vectorial r es derivable en cada t E I,
es decir, las funciones f, g v h son diferenciables.

El vector velocidad en to

. dr dy dz
V(t) =a'(to) = (E|t=tae Eh:tg; Eh:m)
La rapidez v = | |a'(t)| | y la aceleracién a = a’(t).
Proposicion 1. La curva a es una recta siy solosia”=0

Definicion 5. Una curva a(t) es regular si a’(t) # 0,Vt E I.
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Definicion 6. Superficie. Un subconjunto S de R’ se deno-
mina una superficie regular si para cada p E S existe una
vecindad V C R’ de p, un abierto U C R? y una biseccion ¢

:U—VnNnScon las siguientes propiedades:
1. @EC~
2. @ es un homeomorfismo

3. Para cualquier g E U la matriz jacobiana J¢(q)
tiene rango dos

Si es posible despejar de la ecuacion f(x; y; z) = 0 una
de las variables en funcion de las otras, se obtiene una
representacion explicita de S o de una parte de S. Si no
es posible, se llama representacion implicita de S. La
imagen de una funcion de dos variables es una superficie.

Definicion 7. Flujo de un campo vectorial F a través de
una superficie es la cantidad total de fluido que atraviesa
la superficie por unidad de tiempo.

divF(x, y) es la medida aproximada de la intensidad de
fluencia del fluido por unidad de area saliendo del punto
(X, V). Si divF(X, V) > 0 es una fuente, si divF(X, y) < 0 es
un sumidero en (X, V).

B. Algunos comandos para graficas en Matlab

Para ser usados en el presente articulo2:

e [x, y] = meshgrid(a : h : b) divide a [a, b] x [a, b]
en pequenos cuadrados de lado h

+ f=inline(’f(x,y)’,’x’,’y’)
* meshc(x,y,z) y sus diferentes versiones

« Contour3(x,y,z,n), donde n indica el nimero de
curvas de nivel

o surf(x,y,z), plot3(x,y,z) crean una superficie tri-
dimensional con los valores de x; y; z

o surfc y surfz mesh(x,y,z), crean una malla tri-
dimensional con los valores de x; y; z. También
meshc y meshz

« convhull(x,y) contorno convexo area que contie-
ne a todos los puntos definidos por sus coordena-
das x; y y cuyo contorno es tal que la conexion.

o delaunay(x,y) triangulacion de Delaunay de los
puntos definidos por sus coordenadas x; y

« delaunay3(x,y,z) Triangulacion 3-D (tetrahedros)
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de Delaunay de los puntos definidos por sus coor-
denadas x; y; z

polyarea(x,y) calcula el area del poligono deter-
minado por vértices cuyas coordenadas son x e y

trimesh(tri,x,y,z) utiliza la triangulacion de De-
launay para representar los triangulos cuyos vér-
tices vienen definidos por las coordenadas x; y; z

tetramesh(tri,x) utiliza la triangulacion 3-D de
Delaunay para representar los tetraedros

trisurf(tri,x,y,z) idem con una superficie

t = linspace(a, b, n), divide en n puntos el inter-
valo [a, b]

grid on crea la rejilla en R3
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