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Resumen:

En esta publicacion presentamos una propuesta para el uso del software Mathematica en el desarrollo de dos de los teoremas
fundamentales del Calculo Vectorial: Teorema de Stokes y divergencia de Gauss. La experiencia se desarrollé en cuatro horarios
del curso Calculo 4 en la Facultad de EE.GG.CC. de la PUCP. Destacando la representacion grafica de los objetos matematicos que
intervienen en estos resultados. Obviamente, sin perder de vista el aspecto algebraico. Para conjugar estos dos aspectos se ha
escrito secuencias de funciones del software Mathematica para: graficar las superficies y sus vectores normales como también los
campos vectoriales, calcular integrales triples, integrales de superficie e integrales de linea. Estas secuencias nos han permitido
mostrar las aplicaciones de los teoremas de Stokes y divergencia mediante representaciones textual, algebraica y grafica; lo cual
despierta el interés de los alumnos por los teoremas tratados y se logra, ademas, un manejo mas adecuado de dichos teoremas.

Palabras claves:

Superficie regular, superficie orientable, campo vectorial, vector normal unitario exterior, rotacional, divergencia, integral de
linea, integral de superficie e integral triple.

Introduccidén

La Matematica es compleja y mas aln cuando se trata de explicar algunas definiciones y manejar objetos
matematicos que son abstractos, sobre todo si éstos requieren de nuestra imaginacion. Este hecho hace
que los estudiantes tengan dificultad para construir graficas en tres dimensiones. Si bien es cierto que el
grupo al cual se aplicé la actividad tiene experiencia en el manejo de graficas en el plano, les resulto un
tanto complicado extender estas nociones a una dimensiéon mayor.

La experiencia docente nos ha permitido observar que los estudiantes tienen dificultades para graficar
superficies y construir su vector normal lo cual no les permite determinar la orientacion correcta de
dicho vector, esto conlleva al uso incorrecto de las hipotesis de los Teoremas de Divergencia y Stokes.
Por ello esta propuesta esta orientada a facilitar la visualizacion de las superficies y la orientacion de su
vector normal, como parte de las hipdtesis de los teoremas en estudio, aprovechando las bondades del
software Mathematica.

Mathematica es un excelente software para desarrollar calculos simbélicos y numéricos, construir gra-
ficos, editar texto, generar animaciones y sonido, caracteristicas que lo convierte en una herramienta
potente en el proceso de ensefianza - aprendizaje y en investigacion en distintas areas del conocimiento.
Es también un lenguaje de programacion que permite construir programas en diferentes paradigmas:
funcional, imperativo, declarativo, modular, etc. Para mayor informacion ver [4].

Para la actividad hemos disenado secuencias de programa, escrito en el software Mathematica, con la
finalidad de que los estudiantes tengan la posibilidad de observar graficamente, de manera animada, el
comportamiento del campo vectorial, la orientacion del vector normal a la superficie y la compatibilidad
de éste con la orientacion del borde de la superficie (curva); hechos que ayudan a comprender los con-
ceptos involucrados en los mencionados teoremas.

Esta publicacion esta dirigida a profesores y estudiantes que hacen uso de los teoremas mencionados ya

que estos proporcionan la interpretacion fisica de los operadores rotacional y divergencia de un campo
vectorial.
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Desarrollo

Aqui tratamos dos generalizaciones del segundo teorema fundamental del calculo para integrales de
superficie: el teorema de Stokes y el teorema de Gauss. Estos teoremas junto con el teorema de Green
constituyen los tres resultados fundamentales del Calculo Integral Vectorial.

Tradicionalmente, para establecer las hipotesis de los teoremas de Stokes y de divergencia de Gauss
se construyen figuras estaticas con lo cual los alumnos tienen dificultades para la visualizacion de los
objetos que se encuentran en la parte posterior e interior de las superficies. Usando el software Mathe-
matica, los objetos ya no son mas estaticos sino mas bien son dinamicos ya que se tiene la posibilidad
de rotarlos y trasladarlos en distintas direcciones, hecho que posibilita visualizar el comportamiento de
los objetos desde distintos angulos, ayudando a los estudiantes, a comprobar sus conjeturas en algunos
casos o a reafirmar sus conocimientos en otros.

El articulo se ha dividido en dos partes: teorema de Stokes y teorema de la divergencia de Gauss. Para
ello asumimos que el lector esta familiarizado con los conceptos de curva, superficie y campo vectorial,
en caso contrario ver [1].

Dominio elemental: Es un conjunto conexo, compacto de interior no vacio. En adelante le llamaremos
simplemente dominio.

Superficie regular: Es la imagen de una aplicacion de clase C', regular e inyectiva, definida sobre un
dominio del plano y con valores en el espacio tridimensional. Dicha aplicacion se denomina parametri-
zacion de la superficie. Es importante seialar que la inyectividad y regularidad de la parametrizacion es
exigida al menos en el interior de su dominio. Por lo general, omitimos la palabra regular para referirnos
s6lo como superficie.

En simbolos la parametrizacion es r:D ->R?, donde r(D)=S, D es el dominio y S es la superficie. En parti-
cular se tiene que si S es una superficie con borde, entonces 9S=r(dD).

Superficie orientada: Es aquella superficie en la que se ha hecho la eleccion de un vector normal el cual
varia de manera continua, en otras palabras, no cambia de sentido bruscamente. Esta nocion sera de
mucha utilidad pues intentamos medir como un campo vectorial atraviesa la superficie en una direccion
dada.

Compatibilidad de orientacion: Dada una superficie orientada S con borde 9S, decimos que la orien-
tacion de S es compatible con la orientacion de dS (como curva).Si imaginamos que el observador es un
vector normal unitario que camina a lo largo de la curva 9S siguiendo su orientacion, la superficie debe
quedar a su mano izquierda.

Compatible No compatible
Figura 1: Compatibilidad de la orientacion

Rotacional del Campo: Dado un campo vectorial F:if = BF — B, F = (#, (. K), , diferenciable en el abierto U, definimos el rotacional
de Fcomo

rot(F) = (Ry = Qz B = Ry, Q=

el cual es también un campo vectorial con dominio U.
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Divergencia del Campo: Dado un campo vectorial F:if = B* — B* F = (F, 3, &, diferenciable en el abierto U, definimos diver-
gencia de F como

div(F) =P +Q, +R;

que es un campo escalar con dominio U.

Teorema de Stokes

Sea S una superficie orientada parametrizada por - {1 — E* de clase C' donde D es un dominio en [&* limitado por una curva
regular, cerrada y simple denotada por dD. Entonces

J] rot(F)-nds =+ f Fda (1.1)
3 as

donde F tiene derivada continua en un abierto que contiene a S.
Se considera el signo positivo si la orientacion de dS es compatible con la orientacion de S, en caso contrario se considera
el signo negativo.

El teorema de Stokes, pone de manifiesto que el flujo del campo vectorial rot(F) a través de la superficie S en la direccion n es el
trabajo del campo sobre la curva dS cuando hay compatibilidad en las orientaciones.

Ejemplo:

Verifique el teorema de Stokes para la superficie 5.z =2 - ,/x¥+ ¥ orientada con vector normal de componente z>0, el campo F
definido por F(x,y,z) = {x —z,x + vz,—3x¥?) y la curva dS con la orientacion compatible con S.

Solucion:

Rotacional del campo: Para encontrar el rotacional del campo usando Mathematica ingresamos

F[x..-}'.:z.] = [x - zrxa o yzr-:;x}'z};

Gluovow] = {9yF[x,3.2][[3]] = 0:F [x. 3. 2][[2]].9;F [x. y. 2] [[1]] = 9, F [x. ¥, 2][[3]], 9, F[x, y. 2] [[2]]
= 0F [,y 2] [}/ fx = wy = v,z > w;

{—v — 6uv,—1 + 3v?,3u?}

(*que es el rotacional del campo en variables (u, v, w))

Parametrizacion de la superficie: Definamos una parametrizacion de S

rlu_v_]: = {uCos[v],uSin[v],2 —u}; 0= u < 2;0 < v < 2Pi;

Normal de la superficie: La siguiente secuencia permite encontrar la normal de la superficie S

rl = r[u,v][[1]}r2 = r[u,v][[2]];r3 = r[w, ¢][[3]];
5 = Dr[w,v), {u}];n = D[r[u,v].{v};
n = FullSimplify[Cross[r, n,]/Norm[Cross[r,, 5,11 : 1/. {Im[v] = 0,Sign[u] = 1};

{* n es el vector normal a la superficie *)
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{cus[u] Sin[v] i}
V2 ' AE NE

Compatibilidad de orientaciones: Para verificar geométricamente la compatibilidad en las orientaciones de los objetos involucra
dos, usamos la siguiente secuencia

T1 = With[{f = {2Cos[x],2Sin[x],0}}, Graphics3D[Table[{Hue[t /(2Pi), 1,.8], Arrowheads[.02],
Arrow[{f, Normalize[D[f,x]] + f}]}/.x = ¢,{t,0,2Pi, .3}]]];
Z3 = With[{f = {yCos[x], ySin[x],2

— ¥}, Graphics3D[Table[{Hue[t, 1,.8], Arrowheads[.02], Arrow[{f, {Cos[x], Sin[x],1}
+ fH}/ {x = t,y = s},{t,0,2Pi, 4}, {5, 1,2, 4}]1];

FZ = ContourPlot3D[z— 2 + fx*2 + y"2 == 0, {x, —2,2},{v,—2,2},{z, 0,4}, BoundaryStyle

—+ Red, Mesh —+ Mone, RegionFunction — Function[{x, v, 2},0 <=z = 2]];
B3 = Show[{F2,23},T1]

Figura 2: Superficie y vector unitario normal

En la grafica se observa la compatibilidad de orientaciones, que nos indica que en la ecuacion (1.1) se debe tomar el signo positivo.
Animacion: La siguiente secuencia muestra la compatibilidad de manera animada

T11[h_] = With[{f = {2Cos[x],2Sin[x],0}}, Graphics3D[Table[{Hue[t/(2Pi), 1,.8], Arrowheads[.02],
Arrow[{f, Normalize[D[f,x]] + f}]}/-x = ¢.{t,0,0.001 + k,.3}]]);
Animate[T11[h], {h, 0,2Pi,.1}];

Animate[Show[T11[h], B3], {h, 0,2Pi,.01}]

Calculo de la integral de superficie: Para calcular la integral de superficie usamos la siguiente secuencia

2 2P
f f Function[{u, v,w}, G[u, v, w]|[r1,r2,r3].n Norm[Cross[r,, 1,]] dv du
o Jo

121(1.2)
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donde la funcion Function [{u,v,w},G[u,v,w]][r1,r2,r3] lo que hace es la composicion G(r(u,v) )=rot(F(r(u,v))), de esta forma se
obtiene

T (. T X1,

rot(F)-nds = i’,(r[u.v}]"— I xn ldA

Tu 3

5 ]

X1yl

cuyo valor es 12m .

Calculo de la integral de linea del campo sobre la curva 9S: La siguiente secuencia muestra la parametrizacion del borde de la
superficie, asi como los pasos para hallar la integral de linea del campo vectorial sobre la curva

(* Parametrizacion del borde de la superficie*)
alt_]: = {2Cos[t],25in[t],0};0 <=t <= 2Pi;
al = aft][[1]];e2 = a[t][[2]]; a3 = a[][[3]];

(* Calculo de la integral de linea*)

2pPi
Function[{x, v, z}, F[x, y, z]][al, a2, a3]. a'[t] dt
0

12n (1.3)
De las ecuaciones (1.2) y (1.3) concluimos que

J] rot(F)-ndS = 12m = f Fda

a8

Teorema de la divergencia

Sea K un sélido limitado por una superficie S cerrada (% = @) y orientada con vector unitario normal n dirigido hacia el
exterior de K, parametrizada por r: {J — E# de clase C’ donde D es un dominio en el plano limitado por una curva regular,
cerrada y simple denotada por dD. Entonces

ﬂ div(FydV = J] Fonds (1.4)
i §

siendo F un campo vectorial con derivada continua en un abierto que contiene a K.

El Teorema de Gauss o divergencia establece una relacion entre la integral triple de la divergencia del campo F sobre un sélido y
la integral de superficie del campo F sobre la frontera del sélido.

Ejemplo:

Verifique el teorema de divergencia para el campo vectorial F(x,y,z) = (x3,y?,2? ) y el solido limitado por la superficie z=/(x?*+y?) y
los planos z=1y z=2

Solucioén:

Grafica de la superficie: La siguiente secuencia en Mathematica muestra la superficie S
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G1 = ContourPlot3D[z == 1,{x,—2,2},{y, —2,2},{z. 0,4}, Boundary5tyle — Red, Mesh
= None, RegionFunction = Function[{x,y,z},x"2 + y"2 < 1]];

G2 = ContourPlot3D[z — \/x*2 + y*2 == 0, {x,—2,2},{y, —2,2}.{z. 0,4}, Boundary5tyle — Red, Mesh
— None, RegionFunction — Function[{x,y,z},1 <=z < 2]|;

G3 = ContourPlot3D[z == 2, {x,—-2,2},{yv, —2,2}.{z. 0,4}, Boundary5Style = Red, Mesh
— None, RegionFunction = Function[{x,y,z},x"2 + y"2 < 4]];

G4 = Show([G1, G2, G3]

. _4_/ ]l ;"‘]
Voo
2
2
1 1
o
0 -1
- 23 o 2 -2

Figura 3: Superficie S
Campo sobre la superficie: El campo F atravesando la superficie

FlxLy_z]:= (x°2,y"2,2"2};

V = VectorPlot3D([F[x, y, 2], {x, —2.5,2.5}, {y, —2.5,2.5}, {2, 0,3}, VectorStyle — {Arrowheads[.02]}];

Figura 4: Campo F sobre la superficie S

Divergencia del campo: La siguiente funcion calcula la divergencia del Campo F

Glu_v_w_] = d.F[x,y,2][[1]] + 3, F[x, . 2][[2]] + 9. F[x, . 2][[3]]/-{x = v,y = v,z > w};

2u+2v+ 2w
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Grafica del solido: La siguiente secuencia muestra el solido K

RegionPlot3D[z — ,/x"2 + y"2 >= 0&&1 < z < 2,{x, —2,2},{y, —2,2},{z, 0,4}, Mesh — None];

3
L k
L]
L1 " -
=3 -_\_.-L\-H._'_“_‘—'“-'—-—-_h._,
o a L _.__,_.-}r-:
N F

Figura 5: Solido K
Calculo de la integral triple de la divergencia del campo F sobre el sélido K:

f f div(F)dV

VIFZI-XL

2
z
f f f_ el Functon[{1, v, w}, G[u, v, w]][x, vy, z]dy dx dz
ot
1

(1.5}

52 53

a) Parametrizacion de la tapa inferior S :

r [u_,v_]:= {vCos[u], vSin[u],1};0 <=u = 2P;;0 <=v < 1;

Para graficar S, y su proyeccion se ejecuta la siguiente secuencia

G1 = ParametricPlot3D[r[u, v], {u, 0,2Pi}, {v, 0,1}, BoundaryStyle = Red, Mesh — None);

D1 = RegionPlot3D[x"Z + y"Z < 1&&z < 0,{x,-2,2},{y,—2,2},{z,0,2}, AxesLabe]—
> {"X","Y","2"}, Mesh — None];

Show[G1,D1]
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Figura 6: S, y su proyeccion D,

Calculo de la normal:

n, = Dlrlu,v], (i 7, = Dr[w,v], (v}]

n = Simplify[Cross[r;,, 7;,]/Norm[Cross[r,, 1,,]]]/- {Abs[v] — v}

{0,0,—1}

Verificando la orientacién de la normal:

V2 = With[{f =[x, ¥]}, Graphics3D[Table[{{Arrowheads[.02],Arrow[{f,g = FH G = T
- 5},{t,0,2Pi,.4},{s,0,2,.5}]1];

G1 = ParametricPlot3D[r[u, v], {u, 0,2Pi},{v, 0,1}, BoundaryStyle — Red, Mesh — None];

W1 = Show[G1,V2]

prm—
I TT—— = ;ﬂ o
AR |

bl
N

b
Figura 7: Orientacion de la normal nen S,

Se observa que la orientacion es la adecuada (hacia el exterior).

Calculo de la integral de superficie:

I 2Pl ~1
ﬂ F.nds = f j Function[{u, v,w}, F[u, v, w]|[r1,r2,r3].nNorm[Cross[r,, r,]] dv du ]
1] o

(1.6)
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b) Parametrizacién de la superficie lateral S,:

s[u,v_]:= {vCos[u], vSin[u], v};

Para graficar S, y su proyeccion se ejecuta la siguiente secuencia

G2 = ParametricPlot3D[s[u, v], {u, 0,2Pi},{v, 1,2}, BoundaryStyle — Red, Mesh — None];

D2 = RegionPlot3D[1 = x"2 + y*2 < 4&&z <= 0,{x, —2,2},{y, —2,2},{z, 0,2}, BoundaryStyle
— Red, AxesLabel—> {"X","Y","Z"},Mesh — None]|;
Show[G2,D2]

Figura 8: S, y su proyeccion D,

Calculo de la normal:

sy = D[s[w, v}, {u}]; sy = D[s[w, v] {v}]

n = FullSimplify[Cross(s,, s,]/Norm[Cross[s,, 5,]] /. {Abs[v] - v}]/.{Im[u] - 0,Sign[v] - 1};

Cos[v] Sin[v] 1 )
Y, Y

Verificando la orientacion de la normal:

V3 = With[{f = s]x, ¥]}, Graphics3D[Table[{Arrowheads[.02], Arrow{{f, (n/. [u — x, v
=y + i}/ {x — t,y = 5}, {t,0,2Pi,.4}, {5, 1,2, 4}]]};

G2 = ParametricPlot3D[s[u, v], {w, 0,2Pi}, {v, 1,2}, BoundaryStyle — Red, Mesh — None];

W3 = Show[G2,V3]
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Figura 9: Orientacion de la normal n
Como en el caso anterior, se observa que la orientacion es la apropiada.

Calculo de la integral de superficie:

0 2P|
2
ﬂF ndS =f f Function[{w, v,w}, Fu, v, w]|[s1,52,53]. nNorm[Cross[s,, s,]] dvdu;
1
5;____ o

15m

2

(1.7)
c¢) Parametrizacion de la tapa superior S,

x[u_v_]:= {rCos[u],vSin[u],2}; 0 <=u = 2Pi;0 <= v = 2;

Para graficar S, y su proyeccion se ejecuta la siguiente secuencia

G3 = ParametricPlot3D[x[w, v], {u, 0,2Pi}, {v, 0,2}, BoundaryStyle — Red, Mesh — None];

D3 = RegionPlot3D[x"2 + y*2 < 4&&z <= 0,{x,—2,2},{y, —2,2},{z, 0,4}, BoundaryStyle
- Red,AxesLabel—> {"X","Y","Z"}, Mesh — None];
Show([G3, D3]

S —
-lll k_\___-_ =
III
'1I e .
1 - R
T
]L \ D, }'E{J

Figura 10: S, y su proyeccién D3
Calculo de la normal:
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xy = D[x[u, v], {u}]; x, = D[x[w, v]. {v}];

n = FullSimplify[Cross[x,, x,] /Norm[Cross[x,,, x,.]]]/- {Sign[v] - 1}

{0,0,—1}

Verificando la orientacion de la normal:

D3 = RegionPlot3D[x"2 + y*2 = 488z <= 0,{x,—2,2},{y. —2,2}.{z, 0,4}, BoundaryStyle -
Red, AxesLabel—> {"X°,"Y","Z"}, Mesh - None];

V4 = With[{f = x[x, ¥]}, Graphics3D[Table[{Arrowheads[.02], Arrow[{f, n + f}]}/ . {x = &, ¥
- 5}, {t,0,2Pi, .4}, {5,0.2,.5}]11:

W4 = Show[G3,V4]

Figura 11: Orientacion de la normal n

En este caso, observamos que la orientacion es inapropiada, por lo que se debe cambiar de signo.

Calculo de la integral de superficie:

2P
2
HF.miS = -J’ j Function|{u, v, w}, F[u, v, w]|[x1, x2,%3]. nNorm|Cross[x,, x,]] dvdu;;
3;._ 1] 2

(* El signo menos es por la orientacién inapropiada sobre la tapa superior *)

16m (1.8)

Finalmente de (1.6), (1.7) y (1.8), la integral de superficie es:

157 157
ﬂF.m:iS:—n‘— 5 + lom =
&

Concluimos que:
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Comentarios finales

1. En general, las actividades propuestas en las que se hizo uso del software Mathematica favorecieron
la visualizacion de los objetos tridimensionales involucrados en los problemas.

2. Elcomentario de varios alumnos era favorable al uso del software, pues hacian una comparacién con
el desarrollo realizado en el curso Calculo 3 donde tratan el tema de superficies. El aspecto grafico
les ayudo6 a comprender el comportamiento de los objetos tridimensionales involucrados en los teo-
remas estudiados.

3. Los alumnos tuvieron la oportunidad de ver de manera animada el comportamiento del campo y del
vector normal a la superficie, dado que el programa permite usar como parametro el campo vecto-
rial.

4. La secuencia escrita en Mathematica permite a los alumnos reemplazar el campo vectorial por otro
que cumpla con las condiciones de los teoremas de Stokes y Divergencia.

5. La representacion grafica de los objetos, sobre todo, en tres dimensiones es muy importante para
clarificar las hipétesis de los teoremas en estudio.

6. Se sugiere mostrar a los alumnos algunas funciones de Mathematica para que conozcan la filosofia de
este programa, concebido desde un punto de vista matematico.
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El contenido del documento tiene coherencia, es sélido y esta debidamente fundamentado

(solo para los articulos). Si No
Los contenidos son vigentes. Si X No
Hay rigurosidad en el uso de citas y referencias bibliograficas. Si No X

Comentario

Se han colocado las referencias bibliograficas al final de la colaboracion. Sin embargo, no se han empleado citas a lo
largo del escrito. En el caso de que se hubieran usado citas textuales o parafraseadas, es necesario incluir la referencia
dentro del texto.

¢;Sugeriria realizar algun cambio en la obra? Por favor, especifique en qué parte.

1.  Resumen: Revisar la redaccion

2. Introduccion: Detallar mas la problematica encontrada en el proceso de ensefianza aprendizaje del curso Calculo
4, si se sustenta en algln dato, tendencia en rendimiento de los estudiantes. Se podria anadir la revision hecha de
experiencias anteriores y similares empleando el software Mathematica.

3. Podria incluirse una breve descripcion del Software Mathematica. Presentarlo en mayor detalle.

4. Desarrollo: Se dice que el articulo esta dirigido a estudiantes de cuarto ciclo de EEGGCC. Sin embargo, al ser una re-
vista en docencia universitaria, también deberia estar dirigido a docentes de ciencias o incluso de otras disciplinas

5. Es recomendable afadir resultados y discusion. ;Se ha encontrado un mejor rendimiento en los estudiantes a partir
del uso de este software?

6. Seria muy interesante afadir recomendaciones que puedan ser de utilidad a profesores que deseen replicar la ex-
periencia con sus estudiantes en ese u otros cursos de ciencias.

7. Incluir las referencias bibliograficas utilizadas en el desarrollo.

Describa las fortalezas y debilidades del articulo

o  Fortaleza: los conceptos y el empleo de graficos apoyan la comprension.

. Debilidad: En algunos casos, los beneficios de la experiencia no son explicitos
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