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DETERMINANDO AUTOMORFISMOS POLINOMIAIS
ATRAVES DE SUAS FACES

Nivaldo Nunes M. Junior®*

RESUMO

Nestas notas mostramos que um R-automorfismo
em R[X;,...,X,] € unicamente determinado

pelos seus polinémios-face, onde n =z 2 e R
€ um anel reduzido, comutativo e com unidade.
Elas foram integralmente baseadas no artigo
de W.Li, em [1].

1. INTRODUGAO
Estabeleceremos 1inicialmente alguns conceitos e
resultados necessarios. No que se segue, o0s anéis

considerados sdao sempre comutativos.

Seja R um anel e I um ideal em R. O radical ou

nil-radical de I, que denotaremos por VI, é o conjunto
dado por

Vi:= {a € R; a™ € I, para algum 1 = n € 2}.

O numero n na definigdo acima pode depender de a.

* Estudante do Mestrado em Matematica no IMPA, BRASIL.



Diremos que um anel R é reduzido se V(0) = {0},
isto é, se o unico elemento nilpotente de R for o
elemento nulo.

Um conjunto parcialmente ordenado T # ¢ & dito
indutivo se todo subconjunto totalmente ordenado S < T
possuil uma cota superior em T.

O Lema de Zorn nos diz que se um conjunto parcial-
mente ordenado T é indutivo, entdo T possul um elemento
maximal. Necessitaremos do Lema de Zorn para provar a
proposicdo seguinte. Uma prova deste lema pode ser
encontrada, por exemplo, en [4].

Proposicdao 1 Seja R um anel. Entido

V() = N P
PCR
ideal primo

Corolario 1 Seja R um anel reduzido. Entdo

N pP=o0.
PCR
ideal primo

Demonstraciao da proposicao 1:

Como todo ideal contém o elemento nulo, é imediato
que todo elemento nilpotente pertence a todo ideal
primo. Logo

v(0) ¢ N P.
PCR
ideal primo

Para mostrar a outra inclusdo, vamos mostrar que se
u € R ndo é nilpotente entio existe um ideal primo em
R que ndo contém u.

Seja ¥ o conjunto de todos os ideais I que ndo
contém nenhuma poténcia de u. Como u ndo é nilpotente,
o ideal (0) ndo contém nenhuma poténcia de u e,
portanto, ¥ nio é vazio. Para A,B € ¥, considere a
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seguinte ordem parcial
Az Be A2B.

Segue-se que ¥ com esta ordem é indutivo.

Seja ¢ o elemento maximal de F dado pelo Lema de
Zorn. Temos que u ¢ ¥ e afirmamos que % ¢é um ideal
primo em R. Com efeito, sejam x,y € R tais que x,y ¢ ¥.

Entdo ¢ + (x) > 3 e dai existe m tal que u™ € ¢ + (x).
De forma andloga, existe n tal que um € % +(y). Assinm,

u™u® = u™nh e ¢ + (xy) e, como u™n g % segue-se que
xy ¢ I, mostrando que ¥ é um ideal primo. »

Lema 1 Seja R um anel com unidade e u um elemento nil-
potente em R. Entdo 1-u é um elemento invertivel em R.

Demonstragao:
Seja n € 2, tal que u® = 0. Entédo

(1-u)(1+ u +...+ unl) =

1+ u +...+urt -y - . - yrl - yn =1

e portanto 1-u é um elemento invertivel em R. "

Proposigcdo 2 Seja R um anel com unidade e f(X) € R[X],
f(X) = ag + ... + a X" Entdo f(X) € invetivel em RI[X]
se e somente se ay € invertivel e aq,...,a, sdo nilpo-
tentes em R.

Demonstragio: (=)
Seja g(X) € R[X], g(X) = by +...+ b X", tal que
f(X)g(X) = 1. Entado:
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de onde obtemos que a5 e b, sdo elementos invertiveis
em R.

Vamos mostrar que a, é nilpotente em R. Temos dois

Ccasos:
m = n
ou
n < m.

Queremos considerar um indice r tomando os valores
0,1,...,m. No primeiro caso, para todo 0 =r = m:

Cpen-r = @pbp_r * @nqb poper +...* a b_=0. (1)

No segundo caso podemos ter 0 = n < r = m, e, dail,

Cm+n-r = anbm—r +an-1b m-r+1 t...+ a Ob mtn-r 0. (2)
Afirmamos que af*lb __ = 0, para todo O = r = m. Com
efeito, para r = 0, ayb, = c,,, = 0. Suponhamos, por

indugdo, que a afirmagdo seja valida para cada 1,2,...,
r-1. Novamente temos que considerar dois casos (note
que sempre r =< m):

®r =n:
Neste caso vale a equagdo (1). Multiplicando-a por

ay, vem
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= ar+l
O =al"b, . +

a (a'b )+...+a at™2(a2b )+a a™(a b))
n-1 n m-(r-1) n-r+l n n m-1 n-r n n m

\ J

v

cada parcela é igual a O pela hipétese de indugdo
Logo, neste caso, nossa afirmagdo vale.

e n < r:
Aqui vale a equagdo (2). Multiplicando-a também por
ar, temos: '

0 = af*lp, __+a (a'b Y+...+a an(ar-n+lp )
n m n-1 n m-(r-1) On n m+n-r
)

~v"

cada parcela é igual a O pela hipétese
de indugéo

Portanto, também neste caso, nossa afirmagdo ¢é
valida.

Assim, para r = m, temos que a™lb, = 0. Como b

um elemento invertivel, a, é nilpotente em R.

[0

Decorre entdo que a X ¢é nilpotente em R[X]. Pelo

Lema 1, vem que f;(X):= f(X)-a, X" é um elemento inver-
tivel em R[X]. Repetindo o que fizemos para f,(X),
concluimos que a,_; é nilpotente e, da mesma forma, que
a,_-,...,a, também o sdo.

(&)

De a,,...,a, nilpotentes em R vem que a,X,...,a X"
sdo nilpotentes em R[X]. Notando que ay é invertivel em
R[X] e aplicando sucessivamente o Lema 1, obtemos que
ag + aX,ag + ayX + ayX2%,...,a5 + ;X +...+ a X" = f(X)

sdo elementos invertiveis em R[X]. -
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Corolario 2 Seja R um anel reduzido. Se f(X) € RI[X] €

um invertivel em R[X], entdo f = f(X) € R*, isto €&, f

€ um elemento invertivel em R.

Denotaremos por X a n-upla X;,...,X;, e por Y a
n-upla Y,.,...,Y,.

Seja R um anel e f(X) € R[X] um polinémio em n
variaveis. Os polinémios-face ou as faces de f sdo os
polinémios f(;, € R[X 4,...,X {,...,X ;1 dados por
£ LK X desfX X 0K LX),
onde &1 indica a supressdo da variavel X;.

Un R-automorfismo F = (fy,...,f ): RIX] — RI[X],
fi,...,f, € R[X] é um automorfismo em R[X] que preserva
o anel de base R, isto é, Flg= id. Se h(X;,...,X,) € um

polindémio em R[{], entdo aplicar F em h significa subs-

tituir cada uma das indeterminadas X; pelos polinémios
fi(X). Mais explicitamente:

F(R(Xy, ..., X)) = h(f (X),...,£,(X)) e RIX].

As faces do R-automorfismo F sdo os polinémios f; ;).

2 O TEOREMA

O objetivo destas notas €& mostrar que um R-automor
fismo em R[X] é determinado unicamente pelas suas

faces. Mais precisamente:

Teorema 1 (Wei Li [1]) Seja R um anel reduzido,
comutativo e com unidade. Sejan F = (f,,...,f_ ),

F'= (f},...,f3):R[X]— RI[X] R-automorfismos, com n z 2.

Se F e F’ tem as mesmas faces, isto é, fi”) = f;(”

’

para todo i, j, entdo F = F’.

76



Em outras palavras, este teorema nos diz que dados
os n? polinémios fi(j)» se existir um R-automorfismo F

tal que suas faces sejam exatamente estes polindémios,
entdo ele é o Unico com esta propiedade. Mais ainda, se
R é um corpo, entdo é possivel reconstruir F a partir
dos fiU) e a reconstrugdo é efetiva(pode ser realizada

num numero finito de passos). O artigo de Kwiecihski[5]
mostra como fasé-lo.

A condigcdo de que R seja reduzido é, num certo
sentido, a melhor possivel, como serd mostrado através
de um exemplo ao fim destas notas.

Para provarmos o teorema necessitamos de um lema, o
qual & devido, com ligeiras mdificacdes, a um dado por
van den Essen, em [2].

Lema 2 (van den Essenl[2]) Seja F=(fy,...,f,):R[X]—>RI[X]
um R-automorfismo e G=(g,,...,g,) o seu inverso. Sejam
I:::(Yl - fl()_()""’yn - fn(z))R[X:Z]!

Jr=(Xy - g (Y), ..., X, - 8,(Y)IRIX,Y].

Entdo I=J.
Demonstragao
De G=F7!, temos que g;(f;(X),...,f (X)) = X;.
Escrevemos f; = f;(X). Entdo, para cada i =1,...,n,
temos:
g (Y1, -->Yy) =¥ cte.y,*1. .y %
Escrevendo Yj = (Yj~fj) +fj, segue-se que
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g Yy, ..., Y) = g ((Yy=F,) + £, ..., (Y =f )+f,)
= T cte. ((Y;=£,)+F )%, (Y ~F)+f)P)

n
=Y a;;(X,Y)(Y;-f)+ } cte.flal___fn“n
j=1 L )

v

gi‘fl,...,ﬁ )

com a;;(X,Y)eR[X,Y]. A Ultima expressdo foi obtida agru
pando-se os termos que contém (Y;-f;) e os que contém

poténcias do tipo f?l..,f:"(usando o binémio de Newton;
note que estamos trabalhando em anéis comutativos).Dai:

g Yy, Y)=gy (£,00), .., £,(X)) = Fa, , (X,Y) (Y ,~f, (X))el
j=1
Como g;(f,(X),..,f (X))=X;, vem que X;-g;(Y,,..,Y )el,

i=1,..,n. Logo J € I.
De forma anadloga, obtemos I € J. Portanto, I = J. ™

Demonstracdo do teorema:
Sejam G = (g,,...,g,), G = (g},...,g,) os R-automor-
fismos inversos de F e F’ respectivamente. Pelo lema 2,

Ii=(Yy-f,(X), ..., Y ~f ,(X))RIX,Y] =
(X1-g1 (YD, ..., Xy=gn (Y)IRIX, Y] =: J.
Se jam
Il = (Yl_fl(l)""Yn—fn(l))R[X 2,..,X n,z], (3)

Jy o= (g (Y), X-85(Y), ., X-g, (Y)IRIX,, .., X, Y],

os lideais obtidos fazendo-se X,=0. Afirmamos que I,=J,.
Com efeito, seja H(l):R[Z’Z] — RIX,,...,X Z] a

'y i

projecdo que faz as associacles
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Xy — 0,
Xy — X;, i=2,...,n,
Yj — Yj, Jj=1,...,n.

M,y € um homomorfismo sobrejetor. Logo, se
H = (hy,...,h )RIX,Y] & um ideal em RIX,Y], com

hy,...,h € R[X,Z], entdo

H(l)(H) = (H(l)(h 1),..,H (1)(h n))R[X 2,..,X n,Z].

Assim, Ty, (I)=I; e M,,(J)=J ;. Como I=J, entédo
I y=J 4, o que mostra que nossa afirmagdo é verdadeira.

Similarmente
(Yi-fiays - YpfaIRIX 5,00, X Y] =
(81 (Y), Xomgs (Y), ..., Xy=gh (Y)IR[Xa, . . ., Xy, Y], (4)
Por hipétese, fy(;, = fi(,, para todo i. Portanto, de
(3) e (4),
(g1 (Y), Xp-g,(Y), .. ., X —g, (Y)IR[X,, .. ., X, Y] =

(83 (Y),Xpmg5(Y), ..., Xy-gh (Y)IR[Xs, . . ., Xy, Y1
Logo podemos escrever

g1(Y) = gy (¥) + ¥ u (g} (1)),

i=2
onde u,; € R[Xz,...,X;,Z].
Fazendo a substituigéo
Xy — gi(z), i=2,...,n
Yj — Yj, J=1,...,n
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obtemos
g1 (¥)=a, (Y)g} (¥),
onde a; = a,(Y) € R[Y] (as variaveis X; presentes em u,
foram substituidas pelos polinémios g;(Y) que possue
somente variaveis em Y). '
De maneira analoga concluimos que
g1 (Y)=b; (Y)g,(Y),
com by=b,(Y) € RIY]. Entéo

gl(Z)=alb1g1(Z) = (1-a1b1)g1(Z) = 0. (5)

Fazendo a substituicado
Y, — fi(Z), i=1,...,n
em (5) e escrevendo f;=f;(Y), temos que

(1-ay(fy, ..., £ )b (fy,. .., £))g (fy,...,f) =0 =
(1-8,b])Y, = 0 &,b = 1,

onde d&;=a;(f;(Y),...,f (Y)) e by=b (£f;(Y),... £ (Y)).
Entdo &; é um elemento invertivel em R[Z]. Como R é

reduzido, temos, pelo Corolario 2 que &, € um elemento
invertivel em R.

Como &,=F(a;) € R*, temos que G(F(a,))=a; R* (pois G
é um R-automorfismo), ou seja, a; € um elemento inver-

tivel em R.
Procedendo de maneira andloga, obtemos:

gz(Z) = azg’z (z) >

gn(Z) = an8, (Z) ’
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onde a,,...,a. sdao elementos invertiveis de R. Entéo,
2 n
para cada i=1,...,n, temos

fila;8),...,a,80) = £i(gy,....8,) = X; = fi(gl,....g.).

Aplicando F’ (isto é, fazendo X; +— f}), vem

fila g (F (X)), ..., a.80(F (X)) =
(g (F(Y)),...,g4a(F (X))
s filayXy,...,a.%,) = £1(Xq, ..., Xy), i=1,...,n. (6)

Para um dado i fixo, queremos mostrar que a;=1.

Vamos assumir, por um momento, que R é um dominio.

Cada polinémio h € R[X] pode ser visto como um ele-

mento do anel de polindmios R[xl,...,?i,...,xn][xi] e

dai ser escrito como

h(X;) = cotc X;+. .. +c XD,
onde cg,...,c, € RIX;,...,%;,...,X,]. Dito isso, afir-
mamos que existe j, 1=j=n, tal que o coeficiente ¢, de
X, em fJ possui termo constante ndo nulo. De fato,

suponhamos que isso ndo acontega. Ora, se p, q sao
polindémios sem termos constantes e r é um polinémio
qualquer, entdo p+tq e p.r sdo polindémios sem termos

constantes. Entdo, para todo heRI[X,,..,X,], a imagen de
h por F, h(fy{(X),...,f (X)), é tal que o coeficiente de
X; € um polindmio em R[XP...,?p...,Xn] sem termo

constante. Isso significa que ndo existe h € R[{] tal

que F(h)=X;, o que contradiz o fato de que F ¢é
sobre jetiva. Logo, nossa afirmacgido vale.
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Agora, para um k # i qualquer (que existe pois nz2),
O¢fj(..,Xk_1,O,Xk+1,..) = f}(..,X k120X pi1r- - ).

(fj(k) € ndo nulo porque o coeficiente X ; de f; possui

termo constante nio nulo).
Da equacdo (6) temos também que

FiC 80X 100,28 a1X japs - )=F5 00X 1 1,0,X g, )

Comparando os coeficientes de X;, considerando que R é
um dominio e como escolhemos f; tal que o coeficiente
de X; em f; € ndo nulo, vem que a;=1.

Voltemos ao caso em que R é um anel reduzido. Seja P
um ideal primo em R. Entdo R:=R/P é um dominio. Seja a,
a classe de equivaléncia de a; e ;i e E; os polinémios

correspondentes a f; e f} em ﬁ[{] respectivamente.Entdo

F e F°’ tem as mesmas faces, e, como R é um dominio,

concluimos, pelo que fizemos acima, que a;=1, i=1,..,n,
isto é, a;-1 € P. Como P é um ideal primo arbitrario,
temos que

a; - 1e N P=V(0)={0},
PCR
ideal primo

pelo Corolario 1. Logo a;=1 para cada i e, conseqliente-
mente, o teorema esta provado. m

3 EXEMPLOS

Exemplo 1.
Mostraremos agora que se R ndo for reduzido, o
Teorema ndo vale em geral.

Seja a € R tal que a2-0, a#0. Entdo F:=(f,,f,)
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£1(X,X,) = X +aX,X,
fz(XI,XZ) XZ

define um R-automorfismo em RI[X,,X,], cuja inversa
G=(g,,83) é

g,(X1,X5) 1= Xy-aX X,

g5(X1,X5) X5.

Note que se a2 fosse diferente de 0, F ndo seria um
R-automorfismo. As faces de F sdo:

f1(1)=0, fo1)=X 5,
127X 1» f5(2)=0.

Observe que f:=(f;,f;) dado por f;:=X1, f;:=X2 é um
R-automorfismo distinto de F com as mesmas faces.

Exemplo 2.

Quando definimos as faces de um polindmio, o fizemos
“zerando”apenas uma de suas coordenadas e exigindo nz2.
Assim, a cada polinémio em RI[X,,...,X,] temos n faces
associadas. Poderiamos pensar em definir“faces duplas”,
“zerando” duas de suas coordenadas, (e exigindo, ¢é
claro, nz3). De modo geral, definimos as k-faces de un
polindémio em R[Xl,...,Xn], comn =z k + 1, como sendo os
polindmios definidos“zerando-se” k de suas coordenadas.
Temos, entido, (g) faces associadas.

0 seguinte exemplo mostra que para k-faces, k > 1,

nzk+ 1, F:=(f;,...,f,) o teorema ndo vale:
£ Xy, oo, X) = Xy+aX,. .. X,
f2(X1,...,Xn) = X2
Xy, ., X) = X,
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As k-faces de F sido:

X,, se ie¢{iy,..., i}
f =
LAL EEREEY 0, se ie{iy,..., I}
O R-automorfismo ?:=(f;,...,f;) dado por:
£i(Xy,...,X )= X,, i=1,...,n

€ evidentemente distinto de F e possui as mesmas
k-faces.
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