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DETERMINANDO AUTOMORFISMOS POLINOMIAIS 

ATRAVtS DE SUAS FACES 

Nivaldo Nunes M. Júnior* 

RESUMO 

Nestas notas mostramos que um R-automorfismo 
em R[X1 , ••• , Xnl é unicamente determinado 
pelos seus polinómios-face, onde n ~ 2 e R 
é um anel reduzido, comutativo e com unidade. 
Elas foram integralmente baseadas no artigo 
de W. Li, e m [ 1 1 . 

1. INTRODUC;AO 

Estabeleceremos inicialmente alguns conceitos e 
resultados necessários. No que se segue, os anéis 
considerados sao sempre comutativos. 

Seja R um anel e I um ideal em R. O radical ou 

nil-radical de I, que denotaremos por 17, é o conjunto 
dado por 

17:= {a E R; an E I, para algum 1 ~ n E 2}. 

O número n na defini~ao acima pode depender de a. 
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Diremos que um anel R é reduzido se ..rroT = {O}, 
isto é, se o único elemento ni !potente de R for o 
elemento nulo. 

Um conjunto parcialmente ordenado T '*- if> é di to 
indutivo se todo subconjunto totalmente ordenado S e T 
possui urna cota superior em T. 

O Lema de Zorn nos diz que se um conjunto parcial­
mente ordenado T é indutivo, entao T possui um elemento 
maximal. Necessitaremos do Lema de Zorn para provar a 
proposic;:ao seguinte. Urna prava deste lema pode ser 
encontrada, por exemplo, en [4]. 

Proposi~áo 1 Seja R um anel. Entao 

..rror = n P. 
PeR 

idea 1 primo 

Corolário 1 Seja R um anel reduzido. Entao 

n P =o. 
PeR 

ideal primo 

Demonstra~áo da propos1~ao 1: 
Como todo ideal contém o elemento nulo, 

que todo elemento nilpotente pertence a 
primo. Lago 

v'TIIT e n p o 

PeR 
ideal primo 

é imediato 
todo ideal 

Para mostrar a outra inclusao, vamos mostrar que se 
u E R nao é nilpotente entao existe um ideal primo em 
R que nao contém u. 

Seja 'ff o conjunto de todos os ideais 
contém nenhuma potencia de u. Como u nao é 
o ideal (O) nao contém nenhuma potencia 
portante, 'ff nao é vazio. Para A,B E 'ff, 
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seguinte ordem parcial 

A :::: B ~ A 2 B. 

Segue-se que ~ com esta ordem é indutivo. 
Seja J o elemento maximal de ~ dado pelo Lema de 

Zorn. Ternos que u ~ J e afirmamos que J é um ideal 
primo em R. Com efeito, sejam x,y e R tais que x,y ~ ~-

Entao J + (x) > J e daí existe m tal que um e J + (x). 
De forma análoga, existen tal que un e J +(y). Assim, 
umun = um+n e J + ( xy) e, como um+n ~ J, segue-se que 
xy ~ I, mostrando queJé um ideal primo. • 

Lema 1 Seja R um anel com unidade e u um elemento nil­
potente em R. Entao 1-u é um elemento invertível em R. 

Demons tracra o : 
Seja n e Z+ tal que un = O. Entao 

( 1-u) ( 1 + u + ... + un-1) = 

1+ u+ ... + un-l -u- ... - un-l -un= 1 

e portante 1-u é um elemento invertível em R. • 
Proposicrao 2 Seja R um anel com unidade e f(X) e R[X], 
f(X) = a0 + ... + anxn. Entao f(X) é invetível em R[X] 

se e somente se a0 é invertível e a 1 , .•• ,an sao nilpo­

tentes em R. 

Demonstracrao: (~) 

Seja g(X) e R[X], g(X) = b0 + ... + bmxm, tal que 
f(X)~(X) = l. Entao: 
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e o aobo = 1 

el := aobl + albo = o 

cn+m := anbm = o 

de ande obtemos que a o e b0 sao elementos invertí veis 
e m R. 

Vamos mostrar que an é nilpotente em R. Ternos dais 
casos: 

{: 
~ n o u 
< m. 

Queremos considerar um índice r tomando os valores 
0,1, ... ,m. No primeiro caso, para todo O~ r ~m: 

Cm+n-r = anbm-r + an-1 b m-r+l + · · · + a n-rb m = O· ( 1 ) 

No segundo caso podemos ter O ~ n < r ~ m, e, daí, 

Afirmamos que a~+ 1 bm-r = O, para todo O ~ r ~ m. Com 

efeito, para r = O, anbm = cn+m = O. Suponhamos, por 
indu~ao, que a afirma~ao seja válida para cada 1,2, ... , 
r-1. Novamente ternos que considerar dois casos (note 
que sempre r ~m): 

• r ~ n: 
Neste caso vale a equa~ao ( 1). Multiplicando-a por 

a~, vem 
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o = a~+lbm-r + 

a carb )+ ... +a ar-2(a2b )+a ar-l(a b ) 
n-1 n m-(r-1) n-r+1 n n m-1 n-r n n m 

cada parcela é igual a O pela hipótese de indu~ao 

Lago, neste caso, nossa afirmaGao vale. 

• n < r: 
Aqui vale a equaGao (2). Multiplicando-a também por 

a~. temas: 

o= ar+1b +a (arb )+ ... +a ancar-n+1b 
n m-r n-1 n m- (r-1) O n n m+n-r 

Portanto, 
válida. 

cada parcela é igual a O pela hipótese 
de indu~ao 

também neste caso, nossa afirmaGao é 

Assim, para r = m, temas que am+1b0 = O. Como b0 é 

um elemento invertível, an é nilpotente em R. 

Decorre entao que anxn é nilpotente em R[X]. Pelo 

Lema 1 , vem que 
tível em R[X]. 

f 1(X):= f(X)-anxn é um elemento inver­
Repetindo o que fizemos para f 1 (X), 

concluímos que an-l é nilpotente e, da mesma forma, que 

an-2• ... 'al também o sao. 
( ~) 

De a1, ... ,an nilpotentes em R vem que a1X, ... ,anxn 

sao nilpotentes em R[X]. Notando que a0 é invertível em 
R[X] e aplicando sucessivamente o Lema 1, obtemos que 
a0 + a1X,a0 + a 1X + a 2X2, ... ,a0 + a1X + ... + anxn = f(X) 

sao elementos invertíveis em R[X]. • 
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Corolário 2 Seja R um anel reduzido. Se f(X) E R[X] é 

um invertivel em R[X], entao f = f(X) E R*, isto é, f 

é um elemento invertivel em R. 

Denotaremos por X a n-upla X1 , ... , Xn e por Y a 

n-upla Y1 , ... ,Yn. 
Seja R um anel e f(X) E R[X] um polinomio em n 

variáveis. Os polinómios-face ou as faces de f sao os 

polinomios fcil E R[X 1• ... ,X l• ... ,X nl dados por 

f (X , .. ,X , .. ,X ):=f(X , .. ,X ,O,X , .. ,X), 
(l ) 1 i n 1 l-1 i + 1 -n 

onde xi indica a supressao da variável xl. 
Un R-automorfismo F = (f1 , ... ,fn): R[~] ~ R[~], 

f 1 , ... ,fn E R[~] é um automorfismo em R[~] que preserva 

o anel de base R, isto é, FIR= id. Se h(X1 , ... ,Xn) é um 
polinomio em R[X], entao aplicar F em h significa subs-

tituir cada urna das indeterminadas xl pelos polinomios 
f1 (~). Mais explícitamente: 

F(h(X1 , ... ,Xn)) = h(f1 (~), ... ,fn(~)) E R[X]. 

As faces do R-automorfismo F sao os polinomios f 1 CJ>. 

2 O TEOREMA 

O objetivo destas notas é mostrar que um R-automor. 
fismo em R[X] é determinado unicamente pelas suas 

faces. Mais precisamente: 

Teorema 1 (Wei Li [ 1]) Seja R um anel reduzido, 
comutativo e com unidade. Sejan F = (f1 , •• • ,fn), 

F'= (fí··· .,f~):R[~]~ R[~] R-automorfismos, com n ~ 2. 

Se F e F' tem as mesmas faces, isto é, f 1 CJl = fj Cjl 

para todo i,j, entao F = F'. 
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Em outras palavras, este teorema nos diz que dados 

os n2 polinomios f 1 <J>, se existir um R-automorfismo F 

tal que suas faces sejam exatamente estes polinomios, 
entao ele é o único com esta propiedade. Mais ainda, se 
R é um corpo, entao é possível reconstruir F a partir 
dos fi(J) e a reconstru~ao é efetiva(pode ser realizada 
num número finito de passos). O artigo de Kwiecinski[S] 
mostra como fase-lo. 

A condi~ao de que R seja reduzido é, num certo 
sentido, a melhor possível, como será mostrado através 
de um exemplo ao fim destas notas. 

Para provarmos o teorema necessitamos de um lema, o 
qual é devido, com ligeiras mdifica~oes, a um dado por 
van den Essen, em [2]. 

Lema 2 (van den Essen[2]) Seja F=(f1 , ••• ,fn):R[~]-7R[~] 

um R-automorfismo e G=(g 1 , •• • ,gn) o seu inverso. Sejam 

I:=(Y1 - f1 (~), ••• ,Yn- fn(~))R[~,~], 

J:=(Xl- gl(~),. · · ,Xn- gn(~))R[~,~]. 

Entao I=J. 

Demonstrac;ao 
De G=F-1 , ternos que g¡(f1 (~), ... ,fn(~)) = X1 . 

Escrevemos f 1 = f 1 (~). Entao, para cada i = 1, ... ,n, 

ternos: 
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g 1 (Y1 , ... ,Yn) = g 1 ((Y1-f1 ) + f 1 , ... ,(Yn-fn)+fn) 

a a 
= L cte. ((Y1-f1 )+f1 ) 1 ... ((Yn-fn)+fn) n) 

com a 1 J(~.~)eR[~.~]. A última expressao foi obtida agrg 

panda-se os termos que contém (Y J-f J) e os que contém 

potencias do tipo f~l ... f~n(usando o binomio de Newton; 

note que estamos trabalhando emanéis comutativos).Daí: 

n 
g 1 (Y 1' .. , Y n)-g 1 ( f 1 ( ~) , .. ,f n ( ~) ) = [a 1 j ( ~, ~) (Y j-f j ( ~) ) e I 

j= 1 

Como g 1 (f1 (~), .. ,fn(~))=Xi' vem que X1-g 1 (Y1 , .. ,Yn)e1, 

i=l, .. ,n. Logo J ~ I. 
De forma análoga, obtemos I ~ J. Portanto, I = J. • 

Demonstra~ao do teorema: 
Sejam G = (g1 , ... ,gn), G'= (g~, ... ,g~) os R-automor-

fismos inversos de F e F' respectivamente. Pelo lema 2, 

Sejam 

1 1 := (Y1 -fuu···•Yn-fn<t>)R[X 2 , .. ,X n'~], (J) 

Jl := (gl(~),X2-g2(~), .. ,Xn-gn(~))R[X2, .. ,Xn,~], 

os ideais obtidos fazendo-se X1=0. Afirmamos que I 1=J1 . 

Com efeito, seja IT¡ 1 ¡:R[~,~] ~ R[X2 , ... ,Xn,~] a 

proje~ao que faz as associa~6es 
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xl 1----7 O, 

xi 1----7 xi, i=2, ... ,n, 

yj 1----7 yj' J=l, ... ,n. 

TI<ll é um homomorfismo sobrejetor. Lago, se 
H = (h1 , ... ,hn)R[~.~l é um ideal em R[X,Y], com 

h 1 , ... ,hn E R[X,Y], entao 

TI<u(H) = (TI<u(h 1 ), .. ,TI <ll(h n))R[X 2 , .. ,X n•~]. 

Assim, rr<ll (I)=I 1 e rr<ll (J)=J 1 . Como l=J, entao 
I 1=J 1 , o que mostra que nossa afirma~ao é verdadeira. 

Similarmente 

(Y1-fi(ll• ... ,Yn-f~<u)R[X 2 , ... ,X n•~] = 

(gi(~),X2-g2(~) •... ,Xn-g~(~))R[X2 , ... ,Xn.~l. (4) 

Por hipótese, fl<ll = fio>• para todo i. Portante, de 
(3) e (4), 

(gl (~) ,X2-g2(~) • · · · ,Xn-gn(~) )R[X2, · · · ,Xn.~1 -

(gi (~) ,X2-g2 (~) • · · · • Xn -g~ (~) )R [X2, · · · ,Xn, ~] · 

Lago podemos escrever 

n 

gl (~) = u1gi (~) + L ui (Xi -gi (~)) • 
i=2 

ande u 1 E R[X2 , ... ,Xn.~l. 

Fazendo a substitui~ao 

X1 1----7 gi (~), i=2, ... , n 

YJI----?YJ, J=l, ... ,n 
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obtemos 

onde a 1 = a1 (~) E R[Y] (as variáveis X1 presentes em u1 

foram substituídas pelos polinomios gi(~) que possue 

somente variáveis em Y). 

De maneira análoga concluímos que 

com b 1=b1 (~) E R[Y]. Entao 

gl (~)=alblgl (~) o9 (1-albl )gl (~) = O. (5) 

Fazendo a substitui~ao 

em (5) e escrevendo f 1 =f 1 (~), ternos que 

(1-al(fl, · · · ,fn)bl(fl, · · · ,fn))gl(fl, · · · ,fn) O o9 

C1-a 1 b~)Y1 =o o9 a 1b 1= 1, 

ande a 1=a 1 (f1 (~), ... ,fn(~)) e b 1 =b 1 Cf1 (~), ... ,fn(~)). 
Entao a 1 é um elemento invertível em R[Y]. Como R é 

reduzido, ternos, pelo Corolário 2 que a 1 é um elemento 

invertível em R. 
Como a 1=F(a1 ) E R*, ternos que G(F(a1 ))=a1 R* (pois G 

é um R-automorfismo), ou seja, a 1 é um elemento inver­
tível em R. 

Procedendo de maneira análoga, obtemos: 
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ande a 2 , ... , an sao elementos invertíveis de R. Entao, 
para cada i=l, ... ,n, ternos 

Aplicando F' (isto é, fazendo X1 ~ fi), vem 

fi (a 1gi (F' (~)), ... , ang~ (F' (~))) = 

fi Cgi (F' C_r)), ... , g~ (F' (~))) 

=* f 1 (a1X1 , ... ,anXn) = fi(X1 , ... ,Xn), i=l, ... ,n. (6) 

Para um dado i fixo, queremos mostrar que a 1=1. 

Vamos assumir, por um momento, que R é um domínio. 

Cada polinomio h E R[X] pode ser visto como um ele-

mento do anel de polinomios R[X1 , ... ,X1 , ••• ,Xn] [X1 ] e 

daí ser escrito como 

ande c 0 , ... ,cn E R[X1 , ... ,Xi' ... ,Xn]. Dito isso, afir­

mamos que existe J, l~J~n. tal que o coeficiente c 1 de 

X1 em fJ possui termo constante nao nulo. De fato, 
suponhamos que isso nao acontec;a. Ora, se p, q sao 
polinomios sem termos constantes e r é um polinomio 
qualquer, en tao p+q e p. r sao polinomios sem termos 
constantes. Entao, para todo hER[X1 , .. ,Xn], a imagen de 
h por F, h(f1 (~), ... ,fn(~)), é tal que o coeficiente de 

X1 é um polinomio em R[X1 , .•• ,X1 , ... ,Xn] sem termo 
constante. Isso significa que nao existe h E R[X] tal 

que F(h)=X1 , o que contradiz o fato de que F é 

sobrejetiva. Lago, nossa afirmac;ao vale. 
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Agora, para um k~ i qualquer (que existe pois n~2), 

O~f J ( .. , Xk_ 1 , O, Xk+ 1 , .. ) = fj ( .. , X k-1 , O, X k+ 1 , .. ) . 

(f J !kl é nao nulo porque o coeficiente X 1 de f J possui 
termo constante nao nulo). 
Da equa~ao (6) temas também que 

f j ( .. , ak_1Xk_ 1 , O, a k+ 1X k+ 1 , .. )=fj ( .. , X k-1 , O, X k+ 1 , .. ) 

Comparando os coeficientes de X1 , considerando que R é 
um domínio e como escolhemos f j tal que o coeficiente 

de X1 em fJ é nao nulo, vem que a 1=1. 
Voltemos ao caso em que R é um anel reduzido. Seja P 

-
um ideal primo em R. Entao R:=RIP é um domínio. Seja a 1 

a classe de equivalencia de a 1 e f 1 e fi os polinomios 

correspondentes a f 1 e fi em R[X] respectivamente.Entao 
- - -
F e F' tem as mesmas faces, e, como R é um domínio, 

-
concluímos, pelo que fizemos acima, que a 1=1, i=l, .. ,n, 

isto é, a 1-1 E P. Como P é um ideal primo arbitrário, 
ternos que 

PCR 
idea 1 primo 

pelo Corolário l. Lago a 1=1 para cada i e, 
mente, o teorema está provado. 

3 EXEMPLOS 

Exemplo 1. 

conseqüente-

• 

Mostraremos agora que se R nao for reduzido, o 
Teorema nao vale em geral. 

Seja a E R tal que a 2=0, a~O. Entao F:=(f1 ,f2 ) 
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f 1(X1,X2) := X1+aX1X2 
f 2(X1,X2) := X2 

define um R-automorfismo em R[X1,X2], cuja inversa 

G=(gl,g2) é 

g1(X1,X2) := X1-aX1X2 
g2(X¡ ,X2) : = X2. 

Note que se a2 fosse diferente de O, F nio seria um 
R-automorfismo. As faces de F sio: 

f¡ (1)=0, 

f112>=X 1• 

f 2!u=X 2• 
[2(2)=0. 

Observe que F:=(f~,f;) dado por f 1 :=X1, f 2:=X2 é um 
R-automorfismo distinto de F com as mesmas faces. 

Exemplo 2. 
Quando definimos as faces de um polinomio, o fizemos 

"zerando"apenas urna de suas coordenadas e exigindo n~2. 
Assim, a cada polinomio em R[X1, ... ,Xn] ternos n faces 
associadas. Poderíamos pensar em definir"faces duplas", 
"zerando" duas de suas coordenadas, (e exigindo, é 
claro, n~3). De modo geral, definimos as k-faces de un 
polinomio em R[X1, ... ,Xn], com n ~k+ 1, como senda os 
polinomios definidos"zerando-se" k de suas coordenadas. 
Ternos, entio, (~) faces associadas. 

O seguinte exemplo mostra que para k-faces, k> 1, 
n ~k+ 1, F:=(f1, ... ,fn) o teorema nio vale: 

f 1(X1, ... ,Xn) := X1+aX2 ... Xn 

f 2CX1, ... ,Xn) := X2 

83 



As k-faces de F sao: 

{

Xi' se iliHi 1 , ... ,ik} 
f 1 < 11 , .. · , k > = o, se i E { i 

1 
, ••• , i k} 

O R-automorfismo F:=(f~, ... ,f:) dado por: 

é evidentemente distinto de F e possui as mesmas 
k-faces. 
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