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I. Introduccion

En el lenguaje de los fisicos, el término “fenome-
nologia” se usa para describrir ese procedimiento hoy
tan comin de la investigacién, que consiste en intro-
ducir de modo mas o menos arbitrario nuevos términos a
una ecuacién o expresidén conocida, a fin de dar cuenta
mediante ellos de ciertos fendmenos observados que
escapaban al rango de predicciones de la ecuacidén o
expresién original.

Se habla entonces de “modelos”, en contraposicién a
las “teorias”, para remarcar su caracter restringido y
seguramente provicional, el cual se espera superar en
el marco de una teoria consistente, obtenida como am-
pliacién de la original, si ello fuera necesario.

Uno de esos modelos es el de London, el cual da
cuenta de algunos aspectos del fendémeno conocido como
“superconductividad” {1]. Si bien se trata de un modelo
ya bastante antiguo (data de 1935) e incluso obsoleto
por no estar formulado en el marco de la mecdnica
cuantica [5], ha quedado sin embargo como ejemplo de
procedimiento fenomenolégico en la Fisica [6].

El propésito de este articulo es mostrar cémo en
realidad el modelo de London estaba ya contenido en los
principios basicos de 1la teoria que se supone seria
necesario modificar,esto es, la teoria electrodinadmica.
En lugar de introducir ecuaciones adicionales, bastara
analizar con cuidado las consecuencias matematicas de
haber asumido que una particula cargada se mueve bajo
la accién de un campo electromagnético a lo largo de
una curva que le dé a la 1llamada “integral de accién”
un valor extremal.

Este es el punto de partida para obtener las ecua-

ciones de movimiento, que no son otras que las de
Euler-Lagrange, del Calculo Variacional.
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Siguiendo el camino trazado por los matematicos al
desarrollar dicho campo, se llega a las ecuaciones que
en la fisica se introducen “fenomenoclégicamente” y no
como consecuencia légica de principios basicos.

II. El modelo de London

Existen ciertos materiales que al ser enfriados por
deba jo de una cierta temperatura critica (Tc), dejan de
ofrecer resistencia al paso de la corriente eléctrica:
se vuelven “superconductores”. Pero no sélo es el hecho
de ser “conductores perfectos” lo que caracteriza a los
superconductores; ademds muestran el 1llamado “efecto
Meissner” [1]: no permiten la existencia de un campo
magnético en su interior. Si este existia antes de que
el material pase a ser superconductor, sera expulsado
del interior del mismo cuando la temperatura se lleve
por debajo de Tc. Por supuesto, el campo magnético no
pasa de un valor finito en el exterior del material a
cero en el interior, sino que decae exponencialmente,
siendo apreciable hasta una cierta “profundidad de
penetracién”.

Para explicar estos fendémenos los' hermanos London
[2] introdujeron “fenomenolégicamente” las ecuaciones

2

aj — ne _
o+ P Vp = — E (1)
at m
2
- - ne _
Vx j=-—B (2)
mc

que nos dicen cémo se comportan los portadores de carga
(electrones) del superconductor bajo la influencia del

campo electromagnético descrito por E y B. Los electro-
nes vienen descritos por Jj y p, densidad de corriente
y de carga, respectivamente, y que se relacionan con n
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(numero de cargas por cm3), m (masa de las cargas) y e
(carga) de la manera habitual (J = pv, Vv = velocidad).

De (1) y (2) Jjunto con las ecuaciones (de Maxwell)

que rigen el comportamiento de E y B, se obtienen como
consecuencia los fendémenos experimentalmente observa-
dos, caracteristicos de la superconductividad.

Como (1) y (2) fueron introducidas ex-profeso, se
habla de “modelo”. Queremos mostrar que en realidad
dichas ecs. son consecuencias de la teoria.

III. Condiciones de integrabilidad y las ecuaciones
de London

El principio basico de la teoria electromagnética es
un principio variacional: la curva que una particula
cargada describe cuando es sujeta a la accién de un
campo electromagnético dado, es aquella que da a la
“integral de accién”

I=J-Ldt (3)

un valor extremal [3,4]. El lagrangiano L esta, en este
caso, dado por

e
LixM, x*) = me(n M xH)% + 2 A (x) M (4)
uv c H

(g,v = 0,1,2,3)

n =0 si u=zv)
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y A“(x) es el cuadrivector que representa el campo

electromagnético a través del tensor:

F =8 A -03A (5)
we - wv Tvip

(F =E ; F =¢ B ; 1i,j,k = 1,2,3).
0i i ij ijk  k

Asi planteado,el problema es “relativista”, mientras
que las ecuaciones de London son no-relativistas; es
decir, valen para velocidades pequefias comparadas con
la de la luz (las cargas en el superconductor se mueven
con velocidades bajas frente a ¢ = 300,000 Km(seg).

Las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema(3) son

M
d'x e dx
= - — nvoF S (6)

ol
de mc2 dv

donde hemos elegido el parametro T de nuestra curva
extremal, de tal modo que se cumple que

n  x* %Y =1 (7)

a lo largo de ella. Esto es siempre posible, pues
nuestro lagrangiano L es homogéneo de primer orden en

<M.
Poniendo x0 = ct, nuestro cuadrivector “velocidad”
es
* = y(1, v/c) (8)
donde
dx 1/2
v = a; ;X = (xl,xz,xa) i oy = (1 - vz/cz) .
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. _ 2,2
De aqui se ve que para el limite v /c  « 1 las ecua
ciones de Euler se reducen en el caso v =1,2,3 a

av

dt

B) (9)

210
I
+
o | <

que es la conocida ecuacién de Lorentz; mientras que la
ecuacidén para v = 0 es consecuencia de las otras tres,
dado que L es homogéneo.

Ahora bien, la ecuacidén de Euler-lLagrange no repre-
senta sino una de los tres posibles caminos que llevan
a resolver el problema variacional.Ella es consecuencia
de exigir las condiciones de integrabilidad

8% s 8% s
= (10)
ax” ax” axV 6x“
a la funcién S = S(x“), solucidén de la ecuacidén de
Hamilton-Jacobi:
H(xM, 8,8) =0 (11)

A su vez, esta ecuacién se obtiene en el marco de la
formulacién de Carathéodory del Calculo variacional, a
partir de la construccién de un campo de “curvas opti-
males” (aquellas que hacen I extremal) representado por

o= VY.

Es a partir de este campo que se introduce S(x“),
la cual cumple

as  aL(xV,vV(x"))
= (12)

axM avt
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Si restringimos nuestras condiciones a un dominio
simplemente conexo (y ello es necesario en el Calculo
Variacional), entonces las condicones de integrabilidad
se expresan por

8 8L 8 8L
( ) - (—) =0 (13)

ax“ av” 6xv av“

en todo el dominio (x“).

Pero de aqui sigue que

e
8 v -8 v +— (8 A -8 A)=0 (14)
TR v 2 MY v ou

sobre cada curva extremal x“ = x“(r).

Para ver que de aqui obtenemos las ecuaciones de
London, en el limite vi/c? « 1, multiplicamos (14) por

ne y ponemos j“ = ne v“ (densidad de corriente):

ne2
8 j -8 j +—I(8A
M v v Tu 2 KV
mc

-8A)=0 (15)
v

Como A“= (¢,—K) en la notacién tridimensional usual
en fisica:
. ) ne
aiJk - ak Ji = _(—m?)(alAk - 6](Ai) i,k = 1,2,3

que en notacidén vectorial se lee
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la cual, como vemos, no es otra que la ecuacidén de
London (2).

Poniendo luego g = o0, v = k = 1,2,3 en (15) obte-
nemos la otra ecuacién de London:

5 ] ne® ne>
ok ~ akJO - (akAO - aoAk) - FkO

2 2
mc mc

dado que luego de multiplicarla por -c° y con j

1]
©

se tiene efectivamente

2
ne

a3 _ _
4 P Vp = — E.
at m

IV. Conclusiones

Hemos visto entonces cémo las ecuaciones “fenomeno-
légicas” de London no son otra cosa que la expresién de
las condiciones de integrabilidad requeridas para que
nuestro problema variacional tenga solucién. Expresién
que se obtiene al llevar dichas condiciones al limite

de bajas velocidades (v2/c2 « 1). Es seguramente por
haber planteado este limite y no las ecuaciones comple-
tas, que su verdadera naturaleza permanecidé oculta. En
el marco de la teoria exacta, su significado aparece
claro, desde el punto de vista matematico.

Desde el punto de vista fisico, lo anterior da lugar

a una discusién de mayores alcances pero que escapa al
marco del presente articulo.
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