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Se estudia el problema:

00
(PS)..... Sup Y BtF(xt,xt+1)
(x¢ 41)Fg t=0

S.a.:
Xe o€ (%) t=0,1,2,...

dado xyeX.

Sin recurrir a la ecuacién de Euler, sino mas bien
asociandolo a la ecuacidén funcional:

(EF)..... n(x)=Sup [F(x,y)+Bu(y)] vxeX.
yEF(X)

La relacién existente entre las soluciones de estos
problemas (bajo ciertas condiciones que estableceremos
oportunamente) es:

1.- La solucién s de (EF) evaluada en X, (estado
inicial) es igual al supremo de (PS); y

2.~ La sucesién (Xt)?=o alcanza el supremo en (PS)
si y sélo si:

8 (xe )=F (Xg, X1 ) #B0 (% 1) t=0,1,2,.. -———(1)

En lo que sigue daremos precisamente las condiciones
bajo las cuales se cumplen estas afirmaciones.
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Empecemos con algunas definiciones y la notacidén a
utilizar:

Definicidén 1: X es el “conjunto factible”, esto es, el
conjunto de posibles valores para la variable de estado
x (por ahora no asumimos restricciones para X).

Definiciéon 2: T:X—X es la “correspondencia de
factibilidad”, esto es, VxeX T(x) es el conjunto de
valores posibles para 1la variable de estado en el
siguiente periodo (si la del presente periodo es x).

Definicién 3: F:graf(')—R es la “funcién de retorno”
en un periodo.

Definicién 4: Bz0 es el “factor de descuentg”
(estacionario).

Y . - o«
Definiciéon 5: Una sucesién (x. )., en X se llama un
(14 lanYY.

Definicién 6: Dado xyeX, T(xg)={x=(%y)tco /Xis1€l(Xy)
t=0,1,2,...} es conocido como el “conjunto de planes

factibles” desde xg,.

Asuncidén (a): T(x)#e ¥YxeX (esto implicard que M(x,)#@
Vxqo€X, es decir, para cualquier estado inicial xg,
siempre sera posible encontrar planes factibles).

Asuncidén (b): Todos los planes factibles pueden ser
evaluados, esto es, VxoeX A Vxell(xy), existe

n
Lim ¥ B*F(xy,%X.,;) (aunque este 1limite pueda ser
n>00, £

infinitamente grande).
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Definicién 7: Dado xgeX, VneN, u :T(x3)—>R t.q.
n

un()f):t;oBtF (Xt 4 Xt+1 )

es la “suma parcial de los retornos del periodo 0 al n”

para el plan factible X desde Xg.

Definicién 8: Bajo lo asumido previamente en (a) y (b)
podemos definir u:M(xo)—R t.q. w(x)=Lim u,(x).

Definicién 9: La “Funcién Suprema”: an*:X—>R t.q.
w*(xo)=SuE ul( x) estd Dbien definida, puesto que
xell (%)~

M(xg)#2 VYxoeX y u(x) esta bien definida Vxell(xy).

Esto es, fijados X,[,F y B, la Funcién Suprema hace
corresponder a cada problema (PS) su valor optimal.

De esta definicién se sigue que:
(I)... Si |ns*(xy)l<+o entonces
1 (xp)zu(x)  Vxell(xy) -—==(2)

y Ve>0, 3xell(x,) tal que
w*(xo)Su(§)+s -———(3)

(I1)... Si a*(xg)=+w

I(xk)* . K)o
(x¥) -0 en T(xy) tal que Lim u(xk)=+w
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(III)...Si n*(xg)=-w

u(x)=-w  Vxell(xy).

Lo que buscamos es relacionar la Funcién Suprema as*
con la(s) solucion(es) & de (EF).

Es importante recalcar que, tal como ha sido
definida, &* es Unica; mientras que (EF) podria tener
ninguna, una o muchas soluciones.

Diremos que n* satisface (EF) si se cumple:
(I)... Si |6*(xg)|<+w

1" (%) =ZF (xg,y)+Bu" (y)  Vyel(x4) e (4)

y Ve>0, 3Jyel(xy) tal que

1* (%) =F (xq, y)+Bu* (y) +e (5
(II)... Si x*(xg)=+w

3(yk) - en I'(x,) tal que

Lim [F(xg, y¥) +Br* (y*) 1=+ ———=(6)

(IT1)...Si t*(xy)=-w

F(xg,y)+Bu*(y)=-w0  Vyel(x,) ——(D)
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Teorema 1.- VxgeX A Vxell(x,) u(x)=F(xq,x,)+Bu(x’)

. s _ 00
siendo Xx’=(x);-
Demostracién. -
(x) ¥ BLF( )
u(x)=Lim Fix,,x
o n->00 t§OB tr T+l

n
UOO=F (xg, %)+ Lim ) BUF (xey1. Xe42)

u(x)=F(xq, %) +Bu(x’ ) ]

Teorema 2.- Bajo los supuestos (a) y (b), »* satisface
(EF).

Demostracioén. -

Si B=0 el resultado es trivial, asi que supongamos
B>0 y tomemos x,eX.

Tenemos tres casos:

(I)... Si |n8*(xg)|<+o.

Debemos probar que se cumplen (4) y (5).
Veamos que (4) es cierta:

Sean: x,€l'(Xy) A €>0 cualesquiera; entonces
IXeN(x,) tq wa*(xy)su(x’)+e e (®)
pero §=(xt)T=OEH(XO), entonces

u* (xg)zu(x) ( ...por ) vy
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U'(XO)EF(XO,X1)+Bu(§’) ( ...por el Teorema 1),

luego

1* (%) 2F (%0, % )+B6* (x;)-Be  ( ...por ),

y como £€>0 es arbitrario

3 0" (xg)ZF (%, X ) +B1" (x,) ¥x,el (xg) .
Veamos que (5) es cierta:

ve>0, 3xell(xy) tq w*(xp)=ulx)+e,

16* (%) =F (xg, %, )+Bu(x’ )+ (...por el Teorema 1),

luego
¥ (xg)SF (xg, xq ) +B0™ (%, ) +€

y como x,€l(x,) queda establecido (S).

(IT)... Si w*(xg)=+m
k% : K)=d4on-

> 3(x*) - en M(xy) tq Lim u(x*)=+n,

como x¥Kel(x,) VkeZ, y ademas:

w(x*)=F (xq, x¥)+Bu(x’ K)=F (x4, x ¥)+Bu*(x ¥) VkeZ,

3 la sucesién (x¥)¥_, en I'(x,) satisface (6).
(III)...Si 6™ (xg)=-w

u(x)=F(Xg,x1)+Bu(x’ )=-w  Vxell(xgq)

y como F es de valor real (#iw)

> u(x’)=-o Vx,;€l(x5) A X’ €l(x,)

¥ (x,)=-0 Vx,€l(xy),
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y comoc B>0, queda satisfecha (7). [ ]

Con este teorema hemos probado que la Funcién
Suprema, definida a partir de (PS), es solucién de
(EF). Veremos ahora que condicién adicional se requiere
para asegurar que una solucién de (EF) coincida con la
Funcién Suprema.

Teorema 3.- Si m es solucion de (EF) y satisface:
Lim B™Ms(x,)=0 Vxell(xy) A VxqeX ----(8)

entonces nu=u*.

Demostracioén. -

Si se cumple (8), 8 no puede tomar los valores +w 6

-o, por lo tanto, es suficiente probar que & satisface
(2) y (3).

(2):

Se tiene:

18(Xg) ZF (xg, xq ) +B1(x,) VxgeX, Vx el (xg)

18(xg)ZF (xg, %1 J+#BF (Xy, %) +B21(x5)=u 4 (x)+B2n(x )
1 (%) Zup, () +87* s (%)

tomando limite noow:

u(xg)zu(x); pues por hipétesis, %%g BMs(x, )=0.
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(3):

Sean XxXyeX y £>0.

Elijamos una sucesién (8,),.., tal que:

[+9]
Y Bh15 <e/2 A 8,>0 VneN

n=1

(por ejemplo, podria tomarse la sucesién en la que

s =eg " (1/2)™1).
Por (5), uno puede elegir x,el(xy) tal que:
8(xg)=F (%, Xq ) +Bu(x,)+8,,
x,€l(x,) tal que:
8(xq)=F(xq, %) +Bu(x,)+8,

y asi sucesivamente, de lo que resulta

x=(Xg, Xy, ... )€ll(xy) tal que:
18 (%) Uy (%) 4871 (%, )+ (8,481 8,+. . . +B"8 ;)
18(xg)=u, (x)+p™*e(xp, ) +€/2  n=1,2,3, ...

A partir de cierto N suficientemente grande se
tendra que:
BN*1r(xy,,)<e/2

De donde: 1 (xg)=suy(x)+e n

Una consecuencia inmediata de este teorema es que
(EF) no puede tener mas de una solucién que satisfaga

(8).
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Teorema 4.- Sean X,I'),F y B tal como se han asumido,
x*€ll(x,) un plan factible que alcanza el supremo en

(PS) para el estado inicial x5, entonces:

1* (xP)=F (X, X¢51)+B0 *(x¢5;) Vel ———(9)

Demostracién. -

*
Como x  alcanza el supremo:

w8 (xg)=ul(x *)=F(xy,%,")+Bulx *')  ----q10)
= w’(xa)zu(§)=F(xo,x1)+Bu(§’) Vxell(xy),
si en particular tomamos un plan tal que x;=x;, como
(x].%,,X3,...)€ll(x]), entonces:

(Xg, X1+ %o, Xg, - - - JEM(Xg)

y por lo tanto:
ulx™ )zu(x’) vx’ell(x)),

de lo que se sigue:

u(x® )=y *(x,").

En (10): ™ (x3)=F(xq,x1)+Bu *(x,") (el resultado
es cierto para t=0).

Procediendo de la misma manera podemos demostrar el
resultado para todo t entero positivo =
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Teorema 5.- Sea g*en(xo) un plan factible desde x; que

satisface (9) y ademas:
Li S the* * =0 ———
t‘ll'l'l up B L3 (Xt)_ (11)

entonces x* alcanza el supremo en (PS) para el estado

inicial xg.
Demostracién. -
> Wy _ * » »* »*
1 (x3)=F (x5", %, ") +Bu " (x,")

¥ (x5)=F (x5%, %" )+BF (x,*, x,")+B 20 *(x,")
1 (xg)=

w* (xg)=u, (x ")+B ™l *(x,1;) n=1,2,3, ...
tomando limites y usando (11):
1* (xg)=u(x*)
y como x'ell(xy) tenemos que wu(x*)=su *(xy*)
u(x*)=1"(x,") .

Asuncién (c): XSIRl es convexo y T[:X—X es una

correspondencia continua y de valores compactos no
vacios.

Asuncion (d): F estd acotada y es continua; B es
positivo y estrictamente menor que 1.
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Observamos que (c)Aa(d)=(al)a(b).

Definicién 10: La correspondencia G:X—X t.q. G(x)€Ir(x)
vVxeX se llama una “correspondencia de politica”, o)

simplemente una “politica”.

Definicién 11: Si G es uni-valuada (i.e. G(x) es un
conjunto unitario V¥xeX), serd llamada “funcién de
politica” y se denotara por g.

Definicion 12: Si x=(xg,%;,...) satisface x;,,€G(x,)
Vt=0,1,2,..., diremos que x es “generado” desde X, por
G.

Definicioéon 13: Dada una solucién continua, a, de (EF),
la correspondencia G*:X—AX t.q.

x>{yel(x)/n(x) = F(x,y)+Bu(y)} se llama una “politica
dptima”.

Definicién 14: Definamos un operador T sobre CO(X) (el
espacio de las funciones continuas de X en X con la
norma del supremo)} por (Tfﬂ(x)=SuF [F(x,y)+pf(y)].

yel' (x)

Un corolario inmediato de esta definicién es que wn
(solucién de (EF)) es punto fijo de T.
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Teorema 6. -

(i)  T(CO(X))sCO(X).

(ii) T tiene un Unico punto fijo neCO(X) y

(111) VaspeCo(X), IT nsy-nsll=B"llasg—nsll n=0,1,2,3, ..

Ademas, dada wan, la correspondencia de politica
optima definida a partir de ella es de valores
compactos y semicontinua superior (s.c.s.).

Demostracién. -

Para cada feCO(X) vy xeX, (Tf)(, se halla
maximizando wuna funcién continua sobre un conjunto
compacto (I'(x)). -~ este maximo se alcanza en I'(x}.
Ademds, F y f acotadas implica Tf acotada.

Por otro lado, F y f continuas, ' continua y de
valores compactos implican (por el Teorema del Maximo

[1] ) que Tf es continua.

. T (x))ec®(x).

Ademas, vemos que T satisface las condiciones de
Blackwell para una contraccién ( a saber: Vf,geCo(X),
F(x)=g(x) vxeX implica Tf(x)=Tg(x) VxeX; y ademas
3Be]0,1[/(T(f+a)) ()=(Tf) (,+Ba Vaz0, vxeX), por lo

tanto T es una contraccién. Como C°(X) es un espacio de
Banach [2], se sigue del Teorema de la Contraccién que

JtueC(X)/n es punto fijo para T vy

VisoeC(X), 1T wp-n|=g"|1y-1s|  n=0,1,2,...
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Aplicando el Teorema del Maximo a (EF) concluimos
que la correspondencia de politica 6ptima es de valores
compactos y s.c.s. 1

Asuncién (e): VyeRl, F(',y) es estrictamente creciente
en cada uno de sus primeros 1 argumentos.

Asuncién (f): T es mondtona (x=x's I'(x)sr(x’)).
Teorema 7.- Si m es la unica solucién de (EF), es
estrictamente creciente.
Demostracién. -
Sean:
C’ (X)={feCo(X)/f es no-decreciente}
C’’ (X)={feCO(X)/f es estrictamente creciente}
Sea feC’ (X)
(Tf) (x)=Max [F(x,y)+Bf(y)]
yel' (x)

Como F(-,y) es estrictamente creciente y
x=x’ 3 '(x)el'(x’) = Tf es estrictamente creciente.

O sea TfeC’’ (X),con esto hemos probado que
T(C’ (X))eC’’ (X).

Por otro lado: C’(X) es subconjunto cerrado del
espacio métrico completo C°(X) y como meC’ (X) (puesto
que la correspondencia de factibilidad T es monétona y
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F(-,y) es estrictamente creciente VyeRl), el punto fijo
de T estda en C’’ (X) [3], entonces (por el Teorema 6)

neC’ ’ (X) =

Asuncién (g): F es <cdncava y VyeRl F(-,y) es
estrictamente céncava.

Asuncién (h): T es convexa (esto es, Vre[0,1],Vx,x X

se cumple:yel(x)ay’ €l(x’) » ry+(1-r)y’ el (rx+(1-r)x’)).

Teorema 8.- Bajo los supuestos (c),(d),(g) y (h), toda
solucién n de (EF) es estrictamente céncava y 1la
correspondencia de politica asociada es una funcidén
continua.

Demostracion. -

Sean:

c*(X)={feCO(X)/f es acotada y débilmente céncava}

*
C (X)={feC*(X)/f es estrictamente céncava}l

Tomemos feC* (X), xg#x;, 6€l0,1[, xg=6x,+(1-0)x,,
y;el(x;) i=0,1 tal que (T) (x)=F (%1, ¥y )+BL (y;);
entonces, como [ es convexa: yg=0yo+(1-8)y €l (xg);
luego, (Tf)(xe)ZF(xe,y9)+Bf(y9) puesto que ygel(xg);
pero el lado derecho de la inecuacién es mayor que
O[F(xg,Yo)+Bf(yg)1+(1-08) [F(x%,,y,)+Bf(y,)] puesto que F

y f son concavas; entonces:
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Asi, Tf es estrictamente céncava, o sea:
T(C*(X))<sC*™(X). Puesto que C*(X) es un subconjunto

cerrado del espacio métrico completo CO(X)(1) y como wm
es coéncava, tenemos que es estrictamente céncava

(ueC*™ (X)) .
Por otro lado, como F es céncava y TI'(x) es convexo
vxeX, se sigue que el maximo alcanzado en

Su ([g(x,y)+Bf(y)]. es en un unico punto, entonces G es
yel' (x

una funcién que ademds es continua (puesto que es
s.c.s. [4]). [

Teorema 9.- Bajo 1los supuestos (c),(d),(g) y (h),
siendo n& solucién de (EF) y g su correspondencia
(funcién) de politica 6ptima. Si se toma wyeC*(X) vy
definimos {(a_,g,)} por:

Un+1 =T"9n y
gn(x)=ar§max[F(x,y)+Bwn(y)] n=0,1,2,3,..
yel'(x)
entonces g -g puntualmente. Ademas, si X es compacto,
la convergencia es uniforme.

En efecto, sea (fy) una sucesién en C* (X) que con-

verge (con la norma del supremo) hacia f; veremos
que f es acotada y céncava.

Ve>o,3keN, (k>Kk=> lif-f Wl<€); entonces, si ¥ es cota de
frys1 » Y+E lo es de f; ademas
VB€[0,11,¥x,y€X, £ (Bx+(1-60)y)Z0f, (x)+(1-0)f, (y),

tomando limites a ambos miembros comprobamos la
concavidad de f.
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Demostracién. -

Por el teorema anterior tenemos que weC**(X) y
T(C*(X))sC*(X); por hipétesis ryeC*(X), entonces

v eC*™(X) n=1,2,3,...

Def inamos: fo(x,y)=F(x,y)+Bs, (y) n=1,2,3,...

f(x,y)=F(x,y)+pu(y)

y como F es céncava, se tiene que f,eC**(X) n=1,2,...

y feC*™(X), entonces g g puntualmente y la
convergencia es uniforme si X es compacto [5] n
Teorema 10.- Sean: XE[Rl convexo, V:X—R coéncava,

xo€intX y D vecindad de x,. Si existe W:D—R codncava
y diferenciable tal que:

W(xg)=V(xg) A W(x)=V(x) VxeD,
entonces V es diferenciable en x; y ademas:
Vi(xg)=W, (%) i=1,2,...,1.

(mediante el subindice i1 estamos denotando a la
aplicacién derivada parcial con respecto a la i-ésima
componente).

Demostracioén. -

Cualquier subgradiente p de V en x, debe satisfacer:

pP. (x-x%g)=V(x)-V(xy)  VxeD
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Pero V(x)-V(xg)=W(x)-W(x,) VxeD
> p. (x-%x5)2W(x)-W(xy) vxeD

Como W es diferenciable en x5, p es unico; y como

cualquier funcién céncava con un UGnico subgradiente en
un punto interior es diferenciable en ese punto [6]

= V es diferenciable en x, [ ]

Por ultimo veamos algo acerca de la
diferenciabilidad de x (solucién de (EF) ), para lo
cual necesitamos de un supuesto adicional.

Asuncién (i): F es continuamente diferenciable en el
interior de T.

Teorema 11.- Si se cumplen los supuestos (c), (d), (g),
(h) e (i), siendo M y g como antes,

Xg€intX A g(xy)eintl(xy), se tiene que n es continua-
mente diferenciable en x5 y sus derivadas son:

1y (xg)=F; (x9,8(xg))  1=1,2,...,1.

Demostracioén. -

Como g(xg)eintl'(xy) y 1la correspondencia I es
continua, se sigue que g(xy)eintl'(x) VxeD (D vecindad
de X5), definamos W:D—R t.q.

Wi(x) = FIx,g(xy) 1+Bulg(xg) ],

asi W es diferenciable y céncava (puesto que F lo es).
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Ademds g(x,)el(x) VxeD, entonces

W(x)= Max[F(x,y)+Bu(y)l=u(x) VxeD y W(xg)=u(xg).
yel (x)

De esta manera, 8 y W satisfacen las hipétesis del

teorema anterior, de lo que se concluye que la tesis es
cierta. n
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