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INTRODUCCION A UN CURSO DE TEORIA ERGODICA

Roberto MARKARIAN"

1. PRIMERAS PALABRAS

Estas notas pueden ser tomadas como una introduccién
elemental, en algunos casos intuitiva, a un primer
curso de teoria ergédica. Los lectores habituales de
esta revista pueden leer el texto de un tal curso en el
trabajo de C. Gutierrez [Gutier]. Aunque en verdad,
estas notas fueron pensadas, en primer lugar, para los
alumnos del curso que yo dictara en Lima, en el marco
del Convenio entre la Sociedad Brasileira de Matematica
y la Sociedad Matematica Peruana, con el titulo
“Introduccién a la teoria ergdédica de billares”. El
texto basico de este curso es [Markl].
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Estas notas seran accesibles a quienes hayan
estudiado cursos de nivel inicial de Teoria Cualitativa
de Ecuaciones Diferenciales y de Teoria de la Medida e
Integracién.
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2. LA HIPOTESIS ERGODICA

En un sentido muy amplio la teoria ergédica puede
ser considerado como el estudio de 1las propiedades
cualitativas de grupos de transformaciones en espacios
con alguna estructura. Las transformaciones preservan
esas estructuras (espacios de probabilidad, topolégicos,
variedades diferenciales).

El ejemplo tipico de surgimiento de la teoria es el
modelo de los gases de Boltzmann - Gibbs que nosotros
representaremos simplificadamente suponiendo que las
moléculas son k masas puntuales que se mueven en una

regién U acotada de R>. Ellas chocan elasticamente
entre si y con los bordes de U.

El estado del sistema estd determinado si se conocen
posiciones y velocidades de las particulas en un
momento dado. Podemos suponer que el sistema transcurre

. ~ 6k X .
en una regién U acotada de R satisfaciendo las
ecuaciones
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dq;  gH dp, 8H

dt  ap, dt aq,

donde H =T + V es el hamiltoniano del sistema con T
energia cinética y V energia potencial, q; son las

coordenadas espaciales y P;j las de las velocidades
(1, 3 =1,2,...,3k).

Este sistema se puede escribir como

du
— = x(u) (1)
dt
con
( | (BH aH)
Xiq;, p = y = —— i, j =1,2,... 3k.
J op; aqj

Este sistema autdénomo tiene solucién (que suponemos
Gnica) T¢: R x U — U. Esto significa que si p es un
punto del espacio de fase U en el instante t = 0,
T,(p) indica el estado del sistema en el instante t,
verificandose

d(T.(p))
— = XM To=Id Ty =T T,

Como el hamiltoniano es constante a lo largo de las
trayectorias (se dice que H es una integral primera del

sistema (1)), cada superficie de energia Hl(e) es
invariante por T, y se tiene una accién de R sobre la
superficie de energia Hl(e). (En realidad estamos
suponiendo que e es un valor regular de H por lo que
H'(e) es una subvariedad de codimensién uno en U).

Llamaremos E a este conjunto acotado de R6k y resulta
TtIE diferenciable, si E lo es.
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La teoria de la medida aparece con total naturalidad
de la siguiente manera. El sistema considerado esta
aislado, tiene energia constante; es por ello que

podemos trabajar en E = Hl(e). Cabe esperar que el
flujo T, preserve la medida A de Lebesgue sobre los
borelianos de E: A(E) = A(T,(E)) para todo t € R, y
todo B € B (conjuntos de Borel en E). Precisamente, el
teorema de Liouville expresa que la anulacién de la

divergencia del campo X en cada punto de E es equiva-
lente a esa propiedad de invariancia de la medida.

Recordamos que si Y es un campo en R, o sea

Y = (Yl""’Yn)’ Yj =Yj(y1,...,yn)
entonces
n 8Y,
divy = ¥
ay;

La palabra ergédica fue introducida por Boltzmann
para describir una hipétesis que él debié agregar a su
modelo para que este cumpliese una de las consecuencias
mas inmediatamente observables en los objetos fisicos
que intentaba explicar. Con cierta imprecisién, se
puede decir que en un sistema aislado las “mediciones”
(de 1la temperatura, por ejemplo) promediados en el
espacio de fase o a lo largo de las trayectorias a
partir de un estado inicial, deben ser iguales.

Si f € £2(E, B,A) es la funcién que se quiere medir,
la media espacial es [ f(y) dAa(y) y la media asinté-
tica a lo largo de la trayectoria por x = T (x) es

1 o7
lim —J' £(F, (x))dt.
Totw T Yo
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Boltzmann esperaba que cada é6rbita {T,(x): t e R}

“llenaria” todo el espacio de fase E. Llamé a esto
hipotesis ergédica y mostré que traeria como
consecuencia la igualdad esperada:

. 1 I
Jf(y)cmy) = lim - J £(F (x))dt  (2)
E Totw TJ,

para casi todo x € E.

La palabra ergdédica, introducida en ese contexto, y
que luego fue ampliando su significado, hasta denominar
una amplia rama de la matematica, proviene del griego:
ergon (trabajo) y odos (paso, camino).

En realidad, la hipétesis ergodica es légicamente
contradictoria, con ese grado de generalidad. Y 1la
igualdad (2) no se puede deducir de la mera densidad de
cada 6rbita. Hoy se dice que el flujo T, es ergédico si

satisface directamente la igualdad (2) (Ver 5.2) y se
demuestran otras equivalencias que se pueden ver en
[Gutier] V.2 o en [Markl] II.2

(Los capitulos I y III del viejo libro de Khinchin
contintan siendo una excelente introduccién para la
comprensién de la importancia del “Problema ergddico” y
las relaciones entre la fisica y la matematica [Khin]).

Tomando como referencia el sentido tan amplio con
que comenzamos esta Seccién, hoy se considera que la
teoria ergdédica describe el estudio cualitativo de las
acciones de grupos en espacios de medida o, un poco mas
restringidamente, que estudia los sistemas dinamicos
que preservan medida.
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En este sentido los pasos principales antes de 1960
estan relacionados con los nombres de:

Poincaré, Teorema de recurrencia, 1899, ver
[Mark 1] I1 para su formulacién original;

Von Neumann, Birkhoff, Khinchin, Teorema que asegura la
existencia del segundo miembro de (2), para
casi todo punto (inicios de la década del
30);

Kolmogorov, Definicién de eutropia (1958), generalizan-
do conceptos introducidos, para teoria de la
informacién, por Shannon (1948). Ver
[Gutier] X - XI.

Mas adelante veremos qué tipo de propiedades son las
estudiadas; pero desde ya conviene aclarar que si bien
la teoria ergddica “oficial” estudia 1los sistemas
conservativos (que preservan medida), se han hecho
fundamentales avances mas recientes (digamos que en los
Ultimos 20 afios) en el estudio probabilistico de
sistemas disipativos.

3. ALGUNAS DEFINICIONES Y RESULTADOS PREVIOS

A efecto de precisar el lenguaje que utilizaramos y
utilizaremos, damos aqui algunas definiciones y resul-
tados de uso corriente.

Si X es cualquier espacio, 4, es un algebra de

o
conjuntos de X si

i) xe 4, ;
ii) A,B e 4, implica A U B € 4,
iii) A e d implica A® =X \ A € 4,
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4 es un oc-algebra de conjuntos de X si, ademas,
Ay ed i =1,2.. implica

00
Ua, € 4.
i=1

Dada cualquier familia «, de conjuntos de X se
denomina c-algebra generada por #_, al menor c¢-algebra
que la contiene (que contiene todos sus elementos).

p es una medida sobre el algebra 4, si es una

funcién a valores no negativos definido para cada
elemento de 4, tal que

o] [oe]
mCUA;) =Y u(A)) para Ay € 4,
1=1 i=1

UA ed,, Ay nA; =¢ (G =j)

Si u(X) < o se dice que la medida es finita y
siempre se puede normalizar, definiendo wuna nueva
medida por

v(A) = pu(A) / p(X) para todo A e 4.

Si 4 es un o-algebra de conjuntos de X y u es una
medida en 4 tal que p(X) =1, se dice que (X,d4,u) es
un espacio de probabilidad.

Obsérvese que todos los resultados para espacios con
medidas finitas se expresan en espacios de proba-
bilidad, via la normalizacién de 1la medida. El
siguiente teorema indica que se puede trabajar inicial-
mente en un algebra (que en general es una estructura
mas simple).
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Teorema de Extensién (Hahn - Kolmogorov). Sea 4, un
dlgebra de conjuntos de X y v: 4, — [0,1] una medida

de probabilidad. Entonces existe una Unica medida p
definida sobre el o-algebra 4 generado por 4, tal que

u(A) = v(A) para todo A € 4, (p es una extension de

v: U = v)
|4,
Las relaciones entre las estructuras de medida y las
estructuras topolégicas de un espacio comienzan
definiendo B, los conjuntos de Borel como el o-algebra

generado por los abiertos. En el caso de R (o R»)
alcanza con tomar en primer lugar el Aalgebra de las
uniones finitas de intervalos (o productos de
intervalos).

Relaciones mas profundas vienen dadas, para espacios
métricos separables, a traves de los teoremas de Lusin.
Un espacio topolégico es separable si existe un
conjunto numerable, denso en el espacio.

Teorema (Lusin). Sean X e Y espacios mélricos
separables, B los borelianos de X y (X, B, pu) un
espacio de probabilidad. Dado € > 0, para cada A € B
existe K ¢ A, compacto, tal que u{A \ K) < €.

Si f:X —> Y es medible (respecto de los Borelianos de
ambos espacios) existe K, compacto, tal que p(K,;) > 1-¢€

y f restringida a K, es continua.

A partir de aqui (X,4,p) serd un espacio de probabi-
lidad.

Consideremos ahora flujos' T o transformaciones S
medibles sobre X ; esto es T: RxX —5 X, S: X—>X
tales que

T (A) = T(t,A) e 4, SlA e 4
para todo t e Ry A € 4.
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Si T,(x) =x y T, (x)=TI(T,(x)), o sea si
T, =1d y Ty =T¢ o T, se dice que T es una accioén

del grupo de los reales sobre X (siempre escribiremos
la variable “temporal” como subindice). Las soluciones

de ecuaciones diferenciales auténomas, 1 = X(u),
verifican esas propiedades.

S: X — X, si es invertible, siempre define una
accién del grupo de los enteros sobre X a traves de las
siguientes relaciones

S: Z x X —, S(n,x) = sS*(x),
que verifica
[o]

S = 1d, S =S oS.
Con esas aclaraciones diremos que T, y S son

sistemas dinamicos con parametros continuos o
discretos, respectivamente. En general no supondremos
que S sea invertible. Obviamente que, si se habla del
sistema dinamico S, se supone que lo es.

Decimos que T, (respectivamente S) preserva la
medida p, o que u es invariante por T (S) si

pu(T,(A)) = p(A) (respect. p(S-1(A)) = u(A))

para todo t € R, A € 4. Se suele decir que S que
preserva medida es un endomorfismo de (X,d,u) vy si es
invertible, que es un automorfismo.

Ya hemos visto que T, es ergddico si para cada

f € £1(X,4,u) se satisface (2). En el caso de una
transformacién S que preserva medida, decimos que es
ergoédica si

1 n-1
lim — ¥ f(Si(x)) = |fdu para up-c.t.x € X.

n
n->+ow i=o
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4. BILLARES

El estudio de billares esta directamente relacionado
con la hipotesis ergddica. Intentaremos explicar esta
relacién.

Sea Q una regién cerrada, acotada y conexa del

K
plano, con frontera 8Q =U38Q, . Cada 48Q, es una
i=1

curva de clase (3 (3 derivadas continuas), sin
curvatura nula; o un segmento de recta. Cada trozo de
arco 8Q; se dira focalizador o dispersor segun se vea,

desde dentro de Q, como una circunferencia desde
dentro, o desde fuera (concavidad hacia dentro o hacia
afuera del billar). 4Q; es neutro si es un segmento de

recta.

Un punto material se mueve sin rozamiento en Q
chocando elasticamente sobre d8Q. Por tanto la energia
es constante y se puede considerar que la velocidad
tiene médulo 1. En la figura 1 se ve que, si

FIGURA 1: TRANSFORMACION DE BILLAR
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x4= (q;,v4) su imagen es x, = (qg,,v,), y definimos la
transformacién de billar por Sx; = X5 . Obsérvese
que Sx; puede no estar definido, si q, € dQ; n BQJ.

La manera mas simple de parametrizar el espacio de

fase es medir la longitud de arcos S de aqQ y
considerar los angulos 68 que forma la normal n(q) a
80 en q, con el vector de salida (los angulos de

entrada y salida son los mismos). Si L es la longitud
total de 8Q resulta que el espacio de fase es el
rectangulo [0,L] x [-n/2, m/2] al que hay que sacarle
las verticales que corresponden a los vértices aQinan.

Sea R lo que resulta.

Ya antes de 1930 George D. Birkhoff habia probado
que dug = d6 ds cos 8 era la medida invariante para S,
que se normaliza dividiendo por 2L. S es invertible si
se sacan de R las trayectorias que salen o entran en
8Q; n 8Q;, o son tangentes (6 = * m/2). Resultan asi

Sy S! de clase C2 (S es un difeomorfismo de clase
c2).

Hecha 1la descripcién de qué es un billar plano,
veamos cémo se llegd al estudio de sus propiedades
ergédicas.

Poco antes de 1950 el fisico soviético N. S. Krylov
observd, comparando el movimiento de las bolas de gases
con los flujos geodésicos en variedades de curvatura
negativa, que el modelo de Boltzmann-Gibbs era
naturalmente ergédico; o sea que la hipotesis ergoédica

no deberia agregarse, sino que resultaba del propio
modelo.
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En 1963 Ya. G. Sinai publicé un trabajo en que
aquellas conjeturas de Krylov toman forma matematica;
pero no es sino en 1970 que se publica la primera
prueba de que el modelo mas simplificado derivado de la
mecdnica estadistica, genera una transformacién S,
ergédica [Sinaill.

El modelo de billar plano estudiado por. Sinai
consistia en un cuadrado al que se 1le coloca una
circunferencia centrada. Q es la superficie simétrica
que queda entre el cuadrado y la circunferencia; y los
bordes son neutro o dispersor. Es la presencia de este
borde dispersor el que genera el caracter desordenado
del sistema.

Este es un modelo simplificado de los gases si se
considera que el choque de las moléculas esféricas se
puede analizar como la de wuna particula material

moviéndose en una regién de RY (d suficientemente
grande), con bordes dispersores. (Ver [CoFoSi] ch 6).
El caso estudiado por Sinai correspondia a dos bolas en
el plano, tomando una de ellas fija.

Trabajos posteriores del mismo Sinal y miembros de
su Escuela (Bunimovich, Chernov, Kramli, Simanyi,
Szasz) parecen estar permitiendo demostrar la hipétesis
ergdédica en toda su complejidad.

Por otro 1lado, otros matematicos optamos por
estudiar qué otras curvas permitian construir billares
planos cuya transformacién S es ergdédica. En este
sentido, hemos obtenido resultados, ademads de los antes
nombrados, Wojtkowski, Donnay, Markarian. Existe una
amplia descripcién de billares planos ergédicos. Ver
[Markl] IV.S5, [CheMar], y Seccién 8 de este trabajo.

126



S. PROPIEDADES ESTADISTICAS

Un enfoque mas actual acerca del objeto de la teoria
ergdédica que abarca la definicién dada al final de la
Seccién 2 es el dado por Sinai en su pequefio hermoso
libro de Conferencias en Princeton [Sinai2}. La teoria
ergddica consiste en el estudio de 1las propiedades
estadisticas de grupos de transformaciones de objetos
no aleatorios.

O sea que 1la definicién destaca que se estudian
propiedades estadisticas (del tipo que se explicitaran
mds abajo) pero de objetos cuya estructura no es
aleatoria. Por el contrario, en general, son determis-
ticos, desde que son soluciones de ecuaciones
diferenciales o elementos semejantes. Se conoce la
evolucién de cada punto del espacio en que se trabaja,
pero el comportamiento global sé6lo es describible
probabilisticamente.

Para uniformizar el tratamiento consideremos que el
espacio en que trabajamos en un espacio de probabilidad
(X,d,4) y que S: X — X es medible, no necesaria-
mente invertible. Si S es invertible genera un sistema
dinamico con variable discreta; 1la traduccién de las
definiciones y teoremas para el caso continuo es, en
general, 1inmediata; y cuando no lo sea tanto, las
escribiremos explicitamente.

Describiremos cinco propiedades estadisticas que son
de interes para la teoria ergdédica. En un sentido
amplio, a medida que avancemos ellos seran cada vez mas
restrictivas o sea que, en general, las primeras se
deducen de las posteriores (usaremos algunas expre-
siones comunes en teoria de probabilidad, y que pueden
ser tomadas como definiciones para quienes no estén
habituados a ellas).
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5.1 S preserva la medida pu

Dado que S es medible, cualquier funcién medible
f: X — R genera una sucesién de variables aleatorias

Fpb = f o S® y como S preserva medida {F,}* es un

proceso estacionario. El operador adjunto Ug actda en
el espacio de las funciones medibles: Ug(f) = foS vy la
invariancia de p por S es equivalente a

J fdu = j Ugf dp para toda funcién en £l(x,d,p).

Obsérvese que si f, es la funcién caracteristica de

A e 4(f,(x) = 1 para x € A, f,(x) = 0 por x € AC = X\A)
entonces

U f =f_,.
S A STA

Los dos resultados fundamentales de las transforma-
ciones que preservan medida son el Teorema de
recurrencia de Poincaré (en su versién probabilistica)
y el Teorema de Birkhoff-Khinchin. Demostraciones de
los dos teoremas se pueden encontrar en cualquiera de
los textos indicados en la bibliografia.

Teorema de recurrencia de Poincaré. Sean (X,d,p)
espacio de probabilidad y S: X — X que preserva .
Entonces para todo A € 4

p({ x € A: Sk x € A
para infinitos valores de k =z 0}) = u(A).

El teorema expresa que casi todos los puntos de A
regresan infinitas veces a A por iteraciones de S.
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Naturalmente que los valores de k para los que Skx € A,

dependen de x, y nada se dice sobre el “tiempo de
retorno” o sea cémo crecen tales k al avanzar t en el
tiempo.

Precisamente esta indeterminacién es la que explica
la paradoja de Zermelo. Considérese una caja con forma
de paralepipedo (una sala comun de clases,por ejemplo).
En el modelo de los gases estudiados en la Seccién 2,
sea el conjunto A de los estados cuyas posiciones estan
en una de las mitades de la caja. Recuérdese que cada
estado son las posiciones y velocidades de las k
particulas y que el sistema transcurre en la superficie

de energia constante E = H1l(e), siendo la medida de
Lebesgue A 1invariante por el flujo. El teorema de
recurrencia dice que el sistema vuelve infinitas veces
a A ; esto significa que infinitas veces en el tiempo
todas las moléculas estaran en una de las mitades de la
sala. La paradoja consiste en que. esto no se observa
nunca, porque en ese caso en la otra mitad no se podria
respirart!

La explicacidén es que el ciclo de Poincaré, o sea el
tiempo medio en que cierta posicién inicial de A,
vuelve a estar en A es superior a la supuesta duracién
de la Galaxia. Para dar alguna aproximacién cuantita-
tiva, resulta que A(A) = exp (-c N) con c constante y
N el Numero de Avogadro, o sea el numero de moléculas

por cm3, a presién normal. El tiempo de retorno
promedio‘para cada regreso es del orden de [A(A)]-! ;
pero N = 1023 por lo que dicho tiempo es del orden
exp(c 1023)!

El siguiente resultado indica un tipo habitual de
aplicaciones del teorema de recurrencia.
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Corolario: En las condiciones del Teorema de Recurren-
cia, sea f: X — C, medible, |f(x)| > O para p-c.t.
x € X. Entonces

Y If(SH(x))] = 4o p-c.t. x € X.
i=

o

Dem. : Apliquese el teorema de recurrencia a cada
conjunto
A= {y € X: [f(y)| > 1/n}.

Resulta
ZIf(SiH(y))] = +o p-c.t. ye A, v uXNUA) =0 g

El teorema que sigue indica cuil es el orden de esa
divergencia a infinito, para funciones integrables.

Teorema de Birkhoff-Khinchin. Sean (X,d,u) un espacio
de probabilidad y S: X — X que preserva u. Entonces

para cada f € #'(X,d,u) se verifica

n-1 .
a) Existe lim % ¥ f(S'x) para p-c.t. x € X. Cuando

n->+o0 i= . ~
° exista lo llamaremos f(x).

b) f e £1(X,4,u), Fos=F, f%dp=deu

El teorema admite alguna generalidad mayor, pero
este enunciado expresa sus elementos fundamentales:

a) Que si un transformacién preserva medida existen
las medias temporales p-casi todo punto (el hecho
de que el resultado es casi todo punto y no para
todo punto es frecuentemente olvidado por los
fisicos y simuladores numéricos).
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b) Que el limite es también integrable, que es inva-
riante a lo largo de las trayectorias

(f(sPx) = f(x) Vn 2 0) y que su integral da la
media espacial de f.

El hecho de que puedan tomarse promedios en el
tiempo indica el caracter estacionario del sistema (no
cambia con el tiempo). Frecuentemente sucede que un
sistema se acerca a un régimen estacionario a medida
que avanza el tiempo. Entonces resulta natural estudiar
ese régimen con la ayuda de la correspondiente medida
invariante.

En el caso de un flujo T, (sistema dinamico con
parametro continuo) que preserva u, la media de
Birkhoff es p-c.t.x € X

. 1 T 1 T '
F(x) = lim = J' £(T4ex)dt = 1im ~J £(Tyx)dt,
To+o T o To+w 2T -T

o sea que se puede promediar hacia el “futuro” o hacia
el “pasado”.

5.2 S es ergddica

S: X — X que preserva medida g es ergbédica si para

toda f € £1(X,d4,u) su correspondiente media de Birkhoff
es constante pu~c.t.p. En ese caso, por el resultado b)
del Teorema de Birkhoff-Khinchin, la constante vale [fdu

Dos conjuntos son iguales modulo cero (A = B(mod.0))
si wp(A A B) =0 donde

A A B = (A\B) v (B\A);

o sea si son iguales a menos de conjuntos de medida
nula. A € 4 es invariante por S, si S°'A = A (mod. 0).
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En este caso, existe A, ¢ A, u(A;) = u(A) tal que

S™1A; = A, . Alcanza con tomar

0
B= S y A, =BnSIB.
k=0

Lema. S es ergdédica si y solo si, todo conjunto
invariante por A tiene medida cero o uno.

Dem.: Sea S ergédica y A € 4 tal que
S-1A = A(mod. 0). Entonces, para casi todo punto

n-1 1 n-1
f,(x) = 1lim - ¥} fA(Six) = lim - § f __ (x),
n>+o D y=0 n>o N j=0 STA

es constante.

Si u(A) = 0 no hay nada que probar y si u(A) > 0,
sea X € A, donde esté definido la media de Birkhoff y

resultara fA(x) = 1 en un conjunto de puntos de
mdedida positiva; entonces la constante es 1. Pero esa
constante es J f, du = u(A).

Inversamente, supongamos dque S-1A = A (mod. O)

implica p(A) =0 6 1; vy sea f la media de Birkhoff
de cualquier funcién f € £1(X,d,u); definimos

E° = {x: a = F(x) = b}.

a

Esos conjuntos son medibles y S-1(ER) = EB (mod. 0)

porque f o S =f. Entonces

M(E:) =0 6 1 para todo a = b.
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Esto implica que f es constante porque para algun Eg es

f(Eg) = 1 vy por un proceso de biparticién se llega a

c —
Obsérvese que probada esta equivalencia resulta que
la ergodicidad es una propiedad de indescomponibilidad
de X en conjuntos invariantes.

5.3 S es mezcladora

S: X — X que preserva medida es mezcladora (mixing)
si para todas f,g € £1(X,4,p), f o Sk y g sor
estadisticamente independientes, para k grande; esto
significa que

lim j £(S%(x)) g(x)dp(x) = J fdu I gdy.
k->+00

A sk,

y la igualdad se transforma en

lim u(S™A n B) = u(A). p(B) (3)
ko+w

para todo A,B € 4.

En realidad esta 1igualdad es equivalente a 'la
anterior tal como se deduce luego de aproximar las

funciones f y g de £1(X,d,u), por funciones simples
m

del tipo Y a; fa,
i=1
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La dltima igualdad se puede interpretar como si,
para k grande

p(s™ A nB)  u(a)
r(B) p(X)

o sea que la proporcién de S°*¥A que esta en B (medida
condicional de S™®*A en B) es la misma que la propor-
cién de A en el total. Esto significa que luego de
muchas iteraciones, para cualquier B, la proporcién de
A que caybé en B es aproximadamente igual a la cantidad
original de A.

Lema. Si S es mezcladora es ergddica.

Dem.: Sea B = A° en (3) y S°1A = A. Entonces

1(S®A n Ac) — u(A) p(Ac);
pero

H(S®A N A®) = u(A n A°) =0

por lo que u(A) p(A°) = 0 y uno de los dos es cero,
por lo que el otro es 1 y resulta S ergddica. .

Sea ahora S mezcladora respecto a u, p: X — [0,»],
Jpdp=1 y dv, = pdu. Entonces v, es absolutamente

continua respecto a u (esto significa que si u(A) =0
entonces v, (A) = 0, y se representa por v, « p). Los

fisicos dicen que v, es una medida de no equilibrio.
Definimos nuevas medidas por

v,(B) = v,(S"B) VBed.
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Ninguna de estas medidas tiene por que ser mezcladora,
pero

I fdv, = J f poS"dy —> I fdu J' pdu = I fdp.
X X

Esto significa que la distribucién de no equilibrio
tiende a la de equilibrio. Esta propiedad no se cumple
si S es sb6lo ergddica.

Luego se verd que existen transformaciones ergédicas
no mezcladoras.

5.4 S satisface un teorema del limite central

Cabe preguntarse cual es el modo con que las medias
parciales de Birkhoff se acercan a su limite f. Los
teoremas del limite central dicen que existe ¢ > 0 tal
que

n-

dn 1 ™! L 1 % _2
pl{x: b - 7 £t (x))-fF(x)] < o)) > — I e_uz/zdp
.6 n

n i=o E -0

0 sea que la sucesioén

n-1 i -
Y foS - nf
i=o
o {n
converge en distribucidn, respecto a u, a la

distribucién normal estandar.
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Si esa convergencia se satisface para un numero
“suficientemente grande” de funciones f (por ejemplo,
todas las funciones Holder-Continuas) se dice que el

sistema satisface un teorema del limite central. En
este caso, para tales funciones, la diferencia

1 ng? i - -1/2

= Y f(six) - f(x) es del orden de n , pero no es

i=o
posible escribir el siguiente termino asintéticamente;
s6lo tiene una distribucidén limite.

5.5 Decaimiento de la correlacidn

Se trata de conocer la velocidad de convergencia en
el limite que define la propiedad mezclador. Ver (3).

En general se buscan relaciones del tipo

&
lff(s*x)g(x)du(x) - Jf(x)du(x) Jg(x)du(x)l < C(f.g)g™

donde C(f.g) es una constante que depende de f,g; q > 1
y a > 0 son constantes.

Se dice que S satisface la propiedad de decaimiento

exponencial si esa desigualdad se cumple para “un
nimero grande” de funciones f y g, con «a = 1.

Si el decaimiento de 1la correlacién es del tipo
indicado al principio, con cualquier « > 0, resulta
que existe, finito

. +00 [J. « 2
o2 = ¥ [[foS* fdp - (deu) 1.
-00

Si o > 0 y la velocidad de convergencia es sufi-
cientemente grande (a no préximo a cero), en general se
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pueden probar teoremas del 1limite central. Si las
clases de funciones para las que valen estas
propiedades de decaimiento son muy generales, se pueden
deducir las propiedades anteriores 5.2 y 5.3 .

6. EJEMPLOS EN EL TORO T°

Daremos aqui ejemplos de flujos y automorfismos con

propiedades ergédicas en el toro de dimensién 2, aunque
poedria hacerse en T®, n = 2.

6.1 E1l toro

Si Tt = {z e C: |z|

radio 1 en el plano, consideraremos T2 = 71 4 T y

1} es la circunferencia de

M RZ2 — T2, 1la proyeccién canénica definida por

2Wix 2Mix
Mix,,x,) = (7771, 7 72).

Entonces
M(xy + kg, X5 + kp) = M(xy,%;) si ky,k, € Z,

por lo que el toro también se puede obtener como las
clases de equivalencia en R2 dado por (x;,x%;) ~ (y;,y,)
si y solo si Xy — Y1, X5 — Y, € Z. A partir de aqui
k € Z2 denominara parejas ordenadas de enteros por lo

que z ~ Z € R? si y solo si z - 2 e Z2. Entonces
I puede también ser considerada como la proyeccioén de
R2 al grupo cociente

R2 / Z2 = T2,
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Obsérvese que si K = [0,1) x [0,1) y K, <K,
entonces H|K1 es un difeomorfismo y toda funcién

diferenciable en T2 tiene asociado una funcién diferen-
ciable en R2? de periodo (1,1). Inversamente dada

¥ : R — R2 tal que para cada z € R?, k € Z2, existe
k € 72 que satisface

Y(z+k) = ¢(z) + k,
entonces existe una uUnica

Y : T° > T° tal que Mo g =y o T.

En efecto, esa relacién define una funcién sobre T2
porque si Z = z+k, resulta

TW(z)) = TW(z)) y T(Z) = O(z)

para todo k € Z2, z € R2.

6.2 Medida y distancia en el toro

La medida de Lebesgue en T2 se define por extensién
(Hahn-Kolmogorov) al o-algebra de los borelianos de la
medida definida en el algebra de las uniones finitas de
“rectangulos” J; x J, donde J,,J, son segmentos en

Ty

long J,.long J,

4 T2

(por detalles, ver por ej. [Mark 1] I.1).
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Si K; ¢ K entonces A(K;) = A(N(K;)) donde en el
miembro de la izquierda A es la medida de Lebesgue en
R2, y en el de la derecha, en TZ2.

T2 se transforma en un espacio métrico si se define
d(p; py) = min llz; - z,ll con la norma usual de RZ y
M(zy) = p;. '

6.3 Base de Fourier en £2(72,B,A)

Lema. a) Si y,(z) = 2T <k, 2>

es la base de Fourier
usual en K, <k,z> = k; x; + k, x,, k € Z2,
entonces ,: T2 — C definida por @k = yyoll
‘es una base de Fourier y

b) Si A:R2 — R2 es una matriz con coeficientes
en Z entonces A: T2 — T2 tal que
q o A=Ao H, satisface Y o A = wﬂk donde
A es la matriz adjunta de A.

Se dice que A es una transformacidén lineal en el
toro.

Dem. :

a) Y, esta bien definida porque para todo

z € R2, k € R2 resultan

U (z+k) = g (z) y  T(z+k) = T(z).
Dado que Il preserva la medida de Lebesgue en
K cR2y T2 resulta que si ¢; € £2(T2,B,7),

J¢1.¢2 dA = <@1,9> = <@y o T, @, o >,

donde el segundo producto interno es en ¥2(K,B,A).
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Por tanto {y,} constituye un sistema ortornormal por
serlo {y}.
Ademas, si 0 = <@, Y>> = <poll, Yoll>, resulta

¢, = 0 por ser @k base de ¥£2(K,B,A); vy entonces
¢ = 0 por ser Il sobreyectiva;

b) A esta bien definida porque A(z+k) = A(z) + k para
A(k) = k € Z2. Entonces
(Yyoholl) (2) = (YolloA) (2) =

JlkoA(Z) =

2mi<Ak, z>
e

2NMi<k,A(z)>
e =

=y (z) =y oll(z)
wﬂk z wik z b

6.4 Ecuaciones diferenciales en el toro.

Si X es un campo vectorial continuo en RZ2 con
periodo (1,1), es inmediato ver que queda definido un
campo X en el toro y podemos considerar la ecuacién
auténoma

x = X(x), xeT? (4)

Si z = z(t) es solucién de 2 = X(z), también lo
es z(t) + k con k e Z2. Entonces las soluciones de
(4) se obtienen por x(t) = T(z(t)), donde z(t) son
las soluciones en R2.

Una curva Tlo ﬁ(t), t € [a,b] es cerrada en el toro
si y solo si P(b) = P(a) + k con k € Z2.
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Consideremos X = w = (1,a) campo constante en el
toro; las soluciones de % = X son curvas proyeccién

por Il de las rectas

z(t) =z, + wt (X3 = %9 + t, X, = X9 + at),

en el plano. Por tanto, si a = p/q € @ las soluciones
son periddicas de periodo g porque

z(q) = (X;9*q, Xgo*P) = z(0) + k con k = (q,p) € Z°.

Es sabido que si a € R\ se tiene el flujo irra-
cional en el toro, cuyas trayectorias son todas densas.

6.5 Flujos y rotaciones irracionales

Teorema. El flujo irracional en el toro es ergdédico.
Dem.: Para cada f € £1(72,B,A) definimos

1 T
f(T,x) = ? I f{M(z+wt))dt con x = T(z2).

Debemos probar que
fdAx = lim f(T,x) para A-casi todo x e T2.
T

Probémoslo en primer lugar para f =y, . En este caso,
(0,0) resulta

para k

1]

Y, = 1 J Y, dA = ¢ (T,x) para todo T >0 y x € T2

Obsérvese que

I fdx = J fdx = J. f dx,dx,, donde foll = f.
T2 K K
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Entonces, para k = (0,0)
! 1 ami (kyxq +kox,)
ka da = Idxl Je M ¥eldy, = 0;
o (o]

por otra parte

1 T e21[i<k,zo>

W (T, %)= _:[ e2ni<k,zo+wt>dt.= (e2n1<k,w>r_1)
T o T2MMi<-k, w>

y como 2T sta acotado resulta

lim ¢, (T, x,) = 0.
T>+00

Obsérvese que el hecho de ser a irracional se ha usado
para garantizar que <k,w> # 0 para todo (0,0) # k € Z2.
Entonces la 1igualdad de las medias temporales vy
espaciales se cumple para cualquier combinacién lineal

de Y, .

Sea ahora cualquier f € #£2(T2,B,A). Dado ¢ > O,
existen dos funciones continuas P,Q tales que

P(x) = £(x) = Q(x), Jip-m dr < e
y combinaciones lineales p,q, de ¥, tales que

[P(x)-p(x)] <& y 1Q(x)-q{x)| < € para todo x € T2.

Sean Por9o- 1, las medias espaciales respectivas;
ellas verifican p, - € = f = g, + €. Igualmente

tendremos que p(T,x)-e = f(T,x) = q(T,x)+e para todo
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T y todo x € T2; pero para T suficientemente grande

[p(T,x| - p,| = ¢ y 4q(T,x) - q, = €. Para esos T

resultara

I£(T,2) - f,] = 6e. .

Por los mismos procedimientos wutilizados en el
teorema anterior se demuestra que las rotaciones
irracionales en la circunferencia son ergddicas.

Sea II: R — T! definida por p = Il(x) = g2Tx

Sp(p) = M(x+w) . Obsérvese que esa funcién esta bien
definida, constituye la rotacion de angulo 2Mw de cada
punto p € T!, y que preserva la medida de Lebesgue

(longitudes) en T!, Para probar que si w € R\Q,
entonces S, es ergddica, en la demostracidén del teorema

anterior s6lo hay que modificar las partes referidas a
las medias temporales
1 n-1 X
1
Yo(n,p) = - Y ¥ (S, p).

1=0

jo]

2Mix 2MikWwn
e

Resulta ¢, (n,p) =1 , ¢, (n,p) = = zmike
n i-e

lim ¢, (n,p) =0 si 0 # ke Z, para todo ne N vy
n->+w

todo p € T!, porque kw es irracional. Esta observacién,

muestra la igualdad de las medias espaclales y
temporales para combinaciones lineales de ¥, . EIl

proceso de aproximacién es formalmente el mismo.

Sin embargo, es simple probar que las rotaciones no
son mixing. Lo probaremos para valores de w en el
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intervalo 0 < w < 1/2. Si A y B son arcos de longitud

Mw, cada vez que S;n ANnB=# ¢ resultara

S™' AnB=¢. Por tanto 1im A(S™ A n B) si existe
w no+oo

es cero, mientras que A(A)A(B) = w2/4 # 0.

Asi, mientras que toda transformacion mixing es
ergdédica, tenemos en ejemplo muy simple de trans-
formacién ergdédica, no mixing.

6.6 Transformaciones lineales en T2

Ya hemos visto que si A: R2 — R2 tiene coeficientes
enteros, A(z2) ¢ Z2, entonces existe una transformacién
A: T2 — T2 tal que To A=A oTl. Se dice que A es
lineal y que A es su levantamiento. Si det A = * 1
entonces la medida de Lebesgue es invariante por A (Ver
por ej., [Mark1]1.4.2).

Obsérvese también que si det A= *1, resulta que la
inversa A-! tambien tiene coeficientes enteros, y en
este caso también existe la inversa A™l: T2 -5 T2. En
este caso A es un difeomorfismo del toro y estamos
interesados en estudiar tales transformaciones cuando A
tiene valores propios que no son raices de la unidad vy
direcciones proplias irracionales. En este caso se tiene
un difeomorfismo lineal de Anosov: Su ejemplo estandar

esta dada por la matriz A= lz 1].
1 1

En esta seccién restringiremos nuestro estudio al
automorfismo lineal del toro definido por esta A,
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aunque sus propiedades son generalizables a todas las
que cumplen las hipétesis indicadas arriba.

Los valores propios de A son

3+{5
A = , 0< A<l <p
2

y sus direcciones propias estan respectivamente dadas
por

WS - 1

(1;m“,x)y m””A=
2
Proposicioén.

a) W(0,0) = (1,1) es el Gnico punto fijo de
A: T2 — T2
b) T(x,,x;) con x; € Q@ son sus unicos puntos
periddicos.
Dem. :

a) A(1,1) = AN(0,0) = TMA(0,0) = T(0,0) = (1,1).

Inversamente si All(x,,x,) = M(x;,x,) resulta
Alxy,%p) = (%,+Ky, X+K5) k, € Z,
por lo que
(A-1) (%5,%5) = (ky,k,);

pero
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por lo que (xy,%;) = (A-1)-1 (ky.k;) € 22y
H(Xl,xz) = (1,1)

b) Sean x,

, X5 = g .  Entonces
A(xl,xz) A (k,m) , y All(x,,%,) tiene un k
representante en K de la forma (k,/n, k,/n);
pero estos son finitos por lo que para alguna
potencia A' ese representante debera repetirse y
ATTI(xqy,%5) = T(xq,%x5).

Inversamente, si ATTl(x,,x;) = M(x,,%x,) resulta
AT(x,,%,) = (x,+ ky, X;+ k;) con k; € Z

(A - 1)(xy,%) = (k;,kp).

Nuevamente (AT - I)-1 existe y ahora tiene
coeficientes racionales por lo que

(A - I)7 (kq,ky) = (%,,%,) € @2,

como queriamos probar.

6.7 Conjuntos estables e inestables.

Si X es un espacio métrico con distancia d vy

f: X — X, wuna funcién invertible, definimos conjuntos
estables e inestables de f por p:

W (p) {q: d(f"p, £fq) — 0 para n — +w}

W' (p)

{p: d(f"p, f'q) —> 0 para n — -w}
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Llamaremos conjuntos invariantes a cualesquiera de
ellos dos, en parte por satisfacer las siguientes
propiedades, cuya prueba queda como ejercicio:

a) £ Wp) = w(f(p)) , £ wip) =wip)

b) Si fN(p) = p (p periédico de periodo NJ),
N

entonces f (Ws’u(p)) = Ws’u(p)

c) qe W' p)epe W q);
q € Ws’u(p), q € ws’“(q) > q € ws'“(p)

d) Si p es asintéticamente estable (Liapunov)

entonces WS(p) contiene un entorno de py Ws(p)
se denomina cuenca de atraccion de p.

Proposicién. La imagen por T: R2 — T2 de la recta
z(t) = (%Xy0,Xy9) + t(l,my) estd contenida en el
conjunto estable de A por p = M(xy9.%3). De igual

manera M({x19,%z0) + t(1,my): t € R}) < Wi(p).

Dem.: Se debe probar que

d(A™ TM(z(t)), A"p) — 0 para n — +o.

Por la definicién de distancia en el toro alcanza con
probar que lIAP z(t) - R(xlo,xzo)ﬂ — 0. Esa norma por
la linealidad de A“, es igual a
it AR(L,my) 0 = [t] A™N(1,my)l que tiende a cero expo-

nencialmente V t e R porque 0 < A < 1. -

Corolario:

a) Ws(p) y W¥(p) son densos en T2 para todo p € T2
b) Ws(p) n WY(q) # ¢ para todo p.q € T2,
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6.8 Mixing topolédgico

Si X es un espacio topoldgico, diremos que el homeo-
morfismo, f: X — X es topolégicamente mixing si para
cada pareja de abiertos U,V existe N e N tal que

frUnV=2¢ para n = N.

El siguiente resultado relaciona el mixing topo-
légico con el mixing en medida, visto anteriormente.

Lema. Sea (X,B,u) un espacio de probabilidad en que X
es topolégico, B son sus borelianos y u(U) > 0 para
todo abierto U c X. Entonces, si el homeomorfismo

f: X > X es u mixing, es topolégicamente mixing.

Dem.: Dados 1los abiertos U,V, por ser u-mixing,
resulta

lim p(f™ U n V) = p(U) p(V) > 0 s u(fPU A V) >0
n->+w

para n=2N =» Un{f?*V =0 para n = N. "

Enunciaremos ahora un resultado que da condiciones
suficientes para el caos topolégico, en términos de
puntos perioédicos y conjuntos invariantes. 'Sean X y f
como en la definicién de mixing topolégico. Entonces
p € X es no errante si para cada entorno U de p y cada
n >0 existe Nz n tal que fNUAn U = ¢. Llamaremos
Q = Q(f) al conjunto de los puntos no errantes de f.
Per(f) sera el conjunto de los puntos periédicos de f.
Un conjunto C es residual en X si existen A;, abiertos

densos en X, 1 € N tales que

o0
nA <c.

i=1
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No daremos la demostracién del teorema, por escapar
al contenido y dimensiones de estas notas, pero su
conocimiento y comprensién son fundamentales para
entender el origen del caos en estructuras topolégicas
(obsérvese que no usamos estructuras diferenciables).

Teorema. (Condiciones suficientes para el  caos
topolégico). Sea X un espacio métrico, conexo con
infinitos puntos y f:X — X, un homeomorfismo (funcidn
continua con inversa continua) que satisface

i) Per(f) es denso en X;
ii) existe un cubrimiento de X por abiertos {Ug}
tal que si p,q € U, entonces

Ws{p) n Wu(q) = ¢.

€A

Entonces
1) Q=X ;
2) Ws(p) y WY(p) son densos en X para todo pe Per(f)
3) f es topolégicamente mixing;
4) Dados Vi,Vs,...,Vy abiertos, existe una trayec-
toria peridédica que pasa por todos ellos;

5) Hay puntos. perioddicos con periodo arbitrariamente
grande;

6) Si X tiene base numerable (un conjunto numerable
de abiertos tales que cualquier abierto contiene
uno de ellos) entonces existe un conjunto
residual de puntos con trayectoria densa.

Obsérvese que como consecuencia de las proposiciones
en 6.6 y 6.7 el automorfismo lineal A: T2 — T2

definido por A = [? i] es topolégicamente mixing,

tiene puntos periédicos de periodo arbitrariamente
grande y un conjunto residual de érbitas densas.
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Probaremos ahora que es A-mixing y relacionaremos esto
con la existencia de variedades invariantes densas.

6.9 Los Automorfismos lineales de Anosov son mixing

Teorema. Sea el espacio de probabilidad (T2,B,A).

A: T2 — T2, definida por A = [f 1], es mixing.

Dem.: Demostraremos que <foA™, g> — <f,1> <g,1> para
toda f,g € ¥2(T?,8B,A); el producto interno es en este
espacio. Nos restringiremos a probarlo para elemento de
la base ortonormal de Fourier (ver 6.3). El caso
general se prueba por aproximacién por combinaciones
lineales de elementos de esa base, como se hizo en 6.5.

Si f
Si f

Y, =1, el resultado es trivial.

¥, k # (0,0) resulta y, o A" = wA" (6.3.b)
Kk

Pero (A" k}nelN tiene todos sus elementos distintos

porque si se repitiera resultaria An k = k para algun
ny Ad  tendria valor propio 1 por lo que A tendria
valor propio una raiz n-ésima de la unidad, y eso no
sucede. Entonces <y, o A", ¢¥;> = 0 a partir de algin
n, para toda pareja k # O, j € Z2. Naturalmente que

<Yy, 1> =0 y tenemos

<wk o An’ 'pj> - <Wk, 1> <wJ:1>-

Obsérvese que los valores de la sucesién para n grande,
y del limite, son siempre cero excepto el caso

k =j= (0,0). [ ]
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6.10 Observacién hiperbélica

En 6.7 se demostré que para cada punto del toro hay
una direccién en que A”(n > 0) expande y otro en que
contrae (los puntos se alejan o se asercan al ser
iterados). En realidad no hemos probado que los puntos
de Wu4(p) se separan al iterar hacia el futuro, pero,
con el mismo formalismo de 6.7 se prueba que los puntos
de las rectas de direccién (1,m“) son “separados” en

factor u® al cabo de n > 0 iteraciones. Obsérvese
que esta “separacién” no es propiamente en el toro,
donde todas las distancias son finitas, sino en
“longitud” sobre WY(p).

Todo ese comportamiento es tipico de la dinamica
hiperbélica en que las foliaciones Ws(p), WY(p) son
densas.

El proceso de mezclado se explica asi. Sea la imagen
de un conjunto D ¢ R2 por AP . Esta aplicacién es
hiperbélica, producto de una contraccion de razén A" en
la direccién (1,my) por una dilatacién de razén u® en

la direccién (1,m“). Por tanto la imagen de D por An es
una banda larga y estrecha, estirandose a lo largo de
la segunda direccién propia, que tiene pendiente
irracional. Entonces M(A"D) esta uniformemente
distribuido en el toro y corta todo conjunto E < T2,
Continuando este tipo de razonamiento se prueba la
propiedad de mixing, por un camino “mas dinamico”.
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7. SENSIBILIDAD RESPECTO DE LAS CONDICIONES
INICIALES. EXPONENTES DE LIAPUNOV. ENTROPIA

El ejemplo del automorfismo lineal del toro muestra
que las evoluciones muy diferentes de puntos muy
proximos estd en la base de los fenémenos cadticos,
desordenados, de sistemas dinamicos. Por ello, un
elemento esencial para el estudio de la dinamica de un
sistema fisico, matemdtico o de simulacién, es la
separacién en el tiempo de dos puntos infinite-
simalmente préximos en un instante t = O.

7.1 Sensibilidad respecto de las condiciones
iniciales

Consideremos un sistema a tiempo discreto, o sea en
el que se realizan mediciones cada cierta unidad de
tiempo n =0, 1, ..., a valores en R,

Xpe1 = £(x;) = £™1(x, ) , x; € R.

-La separacién &x, de dos puntos x,, %, luego de

un tiempo N es, si se supone f derivable,

d
xN - )‘2" = fN(Xo) - f“(io) = |a (fN) (XO)I [xo_io]'

Entonces, por la regla de la cadena

d (f¥) (x) d f( ) d f( ) d f(x,)

— x}) = — f£xy_ . — fxy oo — fix,).

dx ax MY T ax 0 M dx °

En el caso en que x € RY las derivadas a% f

deben ser reemplazadas por las matrices jacobianas
f’
*)
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Si los factores en la expresidén de la regla de la

cadena fueran todos comparables (por ej., si f es
lineal), sucede que gﬁﬂ crece o decrece exponencial-
mente con N, y por 1lo tanto también 1lo hace la
distancia xy - Xy. Asi se puede definir la media de

crecimiento (o decrecimientoc) como

1
A= 1im — logh(fN)} &x, Il y xy%y = e &x,.
N>+ N °

Por el Teorema de Oseledets (ver [Markl] III.2 o
[Mafie] IV.10.) este limite existe por casi todo x, (con

respecto a cualquier probabilidad u invariante por f).

La media de expansidén (o contraccion) depende de la
direccién de la perturbacién inicial &x, , asi como de
Xo- Sin embargo, si pu es ergdédica el A mas grande
(respecto de la perturbacién inicial &x,) es indepen-
diente de x,, para p-casi todo x,. Este numero se llama

el mayor exponente de Liapunov (o exponente caracteris-
tico) de f respecto de pu.

Muchas direcciones pueden producir el mas grande
exponente de Liapunov A, pero otros pueden producir

otras exponentes de Liapunov A; = A; = ... As(xor

Los exponentes de Liapunov y otros numeros relacio-
nados con ellas dan muy buenos datos sobre la
produccion de informacidén del sistema en un sentido que
se verd de inmediato.

Ellos estan relacionados con cudn excitable o cuan
cadtico es el sistema. E]l numero de grados de libertad
también juega su papel, y aun mas depende de la sensi-
bilidad respecto de las condiciones iniciales.
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7.2 Un ejemplo

Veamos con un ejemplo bien conocido y simple cémo la
entropia (produccién de informacién) se relaciona con
la sensibilidad respecto de las condiciones iniciales.

Sean f(x) = 2x (mod 1) f: [0,1) — [0,1) y A la
medida de Lebesgue en [0,1). A es invariante por f.

Si ¥ = {: N — {0,1}} es el conjunto de las
sucesiones con valores 0,1 ; para cada j € N, sea
u({e: 8(j) = 0}) = 1/2. Estonces queda definida una

medida en Z* tal que
p{e: o(j;) =0 o6 1, j; < Jo ... < ju}) = 1/2m

La transformacién o: ¥ — Z* definida por
c(8)(j) = 6(j*1) es pu-invariante. Obsérvese que ¢ no
es inyectiva. Se dice que es un desplazamiento (shift).

si 1, =10, 1/2), I, = [1/2, 1), definimos
F: [0,1) — Z*, invertible casi todo punto por
F(x) =6 tal que 6(n) =Jj si f'x eI, EstaF pre-

serva las medidas o y A; o sea A(F-1(A)) = u(A) VA
en el o-algebra generado por los conjuntos indicados de

I+, Observese que

£™I. )

G(e) = 0 (m)

m

8

(o]

define la funcién inversa de FIA para

©  -n
A= nf (I, v I).
n=o
Ademds o o F = F o f.
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Un simple calculo muestra que para esta f, Ay= log2.

Veremos en qué sentido ese numero indica la sensibi-
lidad respecto de las condiciones iniciales.

Supongamos que un aparato de medida -muy grosero-

s6lo distingue que un punto esta en I, o en I;. Sin

embargo, si a partir de ' x, vamos haciendo sucesivas

mediciones al avanzar el tiempo, iremos obteniendo los
elementos - de F(x,), por 1lo que iremos ganando
informacién. Cambios en 1las condiciones iniciales
gseran inobservables en las primeras iteraciones (porque
XN y Xy estan en el mismo Ij), pero seran
observables mas adelante; se esta produciendo
informacién al avanzar en el tiempo. Dar condiciones
iniciales distintas, indistinguibles en el experimento,
se vuelven distinguibles después de tiempo finito.

7.3 Entropia métrica

La tasa media de creacién de informacién h“(f) es

la entropia métrica o invariante de Kolmogorov-Sinai.
Si la medida es ergddica para f ella esta relacionado
directamente con la sensibilidad respecto de las condi-
ciones iniciales. En este caso la entropia se puede
acotar en términos de los exponentes de Liapunov (desi-
gualdad de Ruelle)
h“(f) = ¥ (exp. caracteristicos positivos).

En muchos casos (no en todos) se satisface la igualdad
de Pesin.

Si los sistemas son disipativos (no preservan
medida) la entropia métrica es diferente de la entropia
termodinamica.

Sea, en general, f: X — X que preserva una medida
p del espacio de probabilidad (X, 4, p). P es una
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particion de X si

Pcd; ABePsu(AnB)=0 y ulX\ UP)=o0.
Pe?

Supongamos que para un cierto aparato es indistin-
guible la pertenencia de dos puntos a una misma P € P.
Por tanto, para el sistema definido por las iteraciones
de f, la creacién de informacién a partir de x se da
por el conocimiento del elemento de P en el que esta

fn(x).

Si P(x) es el elemento (atomo) de P al que pertenece
X, se define

. n
P.(x) = {y: Tly e P(Tix), 0 = j =n} = TIP(T)),
j=o0
o sea el conjunto de puntos que son indistinguibles de
X al cabo de n iteraciones.

Cabe preveer que si n — +o u(P_ (x)) — 0. Eso es

cierto si f vy sus iteraciones son ergdédicas: Ver
[MafiélIvV.1.1 . El estudio de esa convergencia lleva
naturalmente a considerar el

1
lim — log p(P (x)).
noo n

La existencia de ese limite p-c.t. x € X cuando
Pz?u(P) log u(P) <  es el contenido sustancial del T.
€

de Shannon-Mc Millan-Breiman ([Mafié] IV. 1.2-3).
Entonces, se define la entropia de f con respecto a

P en x como el opuesto del valor de ese limite;
h(f,?P,x) existe c.t. x € X y es #!. La media espacial

156



h(f,P) = J h(f,P,x)du(x)
es la entropia de f respecto a 7.

(Quienes quieran estudiar la definicién de la erntropia
de Kolmogorov, pueden consultar, ademads del mencionade

libro de Mafié, [Gutier] § 10).

Por dltimo, definimos la entropia de f con respecto
a M como

h“(f) = sup{hu(f,?): P particiones finitas de X},

que asi resulta una estimacién “en media” de la comple-
jidad del sistema.

En este sentido mayor entropia significa que prome-
dialmente u(P (x)) tiende mas rapidamente a cero y por

tanto el sistema es mas complejo, desordenado o
cadtico.

Un simple calculo muestra que en el ejemplo
estudiado en el intervalo [0,1), resulta

hy(f,P) = log 2, si P = {I,,1,}.

Que ése es el valor de h) (f), se deduce del Teorema

de Kolmogorov-Sinai. Este teorema permite evitar el
calculo del supremo wusando particiones especiales

llamadas f-generadoras. Ver [Mafié]lIV.4; [(Gutier] §11.

7.4 Exponentes de Liapunov no nulos

Si bien la expresién sensibilidad respecto de las
condiciones iniciales no tiene un significado cuantita-
tivo preciso, nosotros de alguna manera 1lo hemos
identificado con los exponentes de Liapunov.
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En esta introduccién no queremos pasar a un grado
mayor de precisién, pero por lo ya indicado en 7.1 se
deduce que el espacio tangente a la variedad en la que

se trabaja (R4, si el espacio fuera R4) se puede
descomponer en suma directa de subespacios E;(x) tales

que

1 n
lim - log I(f")

ell = A (x) para todo e € E;(x).
note D 1 1 1

X
Esta descomposicién fue la que hicimos para cada
punto del toro y el automorfismo lineal definido por

A= |21
11

En este caso los subespacios estan dados por las direc-
ciones propias y los exponentes de Liapunov son

log # > O > log A, cuya suma da cero. Los automorfis-
mos lineales de Anosov tienen hiperbolicidad muy
uniforme porque la expansién y 1la contraccién son
constantes en cada punto, al igual que los angulos
entre los subespacios estables e inestables.

Llamaremos regién de Pesin al conjunto de los puntos
en que los exponentes de Liapunov son todos distintos
de cero: {x € X: A;(x) # 0 Vi} = Z(f). Si u(Z(f)) =1

diremos que el sistema es no-uniformemente hiperbédlico.
La diferencia principal con el ejemplo del toro es que
tanto los exponentes como 1los angulos entre los
subespacios E;(x) pueden acercarse a cero.

AUn asi, se pueden construir conjuntos estables e
inestables, 1locales (“pequefios”), la entropia es
positiva y, en muchos casos, se puede probar que los
sistemas son mixing, y verifican otras de las propieda-
des vistas en la seccidén 5. Por todo ello el estudio
de los exponentes de Liapunov y, en particular, su no
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anulacién, podria incluirse entre las propiedades esta-
disticas que son objetos de estudio de 1la teoria
Ergédica.

La caracterizacién de sistemas dinamicos con
exponentes de Liapunov no nulos por medio de otras
herramientas, “mds analiticas” (formas cuadraticas) y
el uso de estas caracterizaciones para deducir otras
propiedades estadisticas constituye el centro del
trabajo de investigacién del autor de estas notas.

8. ALGO MAS SOBRE BILLARES

En esta uUltima seccidén indicaremos cuales son las
propiedades estadisticas probadas para distintos -tipos
de billares planos. A efectos de no complicar la pre-
sentacién daremos 1la descripcién de las formas mas
representativas de cada tipo. Una revisién biblio-
grafica bastante completa hasta 1992 se encuentra en
[Mark1]; por trabajos posteriores, ver [Mark2].

La presentaciéon formal de la transformacién de
billar y de "la medida invariante utilizada, - se
encuentra en la seccién 4. Por tanto aqui nos restrin-
gimos a la descripcién de la “mesa” Q del billar.

En ningin caso son admitidos billares que tengan un
conjunto de p-medida positiva (en el espacio de fase)
de trayectorias que sélo rebotan en bordes neutros

(curvatura nula). En particular se descartan los
billares poligonales de los cuales se sabe que tienen
exponentes de Liapunov y entropia nulos, aunque

“muchos” de ellos son ergéddicos.

También se supondrd que el &angulo entre dos trozos
adyacentes de la frontera es
i)} mayor que O si ambas son dispersores;
ii) mayor o igual que TI/2 si uno es dispersor y el
otro no;
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iii) mayor o igual que T si uno es focalizador y el
otro neutro; vy
iv) mayor que I si ambos son focalizadores.

En todos 1los casos en que se ha probado que son
mixing, también se ha probado una propiedad mas fuerte
(K-sistema) que no hemos definido en esta Introduccién
y que de figurar en la seccién 5 deberia aparecer como
un ramal 5.3.b .

8.1 Billares dispersores (y semidispersores).

Fueron los originalmente estudiados en [Sinail]. Sus
trozos de frontera pueden ser dispersores o neutros.
Se ha probado que verifican todas las propiedades
estadisticas ‘indicadas en 5; el decaimiento de 1la
correlacién es subexponencial con « = 1/2, aunque se
presume que ese resultado se pueda mejorar, al menos en
algunos casos.

También son “de Bernoulli”, propiedad estadistica
aun mas “fuerte” que la de ser K-sistemas.

8.2 Billares con arcos de circunferencia
Son llamadas de Bunimovich y su ejemplo mas tipico

es el stadium (fig. 2, con a = 1). Se pueden colocar
arcos de hasta media circunferencia (siempre que los

—~|

—

T
a L 2h l
- + ¢

FIGURA 2: STADIUM ELIPTICO
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circulos correspondientes no contengan otros trozos de
la frontera) y segmentos de recta. Se ha probado que
son mixing, y en el caso del stadium, también se han
probado las propiedades 5.4 y 5.5 con a = 1/2.

8.3 Billares con otros tipos de arcos focalizadores

Fueron estudiados inicialmente por Wojtkowski, quien
probé que algunos de ellos tenian regién de Pesin de
medida total. Si R(s) es el radio de curvatura en
relacién a la longitud de arco s, pueden formar parte
de :estos billares: arcos que verifican o bien

1/3 2

d°R/ds® < 0 o bien d2(R"%)zds® > 0.

En Ios del pfimer tipo se incluyen la cardioide,
epicicloides, cicloides . Arcos de elipse préximos a
los vértices verifican una u otra condicién: si la
elipse esta dada por

X =acost, y=sent, 0=<t=2n (a>1),
los “buenos” arcos de elipse estan definidos por

1. n 3n
sent = — —— 6 — =
1+a2 4 4

Se ha demostrado que los billares que tienen arcos
de frontera neutros, dispersores y focalizadores que

verifican d2R/ds2 < O, estando las componentes no
adyacentes “suficientemente” separadas, son mixing vy
existen buenas presunciones que se probara que el
billar en la cardioide (de ecuacién

P(t) = 0 + (1 - cost) eit, 0 = t = 2rn, en coordenadas
polares) verifica las propiedades 5.4 y 5.5 (ver
[Mark3]).
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8.4 Billares con arcos elipticos

Donnay y Bunimovich estudiaron otros tipos de arcos
(que llamaron absolutamente focalizadores) que pueden
formar parte de billares con regién de Pesin de medida
total. Esto incluye la media elipse que resulta de
cortar a lo largo del eje menor (de longitud 2), si el

semieje mayor esta entre 1 y 42.

Entonces se puede construir el stadium eliptico de
la fig. 2, que tiene region de Pesin de medida uno si
h > h(a). Por procedimientos de simulacién se han
hallado las aproximaciones para h(a) que se indican en

la tabla (h(a) — +© cuando a — 42 ). Es de esperar
que se pruebe que estos billares son mixing para

valores h > h(a), 1 < a < {2.

a h(a)
1 0
1,1 0,46
1,2 0,7
1,3 1,4
1,4 7
1,41 11

8.5 Entropia

Sinai y Chernov demostraron férmulas relativamente
sencillas para la entropia de billares semidispersores
y de Bunimovich. Esas férmulas fueron extendidas para
billares con hiperbolicidad no uniforme, en [CheMar].

En este caso los conjuntos estables e inestables de
la transformacién S, del billar, estan definidos para
casi todos los puntos de R, y son curvas (quizas muy
cortas). La entropia esta dada por la férmula
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hu(S) = [ loglt + k) t(x) ldu(x)
R

donde t(x) es la distancia (tiempo) entre el rebote en
X y el siguiente; y k(x) es un valor directamente
relacionado con la curvatura de la variedad inestable,
que depende de las curvaturas de la frontera y los
tiempos entre rebotes, en “el pasado” de x

(S™x, n =z 0).
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