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DINAMICA CUALITATIVA
DE TIEMPO DISCRETO
EN ECONOMIA

Ramén Garcia-Cobian J.

1. Introduccion:

El problema tipico por considerar es el de un agente que

a partir de un “hoy” tiene que decidir cada dia qué “estado”
ocupar; tales decisiones han de estar sujetas a ciertas
restricciones previamente dadas, las cuales pueden depender de
cudl haya sido el ultimo estado ocupado. Ademds, cada decision
recibe una remuneracion, la que también puede depender del
ultimo estado ocupado.

El problema del agente consiste en hallar la senda dptima de
decisiones que maximice la suma de los valores descontados de
las retribuciones desde hoy en adelante.

2. El problema de la sucesion (PS):

Dados: un positivo f, un conjunto no vacio X, una correspondencia I''X — X
y una funcién real F cuyo dominio es la grafica de I'; hallar, para un @ dado
en X, una sucesion (x;) en X que alcance el
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A este problema se le asocia una ecuacién funcional:
(EF) v(x) = sup (F(x,y)+ B v(y))-
yE(x)

Las sucesiones en X se¢ llaman “planes”, y se dice que un plan (x) es
“factible” si VIEN, x,,;E I'(x). El conjunto de todos los planes factibles que
partan de un a de X dado, i.e. que satisfagan ademis: x; = a, se denota por
I1(a) y se llama el conjunto de “planes factibles desde a”.

Asuncién 1: T es una correspondencia de valores no vacios.
Asuncién 2: Fes tal que Va E X, Y(x,) € T1(a), existe en R:= [-,] la
o
¢
2 B F(x;, %)
t=0
Estas asunciones permiten definir la “funcién suprema” v¥: X — i,
-]
i
arysupt 3 B F(x,2,,0)|(x,) ETI@) 1
t=0
Se dird que v* satisface a la ecuacién funcional si Va € X:
i) caso que [v*(a)| < , se tenga que
v*(a) = sup{F(a,y) + Bv*()lyET (@)};
i) caso que v¥(a) = =, se tenga que 3(y,) € I(a) tal que
= lim(F(a,y)+B vy,
iif) caso que v*(a) = -, se tenga que Vy €ET'(a), - = F(a,y)+ p v*(y).

Teorema 1: Las asunciones (1) y (2) garantizan que la funcién
suprema satisfaga a la ecuacidn funcional y que sea la iinica solucién de

(EF) que satisfaga Ya € X,V (x) €T(a), que 0= lim (B "v(x,)).

n—0o0

Demostracién:  Sélo hay que comprobar segiin las definiciones. (0
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3. Caracterizacion de los planes factibles 6ptimos:

Teorema 2: Con las asunciones (1) y (2), si algiin (x: ) de I1(a), alcanza
el supremo en (PS), entonces

v¥(x,) = F(x;,%,,)+B v*(x,,);

reciprocamente, si algin (X,) de Il(a) satisface esta dltima igualdad,
entonces el que (X,) alcance el supremo en (SP) es garantizado por la

condicién: limsup p ‘v* (x,)so0.
Demostracién: Como en (x: ) se alcanza el supremo de (PS),

v¥ (@)= F(@,x)+B 2B ‘Flx, %)=
Om de T1(a).
2 F(a,00)+B 2B "F(Xpp,%42) V()
0

En particular, esto vale para todo plan (x,) tal que x; = xl' , y como

(x;,xz,x3,...)EH(x1'):(a,x;,xz,...)EH(a),
se sigue que
2 p ’F(xt+1’xt+2)2 ZB tF(xt+1’xt+2)V(xr) de I'I(xl.).
0

Luego, el primer miembro de esta desigualdad es v*(x; ), lo que sustituido
en la primera desigualdad da el resultado buscado para ¢ = 0. El resto es cosa

de induccién.
Para la segunda parte del teorema, de las hipétesis se sigue que:

n
~ o~ 1 ~
vi(a)= 2B ‘F(E, %)+ B "vE(F, )
0

para cualquier (%,) de T1(a).
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Luego, de que limsup § fyx (%,) =0 sesigue que

vi(@)s 258 'F(%.%0)-
La desigualdad reciproca es consecuencia de que (¥,) €T(a). Q

Definicién: Una “correspondencia de politica” es cualquiera G: X — X,
no vacia tal que ¥x, G(x) € T'(x); si G es funcién, se la lama “funcién de
politica” y se la denotard por g. Si un plan (x;) es tal que Yt, x,; € G(xy),
se dice que (x,) “se genera desde” x’ por G; la correspondencia de politica
dptima G* se define por:

G*(x):={y ET(x)|v*(x) = F(x,y)+ B v*(y)}-
Asi, de los teoremas anteriores resulta que todo plan dptimo se genera desde

G* y que todo plan generado desde G*, si satisface la desigualdad del lim.
sup., es 6ptimo.

3. Caso de rendimientos acotados:
En este caso se introducen las dos siguientes asunciones:

Asuncién3: X es un subconjunto convexo de R' y ' es de valores
compactos no vacios y continua.
Asuncién 4: F es continua y acotada, y f§ es positivo menor que 1.

Asi, resulta natural buscar soluciones a la ecuacién funcional en el espacio
BC%(X) de las funciones reales continuas y acotadas definidas en X, con la
norma del supremo. Cada v de BC’(X) que sea solucién de la ecuacién
funcional determina una correspondencia de politica

G, X =X, x> G (x):={yET(x)|v(x) = F(x,y)+ B v(»)}

Entonces los teoremas anieriores implican que para todo a de X, un plan
{x*,) alcanza el suprenio en (PS) si, y sélo si, es generado por G ..
v

Definase el operador T sobre BC® (X) por
Tf: x> max{F(x,y)+ B f(y)|y ET(x)}.
En términos de T, la ec. func. es: v = Tv.

Teorema 3: Con las asunciones (3) y (4) se cumple que imagen
(e BC 0(x), que T posee un iinico punto fijo v, y que Vv, de BC*(X), se
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cumple YnE€N,||T"v,-v||s B “|lvy-vll; ademds, G, es de valores
compactos y superiormente semicontinua.

Demostracién: Se sigue de que: (1) Vf de BCO(X), Vx E X, es continua
F(x,.)+B f yes compacto I'(x), lo que hace que se alcance el miximo;
(2) de que F y fsean acotadas se sique que Tf lo es; (3) que Tf sea continua
es consecuencia inmediata del teorema del maximo; (4) finalmente, T es una
contraccién y BC’(X) es un espacio de Banach, por lo cual el teorema de la
contraccion implica que T tiene un tnico punto fijo. Las propiedades de G,
se siguen del teorema del miaximo.

Asi, la segunda parte del teorema 1 muestra que con las asunciones (3) y (4),
se obtiene que hay una v de BC*(X) solucién de la ec. func. y que es la
funcién suprema para (PS); y con el teorema 2, ahora se concluye que hay
un plan éptimo, a saber, cualquiera que sea generado por G,.

Finalmente se llega al importante resultado acerca del cardcter funcional de
G,, asi como a su continuidad y diferenciabilidad, gracias a un resultado
debido a Benveniste y Scheinkman (ref. 2):

Teorema 4: Si ademds de las asunciones hechas, se tiene que F es
estrictamente céncava y T es de valores convexos, entonces toda solucidn
de la ec. func. es estrictamente cdncava y la correspondencia de politica
que ella determina es funcién y es continua. Si F fuese, ademds, de clase C’
sobre el interior de graf{T'), entonces para todo a del interior de X tal que
g(a)E interior de T'(a), se tiene que v es de clase C! en ay en su gradiante
es dado por:

D;v(a)=D,;F(a,g(a)), i=1...,1

4. Ecuacionesv de Euler:

El modo clasico de abordar el problema de la sucesién es tratarlo como un
problema directo de programacién en las variables de decision: x;,xs,... . Se
pueden sacar condiciones nece-sarias para que un plan sea optimo de la
observacién de que si (x*;,x*3,...) es solucién del (PS) para un a dado (x*o =
a), entonces para todo ¢ ha de tenerse que x*i,; es solucién de:

max{F(x, ,y)+ B F(y,x,,,)|yET(x;) r x,,, ET(y)}.
y
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Teorema 4: (Suficiencia de las condiciones de Euler y transversalidad)
Si X estd incluido en el ortante positivo de R' y se satisfacen las asunciones
3 y 4y, ademds, Yy, F(.,y) es estrictamente creciente en cada uno de sus
argumentos, estrictamente céncava y de clase C* en el interior de gr(T), y T

. 0
es convexa; entonces un plan (x,) tal que Vt,x, , € F(x: ), es Optimo para
(PS) dado a = xy si:

. x . * . s » *
0=V, F(x,,%,,1)+ BV, F(x,1,%,2)A0= lim B 'V F(x, ,x,,0)-%, -
o

t—

Demostracién: sea (x*) como se indica en el enunciado; basta con
demostrar que

kd t * *
V() EN(@), Di= 38" (F(x, %01) = F(x%,,1)) 20.
0
Pero por la concavidad y diferenciabilidad de F se tiene que la diferencia de
valores de F anterior es
z VF(x:,xm).(x: -x)+V, F(x,,x,,4)- (X, -X,,)
x
Como x(; -x, =a-a =0, reordenando se tiene:

. g .o P *
D=z lim ( 2 B (V,F(x ,x,1)+B Vo F (X, 15%42)) (%41 = Xpe1) +

T—w

0

T * * *
+ BV F(xr,x0,)-(¥r41 = ¥141))

Por hipétesis, todos los términos de la suma son nulos. Luego, sustituyendo y
usando la hipdtesis sobre el limite se sigue que

D=z-lim BTV F(xp,xp,).xp. Asi, D20 QO
T—0
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5. Dindmica:

Bajo las asunciones anteriores (las del teorema 4), si una solucién es interior
por doquier, entonces la condicion necesaria de primer orden y la de la
envolvente’

n (@
0=V, F(x,8(x))+ B v'(g(x)) av'(x) = V_F(x,8(x))
dan informacién ulterior sobre la funcién g.

Bajo tales asunciones, cualquier sucesién () que satisface a la ecuacién de
Euler y a la de transversalidad: .

3) 4
0= VyF(xt,xt+1)+[3 V. F(x,,1,%,,) A 0= lim th F(x;,x,,1).x%,

t—
es la Gnica solucién al (PS) dado que xo = @ (altimo teorema: 4).

Lo que se quiere es hallar métodos que usen (1)-(4) para caracterizar la
conducta de las soluciones del (PS), y para alcanzar resultados cualitativos
acerca de las sendas solucidn para una amplia clase de funciones F.

El siguiente ejemplo muestra que las propiedades de las sendas solucién
pueden ser o muy simples o muy complejas; asi, la estabilidad no es una
propiedad general, pues podri haber ciclos, explosiones y caos.

Ejemplo 1: Es un modelo mono-vectorial de crecimiento econémico
6ptimo en el que se llega a la ecuacién funcional:

v(k)= max (Uf(k)-y)+ B v(y)) donde
k)

Oy f(
o 0
fEC(R,,R,),UEC (R, ,R),BEI0I.

* Teorema de la emwolvente: En max f(x,0) sujeto a g(x,0)=0, con

FiR" =R gR" = R, sean

Fla)= f(x(@)a)r Yla)= f(x(a)a)+ro)g(x(a)o) A
AD(x,ho)= f(x,a)+Ag(x,a)

entonces st F)\p son de clase C ! en o, se tiene:

Fy =Wg =Pg (= fq +hggy )
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Se asume que fy U son estrictamente crecientes, estrictamente céncavas de
clase C' tales que f(0)=0, f'(0) =, f'(©)=0 y U'(0)=o.

Entonces, se puede demostrar ficilmente que 3!k > 0, f(k) = k; tal k es el
maximo de existencias de capital mantenible, pues
k, ik =>k,., = f(k,)sk,, por lo que puede restringirse la atencién al
[0,k ]. Luego, fy U resuitan acotadas sobre este intervalo.

Los teoremas anteriores permiten concluir que la ecuacién funcional de este
ejemplo tiene una dnica solucidn continua v en [0,k ], que es estrictamente
creciente y estrictamente céncava; que Vk de [0,k], el méximo de la
ecuacion funcional se alcanza en un fnico valor: g(k); que esta g es
continua, y que dado ko en [0,k ], la sucesién (k) definida por &k, = g(k,)
es la Gnica solucién. Se quiere caracterizar g tanto como sea posible.

En lo que se reficre a puntos “estacionarios” o “tijos” de g, hay uno trivial:
el 0, pues 0 =g(0); si se parte de €l, ya no se sale. Para buscar otros,

considerar la condicién necesaria de primer orden y la de la envolvente para
la ecuacién funcional:

U'(f(k)-g(k) =B v'(gk)) A v'(k)=U'(f(k)-g(k) S (k).

Entonces, puede probarse que Vk E]O,l-c. } la solucién de la ecuacion
funcional da un punto interior, por lo que v esde clase C* en 10,k y las dos

ecuaciones Gltimas valen para todo k del ]0,k] y g es estrictamente
creciente,

Ahora, como k = g(k), eliminando v’(k) en esas ecuaciones se obtiene una
condicién necesaria para un punto estacionario: 1 = Bf '(k), que por las
asunciones hechas posee una tnica solucién: k* = f"'(1/). Tal k* sélo es
un candidato a punto estacionario.

Pero como v es estrictamente concava, Yk del 0,k ], se tiene que
(v' (k) -v'(g(k)))(k - g(k)) s 0, con igualdad sélo si k = g(k).
Reemplazando v’ (k) y v’(g(k)) por sus expresiones anteriores:
VKEN,k], (f'(k)-1/B)(k-g k) s0;

con igvaldad si y sdlo si k = g(k). Pero en k*, el primer factor es nulo, luego
* = g(k*). Asi, k* si es punto estacionario.
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La condicion segin la cual (f'(k)-1/B)k-g(k)s0 Yk€E|0,k]
permite inferir que aun mds lejos del punto estacionario:

f'k)>1/B si k<k*; asi, k<g(k) si k<k*:

=i
-
I

l

|

l

|

|
@

Kt¢$—————

B e —— o — ——

x| $——————
I

Se concluye ast:

Teorema 1. Si g es funcién de politica para la ecuacion funcional del
ejemplo 1, entonces g tiene dos puntos estacionarios: 0 y k* = f"(1/B);
ademds, cualquiera que sea ko positivo menor que k, la sucesién <ky>,
definida por k,,,:= g(k,), converge monétonamente a k*.

Ejemplo 2: Las preferencias son como en el ejemplo 1, pero la tecnologia
es otra: cada consumidor tiene una unidad laboral por periodo; hay 2 bienes
producibles: ¢l de capital y el de consumo. El primero se produce empleando
sélo trabajo; y el segundo, capital y trabajo:

kH-l =1-n, y ¢ =ntf(kl /nt)

donde Osn, <1 esel trabajo usado para producir el bien de consumo'.

L Como es frecuente, se asume una funcion de produccién F(k,n) homogénea para la
produccién del bien de consumo; asi, C = nF(k [ n) =:nf (k [ n). Ademds, por simplificar,
en la tecnologia del sector que produce el bien de capital se asume como funcion de
produccién la identidad.
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Se asume que f y U son diferenciables y acotadas, y que
Vk €[0,1],0 = lim nf (k / n).

n—>w

Entonces la ecuacién funcional es:
k
v(k) = max (U((1-y) f(—N+B v(y)-
ye€[0,1] 1-y

Con razonamientos similares a los del ejemplo anterior se concluye que v es
estrictamente creciente y estrictamente céncava; que la funcién de politica
£:[0,1] — [0,1] estd bien definida y es continua.

En lo que respecta a puntos estacionarios: de la condicién necesaria de
primer orden y del teorema de la envolvente, como antes, se obtiene que

" k ¢ k
1- g(k) 1-g(k) " “1-g(k)

0=F v'(gk)+U'(1-g(k) f( )(-f( )

1-()

vi(k)=U'((1- g(k))f(l_ (k)))f (1_ (k))

de donde sale como condicion necesaria para un punto estacionario:

(B +—)f' () = F(—)

+ = )
1-k 1-% 1-k

en donde se ha asumido que F y U son tales que para cualquier k positivo no

mayor que 1, el miximo de la ecuacion funcional sea punto interior.

De este modo se garantiza que hay un tnico k* eb ]0,1[ que satisface la
ecuacion anterior. Ya que
k k

k
HEIO. 0 gONB T e (= TG <0

con igualdad si, y sélo si, k= g(k); se sigue que k* si es punto estacionario.

Pero ahora ya no se sigue que g sea creciente, sino que el sistema oscila:

kg >k* si k, <k*

>

Asfi, la estabilidad del sistema en &* dependerd de la pendiente de g en &*.
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Cabe preguntarse si el hecho de que g sea funcién de politica entrafa
alguna restriccidon sobre la clase a la que pertenecen tales funciones. La
respuesta, como se desprende del teorema siguiente, es negativa,

Teorema 2: (Boldrin y Montrucchio): Con X compacto, g € c? (X, Xx),
I'(x) = XVx; se tiene que hay una funcién de remuneracién F y un factor
de descuento B tales que (X,I',F,B) satisface las asunciones de las tres
primeras secciones, y para lo cual g resulta ser una funcion de politica
dptima.

Asi, cualquier ecuacién en diferencias que sea auténoma y bastante tersa
puede describir una conducta dindmica Gptima. Pero las ecuaciones en

diferencias de primer orden pueden tener rangos demasiado amplios de
dindmicas. Asi, por ejemplo, la ecuacién:

2
X, =4x, —4x;

exhibe 1-ciclos, 2-ciclos, 3-ciclos, etc. como puede verse en las gréficas:

] /j'1
:

|
|
| @?
I
|

& s
pto. estacionario bi-ciclo

6. Aproximacion cuadratica de la ecuacion de Euler:

En general no es posible usar una aproximacién lineal a la funcién de
politica éptima g para programas dindmicos, pues no se tiene informacién
que permita inferir la diferenciabilidad de g. Pero, en cambio, si es posible
usar aproximacion lineal a la ecuacién de Euler.
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Ya se ha visto en la seccibén 4, teorema 4, que son condiciones suficientes
para una solucién interior del problema de la sucesidn, la ecuacion de Euler
y la condicién de transversalidad:

0= VyF(x, 2Xp41) + BV F(X415%,42)

0= lim B 'VxF(xt,le).xt ;

=
y que éstas garantizan la unicidad de la solucién.

Seria deseable el poder hallar condiciones adecuadas sobre F y § que lleven
a

Condicién 6.1:  Hay un X de X y bay una vecindad U de X tales que
cualquiera que sea xp de U, hay una sucesién (x;) que satisface a la ecuacion
de Euler y que tiende a X ; asi, como la convergencia de (x;) a ¥ hace que se
satisfaga la condicién de transversalidad, se tendria que cualquier sucesion
tal ha de ser la dnica solucién 6ptima desde xq.

Esto se ilustra para el caso de ser F cuadritica: En este caso sus primeras
derivadas son lineales y:

V.F(x,y)=F, +F,_ xtFoy A VyF(x,y)=Fy+nyx+Fyyy
donde son constantes los vectores I-dimensionales F, y Fy , asi como las
matrices ki; F_, ny (= Fyx ),Fyy .

La ecuacion de Euler:

0= F'y+ [3;";+ny X, +(F,+ BF )% 1 + BFy,

+2°

Asumiendo regularidad de la matriz (F;y+Fyy+[3Fxx+ﬁny), hay un

tnico punto estacionario para la ecuacién de Euler, a saber:
- ' -1,= —_
X = —(ny +F, +BF,, + BFy) (F, +B F,).

Sea z,:= x,~ X; entonces, si es regular la matriz Fy, se sigue que:

“1g-1g' -1
0=p nynyzt+ﬂ ny(Fyy+BFxx)zt+1+zH2.

Para convertir esta ecuacién de segundo orden en una de primer orden,
definase
J K

21 .
Zt:=(zt+l’zt)ER . Asi, Zt+1=AZr con 4. o

B
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siendo

Ji=-3" F (F +BF.) K-—[.’) 11y Oson Il

xyxy’

Puede comprobarse que con las hipéteis hechas hasta aqui, resultan
regulares A e [-A.

También se comprueba que con dichas hiptesis, de que A sea raiz
caracteristica de A se sigue que también lo es (BA)”, y se obtiene el teorema:

Teorema3: Si F:R* — R es cuadrdtica y estrictamente céncava; si
VxER',F(x) =Rl; si  BEJOY; si son regulares F, vy

(ny +F +BF +BF, ); 8i X es el dnico punto estacionario 'y A tiene |

raices caracteristicas de valor absoluto menor que 1; entonces Vx, eRr’

hay una tinica solucion (x,) al problema de la sucesion, y ella satisface a la

ecuacion de Euler y tiende a x .

Ha de notarse que en este caso la funcibn de politica es

gx)=x- 32'11822 (x-X), siendo A = B'AB, conA diagonal.

Finalmente, se llega al resultado central de la aproximacién cuadritica:

Teorema d: Sea (X,I'A,F,B) tal que satisfaga a las hipétesis hechas hasta

aqui; si ¥ es un punto estacionario interior y F es de clase C* en una

vecindad N de (X ,X); si son regulares F,, y (F +F +B F_+B F,_); si

A tiene l raices caracteristicas de valor absoluto menor que 1; entonces hay

una vecindad U de X tal que para cualquier xy de U, hay una iinica

solucidn (x,) del problema de la sucesién y ella converge a X . (Ver Stokey y

Lucas).
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