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EN TORNO AL PROBLEMA
DE BORSUK

Roberto Velasquez Lépez

Una mariana de otofio de 1974, en el descanso de la escalera
de acceso al Departamento de Matemdtica de la PUCP,
conversaba con el Dr. José Tola Pasquel sobre problemas de la
ensefianza de la Geometria y ¢l sefialaba la importancia del
razonamiento geométrico, afirmando que era necesario
mantenerlo atin cuando la Geometria “a lo Euclides” hubiera
dejado de ser tema central en la formacion cientifica y
tecnoldgica en general. Concluy6 recomendando buscar partes
de la geometria contempordnea con “muchos problemasy
aplicaciones” que demandaran para su solucion de las
caracteristicas especiales del razonamiento que se denomina
geométrico. Concordé y concuerdo plenamente con el Maestro
Tola, y al respecto considero que en la Geometria de los
Conjuntos Convexos hay muchos problemas que admiten un
planteamiento sencillo, al alcance de alumnos de Estudios
Generales, y en cuya solucion hay mds de la inspiracion y el
arte de la escuela de Euclides que de la metodologia algebraica
de Descartes. Como un pequefio homenaje al Dr. José Tola,
presento algunos temas y comentarios relacionados
con el problema de Borsuk.

€ Profesor Principal de la Universidad Nacional de Educacién, La Cantuta. Chosica.



1. En 1933, el matemitico polaco K. Borsuk, presenté una memoria en la

que aparece e} siguiente problema:

Conjetura: Todo conjunto acotado A de R" admite una particion en n+1
subconjuntos, cada uno de ellos de didmetro menor que el didmetro de A.

- Obsérvese que la cantidad n+1, de la particién de Borsuk, no puede ser

rebajada, pues, por ejemplo, si A fuera un n-simplex regular y se le
partiera en sélo n subconjuntos, al menos un subconjunto contendria
dos vértices de A, y su didmetro seria igual al de A.

En la misma memoria, Borsuk demostré que si se cubre la superficie
esférica unitaria de R" con n conjuntos cerrados, al menos uno de ellos

contiene un par de puntos antipodales.

Pasados mds de sesenta afios desde que fuera formulado, ain no se
dispone de una solucién general del problema de Borsuk, pero se
conocen algunas soluciones parciales relativas al caso de conjuntos de
anchura constante.

2. Una propiedad geométrica conocida afirma que si K es un conjunto
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convexo compacto y % es un hiperplano cerrado, existen exactamente dos
hiperplanos ntl y n2 de apoyo de K, paralelos a 5. Entonces:

i) Siendo /una recta ortogonal a x, se denomina anchura de Ken la

direccion / al nimero real wW(K,l) = d(1,72)

ii) Se dice que K tiene anchura constante si existe u > 0 tal que para

toda direccidn I sea w(K,[) = u.

- En el plano, el circulo es obviamente un conjunto convexo de anchura

constante, pero no es el dinico y es ficil obtener otros. Por ejemplo, si T
es un tridngulo equilitero y haciendo centro en cada vértice, con radio
n igual al lado, se traza un arco de circunferencia que une a los otros
dos vértices, se genera una figura plana de ancho constante p conocida
como tridngulo de Reuleaux. Un poligono regular cualquiera con un
ndmero impar de vértices también puede generar poligonos de
Reuleaux de ancho constante. Y en R, a partir del tetraedro regular,

se obtienen poliedros de Realeaux.



- Se conocen muchas propiedades intrinsecas de los conjuntos de

anchura constante, pero no se hallan estructuradas en un {inico cuerpo
teérico. Una de las caracteristicas de esta familia de conjuntos es que la
propiedad que los define no es un invariante afin, sino métrico. Por
ejemplo, si C es el circulo unitario en R® y T la transformacién del
plano descrita por la matriz
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entonces C tiene anchura constante 2, mientras que 7(C) es una elipse
que tiene anchura 4 en la direccién horizontal y anchura 2 en la
vertical.

A la pregunta genérica sobre la existencia de conjuntos de ancho
constante responde la siguiente proposicion:

St C es acotado, existe un conjunto K, de ancho constante, tal que
KOC y diam. K = diam.C
Demostracién: Sean diam.C=p y F = {AT1€R" / CCAT y diam.A=p}

La inclusién es una relacién de orden parcial en F. La unién de una
subfamilia linealmente ordenada de F esti en F. Entonces, por el Lema
“de Zom, existe un elemento maximal K en F y claramente K es de
ancho constante.
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3. Con relacidn al problema de Borsuk y los conjuntos de ancho constante se
tienen los siguientes resultados:

En R?: Si K es un conjunto de anchura constante p, se demuestra que

es posible partir K en tres subconjuntos, cada uno de ellos con
didmetro menor que p. '

En R?: Todo conjunto de anchura constante p, admite una particién
en 4 conjuntos de didmetro menor que .

Esta proposicién fue demostrada primero por H.G. Eggleston, en 1955,
de forma un tanto compleja, no suceptible de ser generalizada a
dimensiones superiores. En 1957, B. Grumbaum presenté una solucién
mas sencilla, basada en el método de la “cubierta universal”, que
consiste en construir un conjunto K de anchura constante p, y que
admita una particién de Borsuk con didmetro menor que u. Para el
caso del plano, el exigono regular de apotema p/2 es una cubierta
universal y para R’, se usé como cubierta un octaedro regular
convenientemente truncado. Empero, el método de la cubierta
universal tampoco ha resultado Wtil para trabajar en espacios de
dimensién mayor que 3.

Si K es un convexo cerrado, con interior no vacio en R, se dice que x
€ fr.K es un punto suave (de K) si K admite sélo un hiperplano de
apoyo que contiene a x. En caso contrario x se denomina punto
anguloso. K se dice rotundo si cada uno de sus hiperplanos de apoyo

admite un dnico punto comiin con fr.K . K se denomina regular cuando
es rotundo y suave.

Proposicién: Si K es convexo, compacto, suave y con interior no
vacio en R", K admite una particién en n+1 subconjuntos de diémetro
menor que diam.K

Los tridngulos de Reuleaux no son convexos suaves, porque los
vértices del tridngulo generador T son puntos angulosos; pero si son
rotundos, por cuanto cada uno de sus hiperplanos de apoyo tiene un
Ginico punto comin con la frontera de la figura generada.

4. Otros resultados interesantes vinculados al tema son los que citamos a
continuacion.
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- Proposicién (de Blaschke): En R?, en conjunto de puntos angulosos

en la frontera de un convexo cerrado K con interior no vacio es, a lo
sumo, numerable.

Corolario: Si fi R — R es convexa, entonces f es derivable en todo
punto, salvo, a lo sumo, en un conjunto numerable.

- Si K es convexo, compacto y con interior no vacio se denomina
circunesfera de K a una bola B*(K) tal que:
i) B*(K) DK y su radio es minimal
Llamaremos inesfera de K a una bola B*(K) tal que: .
ii) B*(K) CK y su radio es el mayor posible.

- Se demuestra que si K es convexo, compacto y con interior no vacio, la
circunesfera B*(K) es tnica. Empero esto no sucede para el caso de la
inesfera, pues, por ejemplo, un cuadrado en el plano admite distintas
inesferas.

- Hallar el ancho minimo, el didmetro y los radios de la inesfera y
circunesfera de: (a) un cubo; (b) un tetraedro regular; (c) el cuerpo
generado por un tridngulo de Reuleaux al rotar en torno a uno de sus
ejes de simetria.

- En 1901, HW.E. Jung, demostr6 que todo conjunto de didmetro D estd
contenido en una esfera de radio Dy/(3/8). Ese resultado se generaliza
en la forma siguiente.

Proposicién: Sea K de anchura constante en R” y tal que su didmetro
diam.K=p. Entonces:

i) La inesfera es Gnica y concétrica con la circunesfera,
ii) radio B*(K) + radio B*(k)=L.

iii) radio B*(K) s p.{f[n/2(n +1)).

La parte iii) vale atin cuando K no sea de anchura constante.

Sea F una familia de conjuntos acotados y cerrados en R”.

A partir de los conceptos de distancia d* de un punfo x a un conjunto A4,
d*(Ax) = inf{d(x,y) / y € A}, y de entorno de A de radio r =z 0,

N(A,r)={xER" /d*(A,x) sr}, se procede a definir una distancia D
entre los miembros de F en la forma siguiente:
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Si A y B pertenecen a la familia F, se denomina distancia D entre

estos dos conjuntos al nimero real
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D(A,B) =inf{r =0/ ACN(B,r); BCN(A,r)}

Por ser A y B acotados, existe una esfera de radio r que contiene a
ambos conjuntos. Entonces

ACN(B2r) y BCNA,2r);
en consecuencia la definicién de distancia es consistente y
0sD(A,B) s 2r.

Proposicion: La familia F, con la distancia D, constituye un espacio
métrico completo.
Demostracion: ¢ A=B <> DAB)=0

* D(A,B) =D(BA)

* SiDAC)=r y D(C,B)=p setiene

ACN(Cr), CCNA,), CCNB,p) y BCN(Cp),

resulta A CN(C,r) CN(B,r+p).
Similarmente se prueba que B C N(C,p) C N(A,r+p)y se tiene
D(A,B) = r+p ; es decir D(A,B) s D(A,C) + D(C,B).

* Comprobando que la familia F, con la distnacia
D, constituye un espacio métrico; resta aplicar las nociones de sucesion
de Cauchy y de limite de una sucesién al caso en que en lugar de
puntos tenemos compactos en R
Sea {C,} una sucesién de conjuntos de F, By, = cl(U Cy), I = m,...,».
Cada B,, es compacto y la sucesién {B,} es decreciente, luego, por la
propiedad de encajes, C es compacto y no vacio. Para todo 8 > 0 existe
k(d) natural tal que si m > k(8) entonces B, N(C,d), pues en caso
contrario la inter- seccién de By, con la frontera de N(C,d) seria no
vacia para infinitos m, de donde resultaria C N fr.N(C,d) no vacia,
obvia contradiccién. Por tanto, para todo m > k(d) vale C,, N(C,8). De
otro lado, para todo § > O existe j(8) natural tal que si m > j(d), p >
J(0), se tiene D(C,,,C;) < 0. Resulta asi

C CBy=UC; CN(Cd).

Sea ahora q(8) = max.{k(d), j(3)}, para todo & > 0. Entonces, si m >
q(d) resulta D(C,,,C) <, es decir, C = lim C,,.



- Silos C; de la sucesién {C;} son convexos, se prueba que C= limC; es
también convexo.

- Proposicion: El espacio (F,D) tiene la propiedad de Borel-Lebesgue;
es decir, todo subconjunto acotado y cerrado de F es compacto.

Demostracién: Sea S una subfamilia infinita y acotada de F en la
métrica D. Existird entonces un n-cubo Q de arista de longitud [ tal
que para todo CES se tiene CQ. Denotamos con Q, a la k-ésima
subdivision regular de Q en n-cubos iguales, cada uno de ellos de arista
de longitud 1/2%. Entonces, si CES, Ia k-ésima cubierta regular minima
de C serd la unién P de algunos cubos de Q; de manera que PC y
ademds C intersecten a todos los cubos de P. Observemos que para
todo £ la cantidad de n-cubos en Qy es finita, y por tanto la cantidad de
posibles cubiertas minimales distintas también serd finita. Como es
infinita, habra una subfamilia infinta de S, {C};,C;2,C13,...,C11,-..} tal
que todos sus elementos tienen igual la primera cubierta regular
minimal. Repitiendo el razonamiento existiti una sucesién
{C21,C22,C23,...,C2y,...} tal que todos sus elementos admiten la misma
segunda cubierta minimal. En general, si kEN (nimeros naturales), la
sucesion {Cy / IEN} serd una sub- sucesion infinita de {Cy.yy1 / IEN}
tal que todos sus elementos tienen la misma k-ésima cuabierta regular
minimal. Consideremos ahora la sucesién es de Cauchy y, conforme a
la proposicién anterior, es convergente.

- Teorema de Blaschke: Si F es una familia infinita y uniformemente
acotada de conjuntos convexos compactos en R"., existe una sucesion
infinita contenida en F que converge en la métrica D a un convexo
compacto.

- Supongamos que se desea demostrar que todos los conjuntos de una
familia F gozan de una determinada propiedad X, pero la demostracién
directa es dificil. Un procedimiento usual consiste en demostrar la
propiedad para una subfamilia G “densa en F” y luego extender “por
continuidad” el resultado a la familia F. Es el caso de los politopos en
la familia K, del teorema de Blaschke.

- Se denomina politopo a la cipsula convexa de un conjunto finito.
Proposicion: Si K€K, y 8> 0, existe un politopo P tal que
PC KCN(F;H).
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Demostracion: Consideremos la familia {N(x;d) / x€K} que es un
cubrimiento por abiertos de K. Por compaccidad existird un conjunto
finito tal que M={x;;x5;...;5} K tal que K N(x;3).

Sea entonces P = convM (la cdpsula convexa de M) y todo esta
demostrado. :

Corolario: Si KEK,, existe una sucesién {P, | i€N} de politopos
contenidos en K, tal que lim P, = K.

Corolario: La familia de los politopos en R" en densa en K,,.



