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CONJETURA
| DE
BERGER ARTINIANA

En homenaje al Dr. José Tola Pasquel

Guillermo H. Cortinas

Lo que sigue es un resumen de los principales resultados del
trabajo [CGW], realizado conjuntamente con S. Gellery C.
Weibel, En ese trabajo, se introduce y se estudia una conjetura,
que llamamos Conjetura de Berger Artiniana (o CBA), sobre el
mddulo de diferenciales de Kihler Q ,;, de un dlgebra
conmutativa A de dimension finita sobre un cuerpo perfecto k.
Cuando car k = 0, la conjetura dice lo siguiente: Si A es una
subdlgebra de un dlgebra de ideales principales B,y Q , /. se
inyecta en Qg , entonces A es un dlgebra de ideales
principales. Aquf un dlgebra de ideales principales (AIP) es un
dlgebra conmutativa, de dimension finita sobre k, y tal que todo
ideal es principal, i.e. de la forma < x> para algtin x. Para
enunciar la conjetura cuando car k = 0, reemplazamos

“dlgebra de ideales principales” por “dlgebra mansa de ideales
principales”; por supuesto, daremos una definicién de “mansa”
y re-enunciaremos la conjetura mds adelante.
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Como su nombre lo indica, la CBA es una version artiniana de la conjetura
formulada por R. Berger hace mis de treinta afios atris ([B]). La conjetura
de Berger (o CB) se refiere al anillo R de funciones de una curva reducida
sobre un cuerpo perfecto K, y dice que Q /k ©s libre de torsion si y solo si
R es regular (una direcci6n es cldsica: si R es regular entonces Qp/; es
libre de torsidn, ya que es proyectivo [W,9.3.14]).

Teorema Principal (CBA = CB) Si car(k)=20, la Conjetura de
Berger Artiniana implica la Conjetura de Berger.

Para ver la conexi6n entre ambas conjeturas, sea R el anillo de funciones de
una curva singular sobre k& con clausura integra S y anillo de funciones
total F. Dado que Qg/; es libre de torsién, éste se inyecta en
Qpy =F®Qp/. Por tanto la torsién de Qpy; es el nicleo de
Qp/k = Qg - Es posible encontrar un ideal no nulo I/ C S contenido
en R tal que B =S /1 es de ideales principales pero A =R /1 noloes.
La aplicacién Qg —> Q4 manda la torsidn de €2z al nicleo T de
Q 4k —>S2p/;, donde podemos esperar detectarlo.

Se sabe que la CB es cierta en los siguientes casos:

Cuando R es interseccion completa ([B]), cuando es graduada ([S]), cuando
sus singularidades son analiticamente resolubles [Ba], cuando tiene
multiplicidad e s 9 ({U], [Gu], [I]) o tiene desviacién s 3 ([U], [HW]).

Se refiere al lector al trabajo expositorio de Herzog [H] para mas detalles.
En nuestro trabajo [CGW], usamos la CBA para probar que la CB vale en
los siguientes casos:

1) La CB vale para curvas seminormales ( en toda caracteristica). Este es
un hecho conocido -aunque inédito- y puede también demostrarse
usando deformacién analitica para reducir al caso graduado.

2) Anillos locales (R, M) de dimensién 1 tales que M>S C R, donde
S es la normalizacién de R y car(k) = 0. Este es un nuevo caso de
la Conjetura de Berger.
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m
3) Singularidades (R, M) de una sola rama con multiplicidad e < ( 2),

donde m =dim(M / M?) y car(k) = 0. Este resultado se debe a
Giittes ([Gu], [I]).

La nocién de “dlgebra mansa” se introduce a fin de evitar la patologia que
en caracteristica p tienen algunas (“salvajes”) extensiones de k, como

k[s]/ < st >, que puede contener subanillos A tales que €24, CQp/

Ejemplo: A =k[x,y]/ < x> ,xy,y2 > es isomorfa al subanillo

k[Sz,s3] de B—k[s]/<s5 >,conx=S2yy=s3.

Si car(k) =15, entonces Q 4/ se inyecta en Qp 4 ; sin embargo A no es
una A/P.

Ahora daremos nuestra definicién formal de lo que es un dlgebra mansa.
Dado que k es perfecto, toda AIP B es producto de finitos anillos
polinomiales truncados B; = K;[s]/ < s™ > sobre cuerpos de extensién
finita. K; de k. Esta clasificacién se sigue de un famoso teorema de
Wedderburn ([Wdb]).

Definicién: Un dlgebra de polinomios truncados B = K[s]/ s™ es mansa
si K es una extension finita de k y o bien car(k)=0 o bien
car(ky=p >0y p no divide a m. Decimos que un dlgebra de

ideales principales B es mansa si es producto de dlgebras polinomiales
truncadas mansas.

Aunque hablar del submddulo de torsién T (R) CQ g/ sblo tiene sentido
cuando R es reducido, podemos formular un andlogo artiniano t(A).
Nuestra definicién se fundamenta en la observacién de que para curvas,
YR) es el nicleo de Qp /. —> Qg Consideremos la familia F de
submédulos de €2,/ que se realizan como el nicleo de la aplicacién
[e:Q 41 — Qp/i inducida por un morfismo de dlgebras f:A — B con
valores en una AIP mansa B. Dado que si B y B’ son mansas, BxB’
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también lo es, y Qp g =Qp xQp, se deduce que F es cerrada bajo
intersecciones. Por otro lado, dado que los cuerpos residuales de A son
mansos, 4/, € F. En fin, dado que T (A)es un médulo artiniano, F
tiene un Gnico elemento minimal, T(A). Tiene por tanto sentido hacer la
siguiente definicion:

Definicion: Sea T (A) el inico elemento minimal de F . T (A) estd
incluido en el niicleo de todo morfismo f:Q 4, — Qp /) inducido por un
morfismo de dlgebras f:A —> B en el cual B es mansa, y es igual a
Ker f« para algin f. El submédulo T (A) es natural en A; todo
morfismo A — A’ induce una aplicacién 1(A) = t(A’).

Conjetura de Berger Artiniana: Sea A un digebra conmutativa de
dimension finita sobre un cuerpo perfecto k. Entonces:

T(A) = 0 < A esun digebra de ideales
principales mansa.

Si A es un A.LP. mansa, es claro que T(A) = 0.

Se comprueba que si en cambio A es un AIP salvaje (no mansa) entonces
T(A) = 0. (CGW,2.2]). Por tanto la CBA es equivalente a la afirmacién de
que si existe una aplicacién de A en un dlgebra de ideales principales
mansa tal que €, se inyecta en Q2p, entonces A es ideales principales.
Esta formulacién implica claramente la versién de la CBA como fuera
enunciada al comienzo de la presente nota. Se pruecba en [CGW, 2.4] que
son equivalentes.
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