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GENERALIZACION DE UN
TEOREMA DE P. PAINLEVE

César Camacho y B. Scardua

Dedicado a José Tola Pasquel
con ocasion de sus 80 anos

En 1985 en sus “Legons de Stockholm” [1] el matemdtico
francés Paul Painlevé estudid, desde un punto de vista global,
las ecuaciones diferenciales complejas

Y _Pxy)
de  Q(x,y)

, mpEC® (1)

donde P(x,y),Q(x,y) son polinomios con coeficientes complejos.

Estas ecuaciones diferenciales pueden ser naturalmente extendidas al
ambiente compacto Cx C (producto de dos esferas de Riemann) por medio
de las compactificaciones de x&C,y&EC con las “coordenadas en el infinito”

ual y = 1 De esta manera Ia ecuacién diferencial (1) se prolonga a cada

x y
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una de las cartas coordenadas de CxC: (x, (60,0, y),(u,1). Por ejemplo en
la carta (x,¢) de Cx C tenemos
d 1 dy , P(x1/1) P(xn)

a  yPax Ql/n) O(xe)

donde PyQ son polinomios relativamente primos. Similarmente en las
cartas (1Y) y (14, ).

El teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales
ordinarias permite afirmar que para cualquier punto (xo,ye) € C* donde
Q(xo,y0) = 0, existe una funcidn analitica y = y(x) definida en una vecindad
X € VC Cytal que XX PO para todo x € V. La funcién y(x) es

dx  Q(x,y(x))
llamada solucién local de (1) y es dnica en V. Cuando Q(xq,y0) = O pero
P(xy,y0) = 0 existe una winica solucién local de (1) parametrizada por x = x(y)

dx(y) - Ax(y)y)
dy  P(x(y),y)

@

con x(yo) = Xp y tal que para yEC suficientemente

préximo de yq €C.

Si P(x0,y0) = Q(x0,y0) = 0 decimos que (xo,y0) € C? es un punto singular.
En este caso la solucién de (1) que pasa por (xo,y5) € C? se reduce a y(x)=y,.
De la misma manera definimos las soluciones locales en la expresion de la

carta (x,2) en (2) y en las otras cartas (1,y) y (i4,) de CxC. De esta forma la
definicién de punto singular no depende de las cartas.

Es fécil ver que para todo punto regular, i.e., no singular, p € CxC,
existe una vecindad p € UC CxC y una submersién holomorfa gy: U —-C
tal que todo grifico de solucién local de la ecuacién diferencial en U estd

contenido en una curva de nivel de gy, esto es, en g{,l (c) para algin ¢ €C.
La coleccién de estas submersiones locales definen una foliacién con
singularidades 7 de CxC. Llamaremos sing % el conjunto de puntos
singulares de 7 que por hipétesis sera finito.

Las componentes conexas no vacias de g[,1 (c) son llamadas placas de 7
en U. En C x C\sing 7 definimos la relacion de equivalencia: p ~ g si existe
una coleccién de abiertos coordenados de ¥ \sing 7, Uy, Uy,...,U, y placas
ag CUg,ay CUy,...;0, CU,, tales que pEag,q€a,, y . ;Na ;1 = ¢;
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para j=0,l,...,n-1 Las clases de equivalencia de esta relacién son
llamadas hojas de 7. Por definicién son superficies de Riemann. Cada hoja
de 7 representa una solucién global de la ecuacién diferencial. No es dificil

ver que una hoja puede entenderse también como el prolongamiento
analitico de una solucién local de (1).

La Hipétesis de Painlevé.

Sea ©={§,,...,§,} CC el conjunto de puntos caracterizados por la
propiedad siguiente: & € © si y s6lo si

(i) Existe un punto y, € C tal que P(§,y,)=0Q(E,y;)=0 en (1) 6
P(E,0) =Q(8,0)=0en (2).

(i) Q(&, y) = 0 para todo yEC lo que significa que x =& es una solucién
de (1).

El punio u = 0 que corresponde a € = o es tratado de una manera similar
¢ incluido en © caso sea la primera proyeccién de un punto singular o de
una hoja vertical de 7.

Sea L una linea poligonal simple uniendo los puntos ®CCy % una
vecindad de L en C difeomorfa a un disco. Si A = C\%, tenemos que la
variedad AxC es fibrada por los conjuntos C ={(x,y); yEC},xEA, y

la restriccién de Za Ax C es una foliacién regular tangente a las fibras C
a lo largo del conjunto algebraico Q(x, y) = 0.

La hipdtesis de Painlevé puede expresarse de la manera siguiente:

(P) Existe un entero n > 0 tal que para dos puntos arbitrarios x;,x € A
la hoja de 7 por x, intersecta la fibra Ex exactamente en n puntos, contados
con su multiplicidad.

Teorema. (Painlevé) Supongamos que se cumple (P). Entonces existe una
transformacion racional.

T(x’y) = (X’R(x’y))

R(x, y)— y +an~1(x)y 1. A+ ag(x) 3
+b,_2(x) y +."+ by(x)
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tal que T* ® = 7 donde R es una foliacion de Riccati, i.e. por el cambio de
coordenadas (3) R es transformada en’Z donde ® es dada por

& AW 2 B®  C)
R% = D)’ "o D)

con A(x),B(x),C(x) y D(x) polinomios.

@)

Estructuras Transversales.

Sea 7 una foliacién de codimensién uno de una variedad compleja M de
dimensién n. Supongamos que 7 estd definida por cartas (U, )gen
cubriendo M y para cada o € A submersiones holomorfas y_:U, — C.
Decimos que 7 tiene una estructura transversal definida por un grupo de Lie
G de transformaciones de C si para cada a, B € A tales que U, NUp =¢

la transformacién yg oy(;l:ya (U, NUg )CC—~yg (U, NU, ycc
pertenece a G.

Como ejemplo de foliacién con estructura transversal de grupo de Lie
tenemos la ecuacién diferencial (4) de Riccati. Efectivamente, para esta
ecuacién diferencial el conjunto ©®=(D(x)=0), consiste de un nimero
finito de rectas verticales. Fuera de ®xC la foliacion & es transversal a las
fibras verticales. Luego podemos cubrir este conjunto por abiertos del tipo
U, xC donde U, CC es un disco contenido en C\©. Como Ia foliacién
es transversal a las fibras verticales, existe una integral primera de
®/U, xC meromorfa del tipo g, (x,y)=2a()y+b () con

» cq (F)y+d, (%)
a, (x)-d, (x)-b, ()¢, (x)=0 para todo xEU,. Los cambios de coordenadas

gg © g(;l serin evidentemente del tipo z+> :i:l{ con ek- f.h=0. Estos

son elementos del grupo de transformaciones proyectivas de C.

También no es dificil verificar que la hipétesis (P) de Painlevé es
equivalente a la siguiente:

(P’) Existe una integral primera meromorfa de la foliacién 2 / A xC.

y que esta Gltima es equivalente a afirmar que 9 /Ax C tiene una estructura
transversal proyectiva. Efectivamente, supongamos que existe f:AxC—C
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meromorfa tal que las hojas de 7/AxC son las componentes conexas de

los niveles f -1 (c),c €C. Es posible cubrir AxC con dos cartas locales U,
y U de la manera siguiente:

Sea f_l () el divisor polarde fy U; C A x C una vecindad de f_1 ()

disjunta de f'l((b. En U, consideramos la submersién g=—}. Sea

U,= Axa\f_l(oo). La submersién f:U, — C define la foliacién Zen U, .
El cambio de coordenadas es

1
g=— en U, NU,
f

luego es una transformacion proyectiva.

El Teorema de Painlevé puede asi escribirse: Si 9 tiene una estructura

proyectiva fuera ®x C entonces existe una transformacién racional T como
en (3) tal que T*® = ¥ donde £ s una ecuacidén de Riccati.

El algoritmo de Godbillon-Vey.

La estructura transversal de una foliacion de codimensién uno dada por
una 1-forma diferencial wy, completamente integrable, i.e. wy A dwg = 0,
puede ser puesta en evidencia por medio de otras formas diferenciales
asociadas. Asi por ejemplo la foliacién definida por wy = O es transversal-
mente afin si existe una 1-forma wy, tal que

dwg=wgAw; y dw; =0
De hecho existen cartas locales U, donde w;, se escribe wy = godyq. Luego,

dgy, dgy,
2 8o dy, =wp A (- H)' Esto es, wy

enesta carta dwgy =dg, Ady, =

d
puede ser definida en U, por w; = —%-. Ahora biensi U, NUg = ¢, ysi
Wy es transversalmente afin, tenemos que
Wy = 8o dVo =8pdyg Y Yo =augyp +bog, g =0, en Uy NUg

. . . dRu dgﬁ
luego g, (aqgdyp ) =gpdyp implica gg =a,g g, y asi wy = = "

Esto es, wy estd bien definida globalmente y dwy = wy A wy con dw, = 0.
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Similarmente es posible mostrar que w, tiene estructura transversal
proyectiva si y sélo si existen 1-formas holomorfas w; y w, tales que

dW0=W0 Awl
dw2=w1 sz'

Estas estructuras pueden ser recuperadas y extendidas por el siguiente
procedimiento.

Sea wp una 1-forma meromorfa completamente integrable induciendo
una foliacién 7 en una variedad compleja M. Esto significa que wy A dwp= 0.

Sea X un campo de vectores meromorfo tal que iy wy =1. Tenemos
entonces que

(Exywpldwg —wy Aiydwy =0
esto es
dwy=wy Aiydwy =wy A Lyw,
ya que la derivada de Lie Lywy =iydwy +diyw,.
Definimos wy:= Ly w, y tenemos dwg = wy A w;. Derivando obtenemos
dwy =dLywqg=Lydwy=Ly(wgAw)=w Aw +wy ALyw,.
Definiendo wy:= Ly w;, tenemos dw; = wy Aw,.

Procediendo de nuevo a derivar tenemos

(=]

dw, =wg Awz +w; Aw, donde wy=Lyw,.
Este proceso produce formas diferenciales

Q= {wgy,w;,W;,...,Wp,...}
donde
k
I Wk AW, Vj-O,...,OO

dwj-wkoj+1+ E(
w-=Lj w
J X 7o
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Estas relaciones, semejantes a las ecuaciones de Maurer-Cartan producen
una algebra de Lie s6lo cuando j=1,2,3 6 .
Diremos que wy tiene profundidad finita k 2 1 si w, =0y w; =0 para

todo j = k+1. Es claro que si w; tiene profundidad 2, entonces la foliacién

definida por wy tiene una estructura transversal proyectiva en un abierto
denso de M.

De esta manera se obtiene la siguiente generalizacién del teorema de
Painlevé:
Teorema [2]. Sea wy, wuna forma diferencial  polinomial
wy = A(x,y)dx + B(x, y)dy en (x,y)EC2 tal que fuera de un conjunto
exC,eccC finito, tiene profundidad k z1. Entonces existe una

transformacion racional que transforma en 7 la foliacién definida por la
ecuacion diferencial

ﬂ Ay (x)yk +..+4,(x)
dv By (x)

donde A,,...,Ax, By son polinomios.
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