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EL ELIPSOIDE DE MONGE

Jorge Sotomayor

1. El Elipsoide

Esta historia se inicia en una calurosa noche de octubre de
1970 en Rio de Janeiro. Victima del insomnio, decidi fisgonear
los libros que mi esposa habia acomodado cuidadosamente en

nuestro estante. Recientemente ella habia colocado alli un buen
niimero de libros suyos.

Mi candida y reposada actitud contrastaba con una exirafia
tension que emanaba del estante, inundando la sala.
Intrigado me vi impelido a averiguar la causa.

Arrinconado en una esquina, envuelto por una elegante pasta
verde, pulsaba inquieto el libro de Struik “Lecciones de
Geometria Diferencial Cldsica”.

Mi natural atraccién por la Geometria y por la lengua de Cervantes me
impulsaron, ingenuamente, a abrirlo. Y 1o hice justamente en una pégina de
la cual, como si hubiera estado al acecho, surgié la siguiente figura del
elipsoide triaxial.
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Fig. 1: Elipsoide de ¢jes distintos, sus lineas de curvatura principal y puntos umbilicos. La
separatrices son las lineas que conectan dichos puntos

Sabitamente me asalt6 la sensacién de estar cayendo en una celada.

Pacientemente habfa esperado este elipsoide més de siglo y medio desde
que el ilustre matemético francés Gaspard Monge lo concibi6, calculéndole
sus lineas de curvatura principal, y localizdndole sus cuatro puntos
umbilicos. En ese lapso, recorri6é millares de kilémetros, transpuso montafias
y cruzé anchos mares, impreso en libros, restringido a una asfixiante
existencia bidimensional, para que en esa noche tropical nos enfrentdsemos.

Ya en 1961 habia yo hojeado la edici6n original inglesa del Struik, pero
no me percaté de esa figura. En aquella época también solfa consultar el
clasico “Geometry and the Imagination” de Hilbert y Cohn Vossen, no tanto
para leerlo como para contemplar sus figuras. De este libro, segin anota
Struik, fue extraida la aludida figura. Seguramente la habria mirado. ;Cémo
podria haberla ignorado?

Habia estudiado con minuciosa atencién otros dos libros de nivel
comparable al de Struik: el de Willmore “Introduction to Differential
Geometry”, texto seguido en el curso que estudi€ en la Universidad de San
Marcos, en 1961, y €l de O’Neil “Elementary Differential Geometry”,
recomendado en el curso que dicté en Berkeley durante mi primera visita a
Estados Unidos en 1967. Lamentablemente, estos austeros modelos de
exposicién geométrica no contienen ni sombra de la fascinante figura. Cabe
anotar, sin embargo, que O’Neil propone un ejercicio comentado en el que
ensefia a localizar los puntos umbilicos del elipsoide.



Fue como un amor a primera vista. La simetria y belleza de sus curvas
me conquistaron de inmediato. Nos contemplamos por varios minutos, como
midiéndonos. Lef rdpidamente el texto adyacente, asi como otras secciones
pertinentes.

Pero el lector de esa noche singular, después de haber recorrido caminos
de la Teorja Cualitativa de las Ecuaciones Diferenciales, ya tenia su vision
moldeada por la Estabilidad Estructural y las Bifurcaciones, y no era més el
bisofio estudiante de 1961.

En pocas horas de lectura activa realicé un viaje matemético que,
cronolégicamente, abarcaba casi dos siglos.

Alli estaban los resultados clésicos relativos a las curvaturas de las
superficies. Record€ la Formula de Euler que expresa la curvatura normal
en términos de las curvaturas y direcciones principales.

Las lineas de curvatura principal son curvas en la superficie a lo largo
de cuyas direcciones tangentes (denominadas direcciones principales) ésta
se dobla extremalmente en el espacio R® . Las medidas escalares de dichas
curvaturas extremales, se llaman curvaturas principales. Una de ellas, la
minima, se denota ky; 1a otra, la mdxima, se designa por k, . Sus valores son
dados por la curvatura normal (la segunda forma fundamental de la
superficie) evaluada en las direcciones principales. As{, k, < k&, excepto en
los puntos umbilicos, donde k; =k .

Se debe a Buler (Recherches sur la courbure des surfaces, Mémoires de
I’Academic de Sciences de Berlin, 16, 1970) el primer estudio de estos
objetos matematicos, con el que inaugura el uso del Célculo Diferencial en
la investigacion de la geometria de las superficies. Deriva de este trabajo
que, en general, las direcciones principales son ortogonales.

En los puntos umbilicos, las curvaturas principales coinciden. S6lo fucra
de €stos, las direcciones principales estan bien definidas y determinan en la
superficie un par de campos de lineas tangentes mutuamente ortogonales,
denominados campos de Ilineas principales; uno de ellos, L;, corresponde a
la curvatura principal minima, el otro, L,, a la méxima.

La férmula de Euler establece que la curvatura normal k,(8) en la
direccion que hace dngulo 0 con la direccion principal minima, es dada por



ka(0) = k, cos® (8) + k, sen® (6).

Esta férmula equivale a la diagonalizacién de la segunda forma
fundamental por medio de una rotacion.

Con Struik recordé el Teorema de Dupin que permite determinar las
lineas de curvatura principal de las superficies que pertenecen a una familia
triplemente ortogonal. Para esto es suficiente intersectar la superficie en
estudio con las de las dos familias ortogonales a ella. En el caso del
Elipsoide de Monge, deberédn tomarse los hiperboloides de una y dos hojas,
los que junto con €éste forman el llamado sistema de cuddricas homofocales.
Estas cuédricas son también las superficies coordenadas del denominado
sistema de coordenadas elipsoidales en R”.

Estaba extasiado y gratificado. La lectura me habfa permitido atestiguar
un notable salto cualitativo triple en la evolucion de las ideas mateméticas.

En efecto, en un primer tiempo, Euler establecié las definiciones y
conceptos bésicos. El segundo paso fue dado por Monge, calculando cl
ejemplo clave. Finalmente, Dupin demostr6 el teorema general que unifica
NuMerosos casos.

En el instante en que admiraba la foto del Struik que ilustra con una
maqueta de yeso €l Teorema de Dupin, noté que el elipsoide y el libro
pulsaban en forma desincronizada. El primero aceleraba en relacién al
segundo, debatiéndose como irritado.

Curiosamente, me parecié ser esta una reaccion de protesta
perfectamente normal partiendo de quien se le hubiese descubierto algiin
secreto fntimo.

De hecho, su Configuracion Principal, aniloga para las superficies al
Retrato de Fase, sintesis cualitativa de trayectorias y puntos singulares de
las ecuaciones diferenciales, descubierta por Monge por métodos artesanales,
habia sido reducida a una explicacién de carécter sintético y elemental por
su discipulo Dupin, aunque varios lustros después.



Fig. 2. Teorema de Dupin; familias de superficies cuadricas homofocales: Elipsoides e
Hiperboloides de una y dos hojas.

De pronto, el elipsoide se separd del papel, irguiéndose recobré su
maravillosa plenitud espacial. Gir6 en torno a sus ejes evidenciando sus
simetrias y mostrando sus bellas y cerradas curvas principales, ensefiando
impadicamente sus cuatro puntos umbilicos, cada uno de los cuales
perforado por un par de separatrices, que los conectaban dos a dos.
Paulatinamente, comenzé a alterar su €je principal menor, aumentdndolo y
manteniendo fijos los otros dos. Sin embargo, este caprichoso ejercicio de
exhibicionismo no afectaba cualitativamente su configuracién principal;
solamente los puntos umbilicos apareados, se aproximaban, lenta e
inexorablemente a los polos. En el instante en que el eje menor coincidié
con el intermedio, los puntos umbilicos apareados colidieron en los polos y
las separatrices desaparecieron. Fue fugaz el instante en que se presentd
como un elipsoide de revolucion, con su configuracién principal invariante
por rotaciones en torno del eje mayor. Después, a medida que el eje que
habia sido menor se tornaba intermediario, los puntos umbilicos se
separaron nuevamente para desplazarse en el plano ortogonal al que
anteriormente se encontraban. Ahora, en este plano también se habian
localizado las nuevas separatrices.



Fig. 3: Configuraciones Principales en el Elipsoide de Revolucidn y en la Esfera.

En seguida, el elipsoide retrocedi6 en su deformacion hasta recuperar su
forma de superficie de revolucidn. En esta simélrica posicién ensay$ otras
deformaciones, variando las longitudes del eje comiin y del eje mayor. Sin
embargo, nada de esencial sucedia con su configuracién principal hasta que
los tres cjes coincidieron. Fue entonces que todas las lineas de curvatura se
esfumaron para dar lugar a una bola repleta de puntos umbilicos.

Experiment6 repetidamente estas y otras deformaciones, permutando los
¢jes sujetos a variacion. Parecia un espectdculo con pocas novedades, que ya
corria ¢l riesgo de tornarse monétono.

Inesperadamente, comenz6 a dilatar nerviosamente su eje mayor,
ocupando un enorme espacio diagonal en la sala, amenazando romper la

ventana y liberarse de la humillante condicién de compacidad.

(Pretendia transformarse en un hiperboloide?... Yo ya estaba aprensivo
ante ¢sa situacion que escapaba totalmente a mi control.

iCraack!...Finalmente, la ventana cstalld.

Ese preciso instante coincidio con el del ruido que el Struik, resbaldndose
de mi mano, hizo al estrellarse con ¢l suelo.
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Recobraba yo la consciencia, despertando después de una distraida
dormitada.

Dos referencias del Struik atrajeron mi atencién. Una era al famoso
tratado clésico de Gaston Darboux “Legons de la Theoérie des Surfaces”, y la
otra a un articulo en Acta Mathemadtica 1904, de Alvar Gullstrand, un sefior
para m{ desconocido. Ambas eran relativas a las configuraciones posibles de
las lineas de curvatura principal en la vecindad de un punto umbilico. Las
anoté.

Estaba satisfecho, a partir del Teorema de Dupin, el elipsoide con su
danza onirica me habia ayudado a demostrar lo siguiente:

Consideremos el espacio Q de superficies cuddricas compactas. Este,
topologizado por los coeficientes, tiene dimension 9.

Las superficies cuyas configuraciones principales son Estructuralmente
Lstables (o sea, que no se alteran topolégicamente por pequerias
perturbaciones de sus coeficientes), son precisamente los elipsoides cuyos
tres ejes son distintos. Denotemos esta clase por &, la que constituye un
abierto y denso en Q.

Dentro de Q=0Q\&,, aquellas cuyas configuraciones principales son
Estructuralmente Estables de Primer Orden (o sea, que no se alteran por
pequerias perturbaciones dentro de Q;), son los elipsoides de revolucién no
esféricos; estos forman una subvariedad, &,, de codimensiones 2 en Q.

También pueden formularse resultados andlogos para las cuddricas no
compactas.

¢Coémo scrén las configuraciones principales estructuralmente estables de
las superficies diferenciables compactas en general, no necesariamente

cuadréticas o algebraicas? Indagué conmigo mismo.

En ese momento, ya entrada la alta noche, me invadi6 €l cansancio y me
retiré a reposar.
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2. El Problema Fundamental

A primera hora de la mafana siguiente me dirigi a la biblioteca del
IMPA Yy retiré para consultar €l Darboux y el Gullstrand.

Interpret€ que lo que el primero hacia era una descripcion de los tres
casos de puntos umbilicos genéricos, caracterizados por condiciones
algebraicas en las terceras derivadas de la superficie, representada por una
funcién en coordenadas de Monge centradas en el punto umbilico. Todo
indicaba que las configuraciones principales de estos tipos también
resultaban ser estructuralmente estables, localmente.

Como era usual en trabajos de 1886, se trataba de objetos analiticos;
superficies en nuestro caso.

Como era normal para m{ en estas circunstancias no esperaba asimilar
en las primeras lecturas los detalles de las demostraciones.

Dy b(b—a)+£0, D,: dtb—a) %0, Dy: 0(b—a)#0,
afb> (¢/26)* +2 1<a/b<(ci2b)t+2 1>alb

Fig. 4: Los puntos umbilicos de Darboux

z = (KI2)(+y7) + (@l6)x’ + (bI2)xy” + (cl6)y’ + O[(x*+y)7]

A partir de las figuras y férmulas, ya que no podia leer el texto en
alemdn, se me antojé entender del trabajo de Gullstrand que, después de
repasar la contribucion de Darboux, €1 proponia una descripcion de los casos
no genéricos iniciales, para los cuales no se aplicaba la teorfa desatrollada
por €l geométra francés.
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Aquello parecia una especie de protocolo para iniciar una investigacién
de las bifurcaciones de los puntos umbilicos. Me enstusiasmé pues, de
hecho, en esa época me interesaban enormemente los problemas sobre
bifurcaciones de las ecuaciones diferenciales.

Mi imaginario geométrico se habia enriquecido notablemente con
relacion a la noche anterior. De regreso a casa, intenté organizar en forma
coherente los nuevos datos con los ya adquiridos, pero estaba extenuado. Me
retiré a descansar més temprano que lo usual.

Desperté en la madrugada. Casi sin hesitar, y con la certeza de estar
contribuyendo para el cuarto tiempo del salto cualitativo miiltiple que la
lectura del Struik me habia permitido atestiguar la noche anterior, escribi.

El problema fundamental para las Configuraciones Principales de las
superficies diferenciables compactas y orientadas, consiste en demostrar los
dos teoremas siguientes:

1.- Las condiciones necesarias y suficientes para que una superficie
tenga su Configuracion Principal Estructuralmente Estable, por
. 3 — . .
deformaciones C~ pequenias, son las siguientes:

a) Los puntos umbilicos deben ser todos como los de Darboux.

b) Las lineas de curvatura periédicas (ciclos principales) deben ser
todas hiperbélicas. Esto es, su Transformacion de Poincaré, o de Primer
Retorno, debe tener derivada distinta de 1.

c) No debe admitir conexiones de separatrices umbilicas.
d) Los conjuntos limites de toda linea de curvatura no periédica

deben ser puntos umbilicos o ciclos principales.

2.- Dentro del espacio de las superficies compactas orientadas, provisto
de la topologia C >, las superficies que satisfacen las condiciones (1.a) a
(1.d) forman un conjunto que es

a) abierto 'y

b) denso.
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Fig. 5: Linea de curvatura periédica hiperbdlica, con derivada menor que 1.

3. En compis de espera

Trabajé con ansiedad intentando organizar un esquema de demostracién.
La parte (2.a), asi como la suficiencia de las condiciones (l.a) a (1.d),
parecian factibles.

Choqué frontalmente con dificultades para establecer los aspectos
globales de las condiciones necesarias y, sobre todo, la densidad (parte 2.b)
de las condiciones (1.b), (1.c) y (1.d).

Me encontré utilizando toda la experiencia que habia adquirido con la
metodologia establecida por Peixoto en su famoso trabajo sobre la
genericidad de los campos de vectores Estructuralmente Estables en
variedades bidimensionales (Structural Stability on two-dimensional
Manifolds, Topology, 1962).

En cse momento tomé conciencia de la influencia que ese trabajo tenfa
en la formulacién que le habfa dado al Problema Fundamental.

Constaté con estupor que ignoraba cualquier ejemplo de superficie
compacta del tipo que habia definido por imposicion de las condiciones (1.a)
a (1.d). ;Como, entonces, podria demostrar que estas fuesen densas?

Perplejo, salf para ir directamente a la biblioteca, en busca de ¢jemplos.
Esta tarea me tomo varios dias.
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iOh frustacién! No encontré un solo ciclo principal aislado, mucho
menos hiperbdlico. Nada hallé sobre superficies con lineas de curvatura
recurrentes, ¢sto ¢s que violaran la condicién (1.d), como lo hacen las
curvas integrales de los campos irracionales en la superficie del Toro de
revolucion.

La problemética fundada por Poincaré, casi 100 afos antes, estudiada
por la Teoria Cualitativa de las Ecuaciones Diferenciales y por un sector de
los Sistemas Dindmicos, no habfa penetrado este aspecto de la Geometria
Diferencial Clésica. En esto contrastaba con €l progreso que ideas dindmicas
habian aportado al estudio de las geodésicas. Me invadi6é un sentimiento de
profunda soledad.

Comenzé€ a hacer célculos, reactivando mi Geometria Diferencial, latente
desde el tiempo de Willmore y el O’Neil, completamentada ahora por mi
descubrimiento cxplicito del Struik.

Discuti mi proyecto con varios colegas, especialistas en Sistemas
Dindmicos y Geometrfa Diferencial. Lamenté que Peixoto estuviera
viajando, {uera de Rio, todo ese semestre.

Senti que consideraban mi proyecto con interés y simpatfa. Sin embargo,
ninguno arriesgd una corazonada esclarecedora. Quise ver en esa actitud una
punta de saludable escepticismo.

Blaine Lawson, de visita a nuestro Instituto, se mostré6 muy receptivo ¢
hizo un pronunciamiento francamente positivo, que mucho me estimul6:

“Si funciona lo que propones, estards abriendo una nueva drea.”

4. Siao Paulo, Salvador, ICTP, IHES

Los célculos me condujeron a una férmula para la derivada de la
transformacion de Poincaré, en términos de la Curvatura Media (H =
(ki +k>)/2) y de los Simbolos de Christoffel. En ese momento, a pesar de ser
obvio el cardcter intrinseco de la derivada en cuestion, no consegufa
librarme de las coordenadas locales en las que estos simbolos se escribian.

Acumulé una colecci6n enorme de datos bibliogréficos sobre las lineas de
curvalura y puntos umbilicos, la mayoria de ellos ¢n alemén, ninguno
conclusivo. Entre estos estaban los trabajos relativos a la sorprendente
Conjetura de Caratheodory:
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Toda superficie convexa y compacta posee por lo menos dos puntos
umbilicos.

Curiosamente, para ésta no encontré ningin registro escrito de su
proposicién por ¢l autor. Presumi que hubiera sido hecha oralmente en
seminarios con sus discipulos.

Afios més tarde me informé que esta conjetura era considerada
demostrada para el caso de superficies analiticas, aunque yo nunca tuve la
felicidad de entender con plenitud ninguna de las demostraciones ya
publicadas. Mas aun, todos los especialistas que pude interrogar sobre esta
materia, estaban en la misma situacién que yo.

La conjetura esta francamente abierta para superficies C”. Sin embargo,
para cl caso genérico es trivial. De hecho, por tener los puntos Darbouxianos
Indice =1/2, deben haber por lo menos cuatro de éstos para poder sumar la
Caracteristica de Euler de la superficie (en este caso igual a dos).

Me intrigé el tomar conocimiento que Gullstrand, el autor para mi
inicialmente desconocido, habia sido nada menos que €l Premio Nobel de
Medicina de 1900, laureado por su contribucién a la Oftalmologia. El
trabajo que yo habia consultado era la parte matemética de aquel que lo
hiciera merecedor al premio.

Por los fragmentos de que disponia, me parecia que estaba en ¢l buen
camino, sin embargo no consegufa llegar a un resuitado matemético redondo
sobre el proyecto que me habfa propuesto con el Problema Fundamental.

Pas¢€ el mes de marzo de 1971 en Sdo Paulo. Mi colega Edgar Harle,
amigo del tiempo de Berkeley, me ayud6 a traducir partes de varios textos
alecmancs de los afios 30. En el articulo de J. Fischer (Deutsche Math.,1935),
redactado en goético, encontramos evidencia numérica de la existencia de
puntos umbilicos espirales, de los cuales las lineas de curvatura se
aproximan rodedndolo, sin ser asint6ticas a ninguna direccion definida.

Discuti el Problema Fundamental con Waldyr Oliva y otros colegas de la
Universidad de Séo Paulo. Me solicitaron que hiciera una conferencia para,
al menos, plantear los problemas que habia encontrado.

Organizé el material de que disponfa para hablar de los antecedentes
cldsicos: Euler, Monge, Dupin; de las transformaciones geométricas que
preservan las configuraciones principales: los movimientos rigidos, los
pequefios  desplazamientos paralelos a lo largo de las normales, las
inversiones, elc. Para establecer alguna contribucion personal, planeaba

16



demostrar la férmula para la derivada de la transformacion de retorno que
habia encontrado.

Un contratiempo impidi6 la conferencia. Hubo una coincidencia del
horario previsto con ¢l del Coloquio del Departamento de Matemaéticas, en €l
cual yo estaba invitado a hablar sobre Sistemas Dindmicos. Lo que hice, sin
pena ni gloria.

Volvi a Rio de Janeiro a mediados de abril. Aunque no hubiera hecho
ningin progreso concreto en la solucion del Problema Fundamental, la visita
a Sfo Paulo y la atenciéon que Harle y Oliva me dieron, asi como la
preparacién para la conferencia frustada, me estimularon y ayudaron a
reforzar la conviccion de que estaba en el rumbo correcto.

Sobre todo, lo que Harle me ayudo a entender del articulo de Fischer me
proporcion¢ ejemplos de configuraciones principales no-integrables. Esto es,
que no poscen una integral primera. Pues asi serian las superficies que
verificasen las condiciones (1.b) y (1.d).

Noétese que en el caso de las cuédricas, superficies de revolucion y todos
los otros ejemplos calculados en la Geometria Diferencial Clésica, por el
mismo hecho de derivar de un célculo, hay siempre una integral primera.

Los puntos enunciados en ¢l proyecto se imponian ante mi espiritu con la
fuerza de¢ axiomas, pero no vislumbraba una forma de producir una
demostracion mateméticamente convincente.

Sin embargo, yo continuaba trabajando con tenacidad y entusiasmo.

Llegé ¢l Coloquio Internacional de Sistemas Dindmicos de Salvador, en
julio de 1971. Alli conoci al famoso matematico francés René Thom con
quicn discuti El Problema Fundamental.

Fue un interesante didlogo dc sordos. Para ¢€l, los umbilicos
representaban catdstrofes, dentro del conjunto focal (envoltoria de la familia
de rectas normales a la superficie). Cuando yo preguntaba algo sobre las
separatrices umbilicas asociadas a los puntos de Darboux, €1 me hablaba de
las “cordilleras” (“ridges”) asociadas a los umbilicos (focales) hiperb6licos y
elipticos de las superficies genéricas. Yo mencionaba las redes de lineas de
curvatura principal en las superficies, €1 me respondia con el conjunto focal
en el espacio ambiente.
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En este Coloquio se consolidd mi interés por las Singularidades,
motivado por los progresos substanciales que J. Mather, alli presente, habia
hecho, y por la promesa de aplicaciones fantésticas que Zeeman comunicaba
con inigualable encanto.

De vuelta a Rio, ese asunto se junté a los otros que por esa época
constituian mis intereses, aparentemente divergentes. En 1972 inici€é un
seminario para estudiar las Singularidades Diferenciales.

Sin embargo, las lineas de curvatura y los puntos umbf{licos continuaban
latentes en mi pensamiento.

Antes de viajar a Trieste al International Centre for Theoretical Physics
(ICTP) y a Paris al Institut de Hautes Etudes Scientifiques (IHES), en julio
de ese afio, Carlos Gutiérrez, candidato al doctorado en ¢l IMPA, me solicité
que le propusiera un problema de tesis. Sin pensarlo dos veces, saqué de mi
maletin una copia del articulo de Darboux (que siempre me acompafiaba) y
le sugeri:

“llaga una demostracion moderna de este teorema, de modo que los
mortales puedan entenderla. Pruebe que son genéricas las condiciones (1.a)
a (1.d) del Problema Fundamental. Atencién con la iilltima.”

En ese viaje lev€é conmigo buena parte del material bibliogréafico
pertinente para el caso que tuviera que cotresponderme con Gutiérrez.
Conoci varios mateméticos suecos en Trieste. A todos les hablé de
Gullstrand. Preguntaba por el periddico médico en el que habia publicado su
contribucion a la Oftalmologia. Mas de uno me prometié mandarme una
copia. Felizmente, esta nunca llegé a mis manos. ;Qué hubiera hecho con
otro articulo en alemdn, ahora sobre Las Aberraciones de la Visién
Humana?

En octubre o noviembre, ya en el IHES, conoci fugazmente a lan
Porteous. Intercambiamos referencias bibliogréficas. El ya habia elaborado
1a relacion entre los umbilicos de Thom y los de Darboux en su trabajo de
1971, publicado en el Journ of Diff. Geom. Sin embargo, parecia aceptar sin
reservas las figuras de Darboux, sin pronunciarse sobre sus demostraciones.
Para m{, con la experiencia en puntos singulares de ecuaciones diferenciales
que habfa adquirido, o tal vez por causa de ello, parecfan estas esconder
detalles indescifrables. De ahf partia la motivacién para la sugerencia del
problema propuesto a Gutiérrez.
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Hacia fincs de noviembre, recibi una carta de Gutiérrez. El habia
decidido considerar una forma més general de Campos de Lineas en
variedades bidimensionales. En ese contexto, ya tenfa una teoria coherente
de Genericidad y Estabilidad Estructural. Esa teorfa general, sin embargo,
no aportaba nada que fuera esclarecedor sobre la genericidad de los campos
de lineas principales y sus singularidades (los umbilicos), dentro de las
condiciones (1.a) a (1.d) del Problema Fundamental.

Lo estimul€ a continuar en el camino que se habia trazado, que también
me parecia interesante. En éste convergié més tarde para redactar su Tesis
de Doctorado.

Al reencontrarnos en enero de 1973, discutimos rdpidamente de las
dificultades cncontradas al atacar el problema sugerido y pasamos a
considerar su enfoque més abstracto y general.

Dc Darboux y de las lineas de curvatura, no volvimos a hablar durante
varios afos. '

5. Dijon, Beaune

El segundo semestre de 1975 visité Dijon por primera vez. Fui a pasar
varios dias en Parfs para asistir al Seminario Bourbaqui. Empero, perdi mi
reserva en ¢l Hotel “Le Monchapet”, y fui obligado a hospedarme en el
pequeiio IHotel Monge, localizado en la calle del mismo nombre, en el
corazon del fascinante barrio llamado “Dijon Historique”. Allf me quedé
durante una semana.

Mi amigo Robert Roussarie de la Universidad de Dijon, me llev6 a
conocer las famosas vifias de la “Cote d’Or”. En esa y en posteriores pasajes
por Dijon, comprendi{ que la visita a las vifias constituia, para los dijoneses,
un ritual tan obligatorio como la de restos arqueol6gicos incaicos para los
peruanos o la del “Pao de Agucar” para los cariocas.

Prolongamos la visita hasta la histérica Beaune. Allf, después de recorrer
impresionantes construcciones medievales, me vi cara a cara con una estatua
de Monge, quien fuera originario de esa ciudad. Mi mente evoco la figura
del elipsoide con su danza onirica en aquella inolvidable noche carioca de
1970. Compré algunos vinos, especialidad de la region, y retornamos a
Dijon.
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El paseo me habfa excitado. Me intrigaba la coincidencia de mi
encuentro con la estatua y con el nombre del hotel. Aflor6 €l recuerdo del
problema latente. Desprovisto del material bibliografico pertinente, me
limité a saborear uno de los vinos y fui a dormir.

Esa noche tuve el més fantéstico de los suefios.
Monge se me aparecfa y me preguntaba en tono de censura:

“;Qué hiciste con mi elipsoide?... ;Qué estds esperando, hombre?
Sorprendido y timido me retraje, preventivamente. Aunque me habia
tuteado, yo no sabia como tratarlo. Reaccionando, repliqué:

“El elipsoide es muy bonito, pero... ;qué me dice Ud. de las otras
superficies no cuadrdticas, las cibicas, por ejemplo; ha meditado ya sobre
el caso genérico y la caracterizacion de la estabilidad estructural en esa
clase o en la clase mds amplia de superficies C*?

Y las lineas de curvatura recurrentes, por ventura existen, conoce Ud.
ejemplos concretos?

Fue €l quién entonces se retrajo. El multifacético genio de la Escuela de
Ingenieria Militar de Mézi¢res, inventor de la Geometria Descriptiva y, al
decir de Struik, pionero entre los gedmetras de primera magnitud a dominar
el Andlisis, se sonrojé perplejo.

Como representante europeo de las Mateméticas del siglo XVIII, no
podia €l entender mi jerigonza y problemética, tipicas de un andénimo
reducto tropical de los afios 60, en ¢l siglo XX. Ademi4s, a pesar de haber
escogido ¢l trato cortés, €l ritmo con que formulara mis preguntas habfa sido
vertiginoso y sumamente severo.

Confieso que me conmovié ver confuso, aunque por fugaz instante, a ese
gigante de las Mateméticas de antaflo (y de siempre). Se rehizo,
rapidamente, replicando:

“¢De qué diablos estds hablando?”

Fue asf como yo, un obscuro desconocido, le explico al gran Monge toda
la problemética de la Estabilidad Estructural de las Ecuaciones
Diferenciales, las recurrencias y el dificil problema del “Closing Lemma”
(que plantea deformar ligeramente la ecuacion a fin de que las 6rbitas
recurrentes se tornen periédicas). Asuntos que lo superaban en casi 150
afios. Me vi extrayendo y adaptando ejemplos de sus propios trabajos. El
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entendfa todo con una rapidez increible, cual esponja matemética, absorbia
las (para €]) novedades.

Monge no era hombre de evadir desafios, como ya lo habia demostrado
en la campafia Napoleonica de Egipto. “Déjalo conmigo”, dijo, tomando la
p4gina en que habia formulado mis problemas relativos a las lineas de
curvatura. Se instal6 a trabajar en el pequefio escritorio que habfa en mi
habitacién. Llenaba péginas y més péginas, las que rédpidamente rebasaron
el espacio disponible en la mesa, esparci€éndose por €l suelo. Hacia largos
cdlculos y bellisimos dibujos (en estos ultimos usaba su técnica del
“rebatimiento”). Mientras tanto, yo aprovechaba el tiempo para preparar el
seminario que deberia pronunciar al dia siguiente en la Universidad de
Dijon. Pasaron horas.

Finalmente, me dijo triunfalmente:
“Resolvi i problema, mira aqui...”

En ese instante, cuando me mostraba la primera de las numerosas
piginas que habfa escrito, son6 el despertador que yo mismo, en
imperdonable error, colocara en la vispera para madrugar y poder preparar
el ya mencionado seminario.

Intenté, sin éxito, dormir nuevamente a fin de conocer el desenlace.
Ingenuamente, repeti el rito de beber un vaso de vino, luego otro,... jNada!

La frustacién y la soledad me invadieron nuevamente, y también el
pesar.

6. Transparencia plastica

En julio de 1976 reencontré a mi amigo Ivan Kupka en la Tercera
Escuela Latino Americana de Mateméticas, en Rfo de Janeiro. El me tradujo
porciones sustanciales del Gullstrand y me ayud6 a interpretar sus
resultados. Quedo claro para mi que el interés fundamental de este autor se
dirigia al conjunto focal y sus cordilleras (“ridges”). Me sorprendi6 saber
que €] ya tuviera en su texto la descripcion de los umbilicos hiperb6licos y
elipticos, del conjunto focal. Sin embargo, no aclaraba en nada los
fundamentos para justificar las figuras de Darboux y, mucho menos, las
otras més degeneradas que ¢! consideraba en su trabajo. En lo relativo a las
ecuaciones diferenciales, unicidad de las separatrices umbilicas, por
ejemplo, estaba muy lejos del modelo de rigor matemético actual.
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Continué manteniendo interés en el asunto. Coloqué el material
bibliografico bésico y mis anotaciones en una bolsa pléstica. La cargaba de
arriba para abajo conmigo. Por largas temporadas, cuando mi maletin estaba
demasiado pesado, la dejaba en casa, para retomarla meses después y volver
a transportarla.

La transparencia del pldstico me obligaba a ubicar y tener al Problema
Fundamental siempre presente. El extrafio ceremonial de transportarlo me
daba la sensacién de poseerlo, de estar trabajando en €1, secretamente.

En efecto, de vez en cuando me limitaba a algiin ejercicio contemplativo
méds prolongado pero sin atar ni desatar las dificultades mateméticas
fundamentales.

7. Definiendo Territorios

Debia correr el afio de 1980 en que sucedieron los hechos que paso a
relatar. Carlos Gutiérrez, a esa altura ya era mi colega y colaborador. Su
cardcter reservado y discreto no dejaba entrever que €] estuviera interesado
por las lineas de curvatura y los puntos umbilicos. Como nunca més,
después de 1973, volvimos a tocar ese asunto en nuestras discusiones
matemaéticas, €1 tampoco podia saber que yo ain estuviera interesado.

Un bello dia, una alumna le solicit6 un problema de tesis. El, ajeno a la
angustia derivada de mi encuentro onirico con Monge y a la ansiedad que
me producfa la rutina de transportar la bolsa pléstica con ¢l material
bibliogréfico del Problema Fundamental, fue precisamente a proponerle lo
que yo consideraba que todavia era “mi problema”.

La sorpresa me la di6 la referida alumna, quién me pidié una entrevista
para discutir las dificultades que el problema escondia.

También, atn antes de hablar conmigo, ella buscé la asesorfa de
especialistas en Geometrfa Diferencial. Felizmente, a partir de esas
conversaciones previas, se form6 la opinién de que se trataba de una
cuestion muy dificil. No sé que hubiera hecho yo en esta cmbarazosa
situacion, envuelto como estaba con todo el caso.

Con el propésito de reafirmar mi posesion, en un rito ancestral, copiado
de los felinos que esparcen sus perfumadas secreciones para demarcar los
limites de sus dominios, le propuse el problema al més competente de los
estudiantes que circulaban en mi entorno.
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No hubo ninguna reaccion. Después que pude reflexionar con calma en
el episodio, tuve vergiienza de mi actitud territorialista. Sin embargo, me
quedaron las siguientes convicciones:

La cuestion parecia ser demasiado dificil, atn para las mentes més
disciplinadas y objetivas.

No seria de terceros de donde vendria la solucién para el problema que se
perfilaba como propiedad coman. Debfamos unir voluntades los que ya
habfamos invertido esfuerzos.

Relato a continuacién cémo se presenté la oportunidad para que
iniciaramos una fructifera colaboracién.

8. Colaboraciéon

A inicios de 1980 nos lleg6é una determinacién de la Administracion
Central: Los investigadores deberfan organizarse en equipos, como en €l
futbol, y presentar proyectos conjuntos. Esto constitufa una novedad,
acostumbrados como estabamos a recibir la solicitacién de llenar nuevos
formularios de catastro cada vez que ocurrfa un cambio en los cuadros
administrativos.

Esta ingenua medida administrativa terminé siendo benéfica para mi,
para Gutiérrez y para el Problema Fundamental de las Lineas de Curvatura.
Sin embargo, no recuerdo haber recibido posteriormente la cobranza de
informes relatando los resultados obtenidos en estos proyectos colectivos.

Comprometi a Gutiérrez a unir fuerzas conmigo para trabajar en el
Problema. Ya habjamos desarrollado anteriormente una extensién para
Variedades con Singularidades de algunos resultados sobre Estabilidad
Estructural debidos a Peixoto (Proceedings of the London Mathematical Soc.
1982). Esta extension, sin embargo, més parecia un ejercicio comparado con
la magnitud que habfa adquirido la actual, para lineas de curvatura.

El progreso fue sorprendentemente rédpido, llevando en cuenta que cada
uno de nosotros trabajaba simultdneamente en proyectos individuales.

Los tres habfamos madurado, nosotros dos y el Problema también.
Desenterré la férmula para la derivada, ¢, de transformacién de retorno, ¢,
de una de linea de curvatura periddica y. Conseguimos librarnos de los
incémodos simbolos de Cristoffel.
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En términos de las curvaturas media H y Gaussiana K, obtuvimos la
bellisima férmula siguiente:

log(t') = = fy dH | (H? - K)V/2.

Equivalentemente, en términos de las curvaturas principales Kk, < k,,
vaque H =1/2(k, +k,) y K = k,.k,, también se puede escribir:

log(t') = =f, dk, / (ky—k)).

De esta expresion derivamos un método de perturbacion para tornar
hiperbélicas las lineas de curvatura periédicas.

Usando un método muy préximo de la resolucién (“blowing up”)
tradicional, usado para reducir el estudio de puntos singulares complicados a
otros mds simples, justificamos completamente las figuras de Darboux para
las superficies de clase C *. Esto ya constitufa una novedad con relacion al
caso analitico considerado por el maestro francés, cuya demostracion, como
ya mencioné, no entendiamos con plenitud.

Sobre las lineas de curvatura recurrentes, Gutiérrez,en tono de sentencia,
diagnostico:

Es posible conseguir una aproximacion en clase C* que las destruya. El
3 . YO
paso a C* sera muy dificil.

Construimos el ejemplo de un Toro en R® sin puntos umbilicos y con
lineas de curvatura recurrentes, cuya inmersion resulté bastante distante de

la del Toro estdndar de revolucioén.

Las piezas del rompecabezas parecian encajar. jDisponfamos de una
version sustentable!

Habia llegado la hora de hacer una comunicacién amplia de los
resultados obtenidos. El Simposio Internacional inaugurando las nuevas

instalaciones del IMPA en 1981, constituy6 una ocasién propicia.

En sorteo, fui el escogido por el azar para ser quien hablara.
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9. La Conferencia y El Retorno del Elipsoide

Revisando todo el esquema del trabajo, comencé a prepararme para la
conferencia.

Surgieron dudas. En la vispera de la conferencia quedamos hasta tarde
discutiendo con Gutiérrez c6mo serfa la presentacién. En ese momento nos
concientizamos que no disponiamos de ninglin ejemplo de recurrencia
distinto de aquel en el Toro ya citado. En particular, no tenfamos ninguno en
superficies de género cero, o sea en las esferas inmersas, provistas
nccesariamente de puntos umbilicos. Y para empeorar €l cuadro, el ejemplo
del Toro era demasiado técnico para que yo pudiera explicarlo en forma
geométrica durante la conferencia.

Estabamos en la incémoda posicion de ser capaces de eliminar todas las
lineas de curvaturas recurrentes, sustituyéndolas después de wuna
aproximacién C2, por lineas de curvatura periédicas o, en algunos casos, por
conexiones de separatrices umbilicas. Sin embargo, en concreto s6lo
conocfamos el ejemplo del Toro.

(Y si alguien, indagando por ejemplos, hiciera la pregunta?

Peor todavia, ;Y si no existieran més ejemplos de recurrencias que aquel
del Toro?

En ese caso, nuestros resultados quedarian bastante debilitados. Comencé
a ponerme aprensivo.

La busqueda de un ejemplo de recurrencia en una superficie de género
cero se prolongé durante varias horas. Para despejar un poco las ideas y
poder proseguir posteriormente con la discusion, fuimos a cenar juntos.

Fue entonces que el Elipsoide resurgio, esta vez més flexible que nunca.
Permiti6 deformaciones y contorsiones més osadas, inclusive las no
analiticas, y con soporte arbitrario. As{, doblandolo aqui, rotdndolo alla
llegamos a un ejemplo.

jLa conferencia estaba lista! Debia ser a primera hora de la mafiana
siguiente.
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Comencé proyectando el Elipsoide de Monge (Fig.1). Después
recordaba como obtenerlo y explicarlo usando el Teorema de Dupin
(Fig.2). Comentaba la ausencia de ejemplos de Configuraciones Principales
Globales, fuera de aquél. Luego, proponia el problema de reconocer las
configuraciones principales globales genéricas. Después enunciaba nuestro
resultado, insistiendo en la limitacién en la clase C* para la aproximacion.
Terminaba convocando a los oyentes para elevar esta clase para C°,
resolviendo asi el iinico problema que quedaba abierto con relacién al
programa inicial (encontrdndose en esta situacién descubierta hasta
ahora).

Curiosamente, ninguno de los expertos en Sistemas Dindmicos y
recurrencias allf presentes pregunté por ejemplos. Comenzaba a sentirme
decepcionado, cuando Daniel Henry, especialista en Ecuaciones
Diferenciales en Dimension Infinita, formulé la esperada pregunta:

“No sé porque haces la hipétesis (1.d), no conozco ninguna superficie
que no la satisfaga”.

Dibujé un elipsoide de revolucion (Fig.3). Lo deformé ligeramente para
que en ambos casquetes polares fuera como uno de Monge, con sus ejes
distintos, mientras que en torno del ecuador continuase fijo siendo siempre
uno de revolucion.

Acto seguido, hice rotar en torno del eje mayor solamente el hemisférico
superior de mi superficie. Por causa de su simetria rotacional ecuatorial,
constiwia ésta una familia C* de superficies Eo, dependientes del
pardmetro 8 que designa el dngulo de rotacion.

Resulta evidente que las lineas de curvatura de Eq definen en su
segundo retorno al circulo ecuatorial una rotacion de dngulo 28. Asi, para
los dngulos O inconmensurables con respecto a 2w, las lineas de curvatura
resultaban todas densas en Ey .

Hubo una reaccion de interés y simpatia proveniente de numerosos
participantes del Simposio. Por mi parte, me sentf ampliamente
recompensado al constatar que ¢l Elipsoide, después de casi doce afios de
compania, habia respondido a la altura de las exigencias.
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Debido a su extensién, dividimos en dos partes la redaccion final del
trabajo. La primera, estableciendo que las condiciones (1.a) a (1.d) implican
Estabilidad Estructural fue publicada en Asterisque, Vol. 98-99. La segunda,
de Aproximacion, donde se demuestra que toda superficie compacta y
orientada puede ser arbitrariamente aproximada, en clase C%, por una que
verifica las cuatro condiciones ya citadas, aparecié en Springer Lecture
Notes in Mathematics, Vol. 1007.

10. Monge, precursor de la Teoria Cualitativa de las
Ecuaciones Diferenciales

En el primer semestre de 1990, con ocasién del “I’Année Spéciale de
Sistemes Dinidmiques” patrocinado por el CNRS (Consejo Nacional de
Investigaciones Cientificas) de Francia, dict€ en la Universidad de Dijon un
cursillo sobre los Puntos Umbflicos y Lineas de Curvatura.

Fue asi que volvi a visitar las obligatorias vifias, bebi nuevamente el vino
de Borgofia y me hospedé en el Hotel Monge. Fue alli que prepar€ las cuatro
conferencias que en esa oportunidad pronuncié. Surgi6é entonces la idea de
escribir un libro expositorio que contase con mds calma y cuidado la historia
que intentaba resumir en el cursillo.

(Seria la influencia del viejo Monge actuando tambi€n en este caso?

En cierto modo si. En esa época tuve acceso al trabajo original de
Monge, intitulado Sur les lignes de courbure de la surface de I’Elipsoide,
publicado en el Journ. de I’Ecole Polytechnique., Il cah,. 1796. Debo la
posesion de este articulo al gentil empefio de la sefiora Schmidt, bibliotecaria
del IHES, quien me consigui6 una fotocopia en la seccion de reliquias de la
Ecole Polytechnique.

La contemplacién de las figuras originales de Monge, complementada
por algunas reflexiones y lecturas adicionales, me condujeron a tornar
explicita una observacion sobre la historia de las ideas matemaéticas, 1a cual,
en forma embrionaria, ya estaba presente en mi motivacion inicial, al primer
contacto con el Elipsoide y la subsecuente formulacién del Problema
Fundamental.

No hay registro bibliogrdfico de que Euler, responsable por la
conceptuacion de las curvaturas y campos de lineas principales, los hubiese
integrado, visualizando la Configuracion Principal.
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Monge fue el primero en reconocer la importancia de esta estrucutra,
proporcionando €l primer ejemplo no banal, por integracién global de las
ecuaciones diferenciales de las lineas de curvatura (o sea, de los campos de
lineas L, y L,) en el caso del Elipsoide.

{Qué lo llevé a establecer un resultado de esta naturaleza, que en
nuestros dias se encuadra perfectamente dentro de la Teoria Cualitativa de
las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias? Y esto casi cien afos antes que
Poincaré€ la fundara y definiera sus objetivos.

La motivacién de Monge provenia de una compleja interaccién de
consideraciones estéticas y practicas, y de la explicita voluntad de aplicar los
resultados de su investigacion matemaética. En el tiempo de Monge era més
tenue la artificial separaci6n entre matemaética y aplicaciones. Las lineas de
curvatura las descubri6 estudiando el problema del transporte del desmonte
en la construccién de los terraplenes y fortificaciones (denominado del
“deblais et remblais”). Su figura del elipsoide la propuso en el proyecto
arquitect6nico de la edificacién de la béveda de la Asamblea Legislativa
sobre un terreno eliptico: las lineas de curvatura serian las gufas para la
colocacién de las piedras, los puntos umbilicos servirfan de puntos de
soporte de los que penderian los focos de iluminaci6n, bajo uno de los cuales
serfa colocada la tribuna de los oradores.

Por lo que me consta, este proyecto no lleg6 a ser construido por el
Gobierno de la Revolucién Francesa, para el que fue elaborado, ni por
ningun otro.

Si Poincaré, por el alcance y profundidad de su contribucion, es
reconocido como el fundador, a Monge le cabe el mérito de ser precursor
de la Teoria Cualitativa de las Ecuaciones Diferenciales y por tanto de las
Foliaciones con Singularidades en Variedades...

Cabe puntualizar, sin embargo, que la novedad de la Teorfa Cualitativa
de Poincaré radica en los métodos desarrollados para el estudio del retrato de
fase de las ecuaciones diferenciales no-integrables, las que segin €l
estableci6 para las ecuaciones polinomiales, constituyen el caso genérico.
Este aspecto ciertamente no fue abordado por Monge.

Tuve la curiosidad de comprobar que la conexion, esbozada arriba, entre
los trabajos de Monge y de Poincaré no consta en el ingente trabajo histérico
de René Taton “L’Oeuvre Scientifique de Monge”, Presses Univ. de France,
1951.
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11. El Libro

En 1991, volvi a contar con la colaboracién de Guti€rrez para escribir un
pequeiio libro de vocaci6n didactica, con ocasi6n del 18° Coloquio Brasilefio
de Matemética. Se intitulé “Lines of Curvature and Umbilic Points on
Surfaces”. Para darle mas divulgacion y no por esnobismo, ya que contenia
resultados originales en fondo y forma con relacién a los articulos originales
que pretendia explicar, lo redactamos en inglés. Asi, abordamos los
resultados de Estabilidad Estructural y de Aproximacién contenidos en los
dos primeros trabajos, incluyendo més detalles relativos a los fundamentos
tedricos y a la motivacién. Los ejemplos de las recurrencias fueron
perfeccionados y reformulados en bases més conceptuales, especialmente €l
del Toro.

También dimos una idea de las direcciones de investigacion que brotaron
de los trabajos iniciales, las que focalizan un campo fértil de interaccién
entre 1a Geometria y las Ecuaciones Diferenciales, que esta lejos de agotarse.
Las referencias bibliograficas fueron actualizadas, y posteriormente
completadas en la conferencia que df sobre el asunto en el Seminario
“Geometrie et Theorie Spectrale” de Grenoble, en 1992.

Persiste la voluntad de pulir y reeditar el libro, ahora ya agotado,
incluyendo el estudio de las bifurcaciones de las configuraciones principales
de las superficies. En particular, nos gustarfa perfeccionar ¢ incluir los
resultados, obtenidos con Gutiérrez, sobre los ciclos principales hiperb6licos
que bifurcan de una conexién de puntos umbilicos de Darboux (Springer
Lect. Notes in Math., 1455). Otro asunto importante que merecerfa ser
incluido es la extension de las propiedades genéricas de las lineas de
curvatura en las variedades tridimensionales inmersas en R*, conseguidas
por Ronaldo Garcia en su Tesis (IMPA, 1989).

Tal vez sea apropiado dar inicio a este proyecto en el Hotel Monge, en
una proxima visita a Dijon, si para tanto me ajudar o engenho e a arte...
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