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UNA GEOMETRIA ABSOLUTA 

Holger G. Valqui 

Resumen 

Recurriendo sólo al concepto de distancia 
y los números reales, se construye la recta y el plano, 

y las principales relaciones entre ellos. 
Luego se generaliza la no coplanaridad, para construir 

hiperplanos generados 
por un conjunto discreto de puntos. 

Introducción. 

La Física constituye una ciencia cuyo lenguaje formal es el lenguaje 
matemático. Como consecuencia de tal uso, las estructuras formales de la 
Física (la llamada Física Teórica) son estructuras matemáticas. Una de las 
estructuras más elementales está constituída por el espacio afín construido 
sobre Rn. Allí se construye una Referencia geométrica donde se describen las 
trayectorias y "aventuras físicas" de los cuerpos. 

El uso de una Referencia (o Sistema de Referencia) geometriza 
adecuadamente las descripciones físicas, y constituye una valiosa 
herramienta geométrico-intuitiva. El precio que por ello se paga consiste en 
que las "fórmulas" físicas contienen no solamente las propiedades de los 
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sistemas físicos en consideración, sino también las particulares propiedades 
de la Referencia usada. Esto constituye una de las razones para haber 
construido una teoría de los invariantes (en este caso de las expresiones que 
permanecen invariantes al cambiar el Sistema de Referencia). Entonces 
parece que una geometría construida sin recurrir a una Referencia podría ser 
útil. 

Por otra parte, conviene tener presente que, existiendo muchas maneras de 
definir la distancia entre dos puntos, las propiedades válidas para una cierta 
distancia (p.e, que tres puntos sean colineales), no serán válidas cuando se 
use otra distancia. Entonces surgen una serie de preguntas, como aquélla 
que plantea la existencia de propiedades geométricas invariantes al pasar de 
una distancia a otra. 

Sea E un conjunto de objetos, que llamaremos "puntos", A, B, etc, para los 
cuales se ha definido la función distancia jABI sobre el cuerpo de los reales, 
según las reglas de juego usuales, válidas para puntos arbitrarios: 

1) IABI = IBAI ~o 

2) IABI = o ~ A = B 

3) IABI + IBCI ~ IACI 

Teorema 00: IABI + IPOI + jCDI + jANI + ... + jRSI = O implica que todos 
los puntos considerados son coincidentes. 

Teorema 02: Sea 

<ABC> = IAI3I
4 + IBCI

4 
+ ICAI

4
- 2jAI31

2
IBCI

2 
-2II3CI

2
ICAI

2
- 2jCAI

2
IABI

2
• 

Entonces <ABC> =O implica uno de los siguientes casos: 

1) IABI + IBCI + jCAI =O, con lo cual según TOO, los tres puntos serán 
coincidentes, 

2) IABI + IBCI = ICAI, 

3) IBCI + ICAI = IABI, 

4) ICAI + IABI = IBCI. 

Sug.: Factorizar la expresión dada para <ABC>. 
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Definición 01: Si para tres puntos cualesquiera A, B, C se cumple alguna 
de las condiciones l, 2, 3 ó 4 del T02, diremos que los tres puntos son 
colineales. En el caso en que los puntos sean diferentes, diremos que el 
punto que se repite, en el primer miembro de la correspondiente igualdad, 
se encuentra entre los otros dos. 

AXIOMA 01: Dados tres puntos A, B, W, siendo diferentes los dos 
primeros, y un número real a, existen el punto P y el número real k tales que 
se cumple 

IPXI2 = IWXI2 + a(IAXI2 
- IBXI2

) + k, para todo X. 

Teorema 03: El número k, en AOJ, está determinado por: 

Sug.: Tomar, alternativamente X =A, X = B, X= C, X= P; luego, eliminar 
P. 

Teorema 04: El punto P, correspondiente a un número real r, según 
AOJ, es único. 

Sug.: Si los dos puntos P, Q fuesen determinados por un mismo r, 
tendríamos que IPXI2 = IOXI2 para todo punto X. Tomado X = Q y 
aplicando la condición de distancia nula, se obtiene P = Q. 

Teorema 05: El número r que corresponde al punto P, en AOJ, es único. 

Sug.: Suponer que los reales r, s, determinan a un mismo punto P. 
Entonces 
(r-s)(IAXI2 

- IBXI2
) = O 'r/ X. Tomando X = A, luego X = B, y 

restando, obtenemos 2IABI2 (r-s) = O. Pero A y B son puntos 
diferentes. 

Es decir, la igualdad del AOl establece una relación biunívoca entre el 
conjunto de los números reales y los elementos de un cierto subconjunto del 
conjunto E. Designaremos a dicho subconjunto con R(AB,C). Entonces 
construimos la siguiente 

Definición 02: 

R(AB, W) = {P /existe un rER para el cualiPXf = IWXI2 + r(IAXI2 + IBXI2
) + 

[01] + r2 IABI2
- r(IA Wl2 -IBWI2

) 'r/ X}. 

Además, escribiremos 
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[02] P = f(AB,W,r), r = ¡.,t(AB,W,P) 

o, cuando no surja confusión, simplemente, P = f(r), r = ¡.,t(P). 

Teorema 06: Sean P, Q dos puntos de R(AB,C); entonces los puntos P, 
Q y e son colineales. 

Sug.: IPXI
2 

= ICXI
2 + r(IAXI

2 
- IBXI

2
) + r2

IABI
2 

- r(IACI
2 

- IBCI
2

) 

IOXI
2 

= ICXf + s(IAXf - IBXf) + s2 
IABI

2 
- s(IACI

2 
- IBCf), 

de donde 

tomando alternativamente X= P, X= Q y X= C, obtendremos 

- siCPI
2

- riOPf- ICPI2
) = rs(r-s)IABI

2 

s(IPOI
2 

-ICOI
2
) + riCOI

2 
= rs(r-s)IABI

2 

siPCI
2

- riOCI
2 

= rs(r-s)IABI2
·• 

Restando la primera ecuación de la segunda y de la tercera, 

s(IPOI
2 

- ICOI
2 

+ ICPI
2

) + r(IPOI
2 + ICOI

2 
- ICPI

2
) = O 

2siPCI
2 

+r(IPOI
2 

- ICOI
2 

- ICPI2
) = o. 

El determinante del sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas es, como 
puede verificarse, igual a <PQC>. Si dicho determinante fuese no nulo 
obtendríamos r=s=O, con lo cual, al reemplazar en las ecuaciones iniciales, 
obtendríamos P=Q=C, y serían colineales. Si dichos puntos fuesen diferentes 
entre sí, entonces r, s no deberían anularse simultáneamente, lo que implica 
que el determinante es nulo. Entonces, según T02 y DOl, los puntos resultan 
ser colineales. 

Teorema 07: Tres puntos cualesquiera de R(AB,C) son colineales. 

Teorema 08: Para e de R(AB,C) se cumple, ¡.,t(C) =O. 

Sug.: (IAXI
2

- IBXI2
) + riABI2

- (IACI2 -IBCI
2
) =O no puede ser válido para 

todo X. De lo contrario, tomando X=A y X=B, y restando, 
obtendríamos 2IABI2 = O, de donde resultaría que los puntos A y B 
serían coincidentes. 

Teorema 09: Sean r = ¡.,t(D) = 1, siendo D un punto de R(AB,C). 
Entonces ¡eDI = IABI, IADI = [BCI y ¡Aef + IBDf = 2IABf + 2IBCI2

• 
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Sug.: En la expresión para IDXI2
, con r = 1, reemplazar X=A, luego X=B, 

X=C. 

Teorema 10: Dados dos puntos diferentes A, B, y un número real s, 
existen un punto P y un número real t, tales que se cumple 

IPXI2 = (1-s)!AXI2 + s!BXI2 + t VX. 

Sug.: Tomar C =A en el Aül. 

Teorema 11: En TIO se cumple t = -s(l-sJ!ABI2
• 

Definición 03: Designaremos con R(AB) al conjunto determinado, según 
TIO, por todos los números reales; es decir, 

R(AB) = {P/existe un r ER para el cual 

[03] IPXI2 = (1-s) IAXI2+ s!BXI2 -s(l-s) IABI2
, VX} 

Teorema 12: Sean A, B, C tres puntos diferentes; sea D a R(AB,C), con 
D~C; entonces R(CD) = R(AB,C). 

Sug.: 

1) Sea PER(AB,C), entonces, según D02, existirá p ER tal que 

IPXIz = ¡cx¡z + p(IAXIz -IBX!z)- p(IAC!z -IBCiz) + PziABiz. 

Pero DER(AB,C) permite escribir 

iDXiz = ¡cx¡z + d(IAXIz -IBXf)- d(IAC!z -IBCiz) + dziABiz; 

luego, para todo a podemos escribir, 

IPXI2 = (l-a)ICXI2 + a{IDXI2
- d(IAXI2 -IBXI2

) + d(IACI2 -IBCI2
) + d2IABI2

} + 

+ p(IAXI
2 

-IBXI2
)- p(IACI

2 
-IBCI2

) + P2
IABI

2 

= (1-a)ICXI2 + a1DXI2 +(p-ad)(IAXI2-IBXI2 -IACI2 + IBCI2
) + (p2-ad2)IABI2 

Eligiendo a= p/d (siendo d no nulo, por hipótesis), tendremos 

IPXI2 = (1-a)!CXI2 + a!DXI2 + a( a-1 )d2 IABI2
; 

pero si en la expresión para IDXI2 tomamos X=C, obtendremos IDCI2= 
d2

1 ABI2
, con lo cual resulta PER(CD), determinado por el número a. 

2) Para PER(CD), tenemos 

IPXI2 = (1-a)ICXI2 + a1DXI2
- a(1-a)ICDI2 = ICXI2 + a{IDXI2 -ICXI2 +(a-l)ICDI2

}. 

Ahora teniendo presente que DER(AB,C), tendremos que 
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con lo cual 

de donde se obtiene la ecuación que permite reconocer a P como 
elemento de R(AB,C). 

Teorema 13: Sea D un punto de R(AB,C) con f.!(D) = d no nulo; sea C 
un punto no perteneciente a R(AB). Entonces, por lo menos, uno de los 
pares de conjuntos R(AC) y R(BD), o R(AD) y R(BC) poseen un único punto 
común. 

Sug.: IDXI2 = ICXI2 + d(IAXI2 -IBXI2 -IACI2 + IBCI2
) + d2IABI2 

1) Sea P un posible punto común a R(AC) y a R(BD), determinado por los 
números p, q, respectivamente. Entonces, 

IPXI2 = (1-p)IAXI2 + riCXI2
- p(l-p)IACf y IPXI2 = (1-q)IBXI2 + 

+ q{ICXI
2 

+ d(IAXI2 -IBXI2 -IACI2 + IBCf) + d2 IABf}- q(l-q)IBDI2
. 

Restando miembro a miembro, (l-p-qd)IAXI2 -(1-q-qd)IBXf + (p-q)ICXI2 = Z, 
donde Z contiene todos los sumandos en los que no aparece X. Haciendo, 
sucesivamente, X =A, X = B, X = C, obtenemos, 

-(1-q-qd)IBAf + (p-q)ICAI2 = z 
(1-p-qd)IABI2 + (p-q)ICBI2 = Z 

(1-p-qd)IACI2
- (1-q-qd)IBCI2 = Z 

Para eliminar Z, restemos la primera de la tercera , luego la segunda de 
la tercera, obteniendo 

(1-2p-qd+q)IACI2
- (1-q-qd)IBCI2 + (1-q-qd)IBAI2 =o 

(1-p-qd)IACI2
- (1-2q-qd+p)IBCI2

- (1-p-qd)IABI2 =o 

lo que da dos ecuaciones para las incógnitas p,q, 

p[-2IACI2J+q[(l-ct)IACI2 + (l+d)(IBCI
2 

-IABI2
)] = -IACI

2 
+ IBCI2 -IABI2 

p[ -IACI
2 

-IBCI2 +IABI
2l +q[ -ctiACI2 +(2+ct)IBCI2 + ctiABI

2l = -IACI2 +IBCI2 +IABI2 

El determinante es igual a (1 +d)<ABC>, y los segundos miembros no 
pueden anularse simultáneamente. 

2) Para el posible punto común a R(BC) y R(AD) tendremos, 

IPxf = (1-p)IBXI2 + p¡cxf- p(l-p)IBCI2 y 
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Restando miembro a miembro, 

(1-p+qd)IBXI2
- (l-q+qd)IAXI2 + (p-q)¡ex¡z = w, 

donde en W están incluidos los términos que no contienen X. Haciendo, 
sucesivamente, X = A, X = B, X = e, obtenemos, 

(1-p+qd)IBAI2 + (p-q)leAI2 = w 
-(1-q+qd)IABI2 + (p-q)leBI2 = w 
(1-p+qd)IBCI2

- (1-q+qd)IACI2 = w. 
Eliminando W, obtenemos (tercera igualdad menos la segunda; luego la 
tercera menos la primera) 

(l-2p+qd+q)IBCI2
- (1-q+qd)IACI2 + (1-q+qd)IBAI2 =o 

(1-p+qd)IBCI2
- (1-2q+qd+p)IACI2

- (1-p+qd)IABI2 =o 

lo que da dos ecuaciones para las incógnitas p,q, 

p[-2IBCI2l + q[(l+d)jBCI2 + (1-d)(IACI2 -IABI2
)] = jACI2 -IBCI2 -IABI2 

p[-IBCI2 -IACI2 + IABI2
] + q[diBCI2 + (2-d)jACI2 -djABj2

] = IACI
2 

-IBCI2 + IABI2
• 

El determinante es igual a (1-d)<ABe>, y los segundos miembros no 
pueden anularse simultáneamente (pues ello implicaría A= B). 

En los dos casos resulta necesario que <ABe> no se anule, es decir, A, B y 
e deben ser no colineales. Además: 

i) Para d2 
;o! 1, cada par de conjuntos tiene un punto común, 

ii) Para d = -1, R(AC) y R(BD) son disjuntos, pero R(AD) y R(BC) tienen 
un punto común, 

iii) Para d = 1, R(AD) y R(BC) son disjuntos, pero R(AC) y R(BD) tienen 
un punto común. 

Definición 04, 05: Diremos que los conjuntos R(AB) y R(MN) son 
paralelos si existen dos números r,k tales que 

[04] 

y diremos que ellos son perpendiculares si se cumple 

[OS] 
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Teorema 14: 
paralelos. 

Sea PER(AB,C), P;o0e; entonces R(AB,C) y R(eP) son 

Teorema 15: Sean los puntos P,QER(AB,C), tales que !A{P)= 1, 1-l{Q)= -1; 
entonces, por una parte: R(PC) y R(AB) son paralelos, R(PA) y R(eB) son 
paralelos; por otra parte: R(QC) y R(BA) son paralelos, R(QB) y R(eA) 
son paralelos. 

Teorema 16: Sea PER(AB,C), P;o<e; entonces si R(MN) es perpen-
dicular a R(AB), también es perpendicular a R(eP). 

Teorema 17: Sean PER(AB,C), QER(AB,D), con DER(AC), P,D;o<e; 
eE;t:R(AB); entonces si R(MN) es perpendicular a R(AB) y a R(AC), 
también será pe1pendicular a R(PQ). 

Detinición 06: Diremos que los cuatro puntos A, B, e y D son coplanares 
si existen cuatro números a, ~'y, k, con a+~+y = 1, tales que 

Axioma 02: Dados cuatro puntos A,B,e,w, los tres primeros no colineales, 
y dos números reales r,s, existen un punto P y un real k tales que se cumple, 

IPXI2 
= IWXI2 + r(JAXI 2 

- IBXI2
) + s(JAXI2 

- ¡eXJ2
) + k, 'VX. 

Teorema 18: El número k del A02 tiene el valor 

Sug.: Tomar, alternativamente, X= A, B, e, D, y eliminar los sumando en 
los que aparece P. 

Teorema 19: 
únicos. 

Teorema 20: 
único. 

Los números reales, r, s, que determinan P en A02, son 

El punto P determinado por los números r,s, en A02, es 

Es decir el A02 establece una relación biunívoca entre los pares ordenados 
de números reales y los elementos de un cierto subconjunto de E, que 
designaremos con P(ABC,D). Así definiremos, 

Definición 07: Para los cuatro puntos A,B,C, W, donde A,B,C son no 
colineales, dejininimos 

P(ABe,W) = {Q/cxisten r,s ER para los cuales 

[06] IOXI2 
= IWXI2 + r(IAXI2 -IBXI2

) + s(IAXI2
) -ICXI2 +k, 'v'X}, 
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donde k es el número del T18. Además, escribiremos, 

[07] P = f(ABC,W,r,s), r = ¡,t.1(ABC,W,P), s = ¡,t.2(ABC,W,P) 

o, cuando no surja confusión, simplemente, P = f(r,s), r = ¡,t.1(P), s = ¡,t.2(P). 

Teorema 21: Sean L, M, N, tres puntos de P(ABC,D), entonces los 
puntos D, L, M, N son coplanares. 

Teorema 22: Cuatro puntos cualesquiera de P(ABC,D) son coplanares. 

Teorema 23: Dados tres puntos no colineales y tres números reales, r, s, 
t, con r+s+t = 1, existe un punto Q y un real k tales que 

Teorema 24: Para el número k de T23 se cumple 

k = -rsiABI2 
- st1BCI2 

- triBAf 

Definición 08: Para tres puntos A, B, C, no colineales, definimos el 
conjunto 

P(ABC) = {Q/existen r,s,t ER, con r+s+t=l, para los cuales 

[08] IOXI2= riAXI2 + siBXI2 + tiCXI2 + k, \t'X} 

donde k es dado en T24. 

Teorema 25: Sea PER(AB,C); entonces A,B,C y P son coplanares. 

Teorema 26: Sean cuatro puntos A,B,C,D, los tres primeros no 
colineales; sean M,NEP(ABC,D), tales que M,N,D no sean colineales. 
Entonces 

P(MND) = P(ABC,D). 

Teorema 27: Sean M,N dos puntos de P(ABC,D), no coincidentes; 
entonces se cumple que R(MN) C P(ABC,D). 

Definición 09: Sea el conjunto den+ 1 "puntos", A= { A,A¡, ... ,A0 }. 

Consideremos la ecuación, 

n 

[09] 2: rdiAkXI 2 -IAXI2
) = f3 \fX, 

k=l 

válida para ciertos n+ 1 números r¡, ... ,r0 , [3. Entonces, 
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Si los únicos números que satisfacen la ecuación anterior son todos 
nulos, diremos que el ESPESOR del conjunto A es n, es decir 

E(A,A1, ... ,An) = n. 

Por otra parte, msn, si entre todos los subconjuntos de m+ 1 elementos, o 
puntos, existe alguno con espesor m, diremos que 

E(A) 2= m. 

Teorema 28: Para el número ~ de [09] se cumple ~ = 2: rkiAAkj2. 
k 

Sug.: Hágase X = A. 

Teorema 29: Si A y B son diferentes, entonces E(A,B) = l. 

Sug.: r(IAXI2 -IBXj2
) =~-Tomar X= A, luego X= B. 

Teorema30: Sea PER(AB). Entonces E(A,B,P) < 2. 

E(A,B,C) = 2 sólo si ellos son no-colineales. Teorema 31: 

Sug.: (p+q)IAXI2 
- pjBXI2 

- qjCXI2 = ~- Tomando sucesivamente X=A, 
X=B, X=C se obtienen tres ecuaciones con segundo miembro igual a 
~- Restando la primera de las otras dos, se obtienen dos ecuaciones 
homogéneas, para las variables p, q. El determinante del sistema de 
ecuaciones resulta ser <ABC> 

Teorema 32: Sea QEP(ABC); entonces E(A,B,C,Q) < 3. 

Sug.: Según [08] podemos escribir 

r(IAXI2 
- IOXI2

) + s(IBXI2 
- IOXI2

) + t(ICXI2 
- IOXI2

) = -k, donde los 
tres coeficientes del primer miembro no pueden ser todos nulos. 

Teorema 33: E(A,B,C,D) = 3 sólo si ellos son no-coplanares. 

Definición 10: Dado cuatro puntos A, B,C y D, definimos el cuarteto 

[10] (ABCD) = IADI2 + IBCI2 -IACI2 -IBDj2
• 

Definición ll: Para el conjunto A= {A,A¡, ... ,A0 }, definimos 
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(AAlAAl) (AAzAAl) (AA3AA1) (AA4AAl) (AA,.AA1 ) 

(AAlAAz) (AAzAAz) (AA3AAz) (AA4AAz) (AA,.AA2) 

6, = (AA1AA3) (AAzAA3) (AA3AA3) (AA4AA3) (AA,AA3) 

................ ................ ............... . ............. . ............ 
(AA1AA,.) (AA 2AA,.) (AA3AA,.) (AA4AAn) (AA,. AA,.) 

[11] 

en forma simplificada escribiremos bn = b(A). 

Teorema 34: E(A,A¡, ... ,An) = n si, y sólo si b(A,A¡, ... ,An) ;.o O. 

Sug.: Tomando en [09] X=A; luego X=Ai tendremos 

2rk(IAkAji2 -IAAjl2
) = (3 'VX. 

k 

Para eliminar ~, restemos, 

es decir 

:¿,k (AA k AA j) = O, para j = 1 ... 11 

k 

que es un sistema de n ecuaciones homogéneas para n incógnitas reales rb 
con k=l...n. Los coeficientes rk serán no nulos sólo en el caso en que el 
determinante del sistema sea nulo. 

Definición 12: Dados n+2 puntos A0,A¡, ... ,A"'B, diremos que ellos son 
n-cohiperplanares si existen n+2 números reales, r0,r¡, ... ,r0 , k, con 
r0+r1+ ... +rn=1, tales que se cumple 

" 
IBXI2 

= 2rkiAkXI2
+k, 'VX. 

k~O 

[Como puede verificarse, en el primer miembro de la igualdad puede ir 
cualquiera de las otras distancias en vez de IBXIJ. 

Axioma 03: Dados n+2 puntos A,A¡, ... ,A,W, donde los n+1 primeros no 
son n-1-cohiperplanares, y dados n números reales r¡, ... ,rn, existen un punto 
Q y un real z, tales que se cumple 
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IOXI2 = IWXI2 + ~r.(IAXf IAkXI2
) + z, VX. 

[El Axioma puede especificarse para cualquier n natural, o sólo para 
aquéllos n < N0 , siendo N0 un número natural a ser especificado]. 

Teorema35: El número z del A03 vale 

z = -siWAI2 + _1rkiWAk 12 +s _1rkiAAk 12- _1 _1rjrkiAjAk 12 
k k k j<k 

donde S = r¡ + ... + rn. 

Teorema 36: A un punto Q, en el A03, le corresponde una única n-upla 
de números reales y, recíprocamente, cada n-upla de números reales 
determina un único punto de E. 

Definición 13: Dados W y el conjunto A = {A,A¡, ... ,An} de puntos no 
n-1-hipercoplanares, definimos 

P(A,W) = { Q/existe la n-upla de reales r¡, ... ,rn para los cuales 

[12] lüXI2 
= IWXI2 + ~ rk(IAXI2 

- IA<Xi2) + z, VX} 

donde z es el número de T35. 

Definición 14: Dados n+l puntos A= {A0,A1, ••. ,An}, que no deben ser 
n-1-cohiperplanares, definimos el n-hiperplano 

H(A) = {Q/existen r0,r¡, ... ,r"'zER, con r0 + r1 + ... + rn = 1, para los 
cuales 

[13] 

Teorema 37: 

IOXI2 
= l:rk IAkXI2 + z, V'X} 

k=O 

El número z de la D14 tiene el valor 

Teorema 38: Sean B¡, ... ,B"' puntos no n-2-cohiperplanares del 
conjunto P(A,W), entonces si Wít:H(B1 ... Bn) se cumple que 

H(WB¡ ... Bn) = P(A,W). 

Teorema 39: Si WEP(A,W), entonces P(A,W) = H(A). 
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Teorema 40: Sean m puntos M 1, ••• ,Mm de P(AA1 ••• An,W), tales que 
E(M1 ••• Mm) = m-1; entonces, P(M1 ••• Mm) C P(AA1 ••• An,W). 

Teorema 41: Sea E(A) = n; entonces, 

i) Si QEI-I(A) entonces E(AA1 ••• An0) = n 

ii) Si Q\t:H(A) entonces E(AA1 ••• An0) = n+l. 

Sug.: 

i) Por D14, 

de donde 

JOXJ 2 = 2: rkJAkXJ 2 + z = roJAXJ
2 

+ 2: rdAkXI
2 

+ z 

= (1-Z::rk)JAXJ2 + Z::rkJAkXJ2 + z 

= JAXJ
2 

+ Z::rk(JAkXJ
2 

- JAXJ 2 + z, 

Pero, en la igualdad anterior no todos los coeficientes son nulos, 
entonces, por D09, dichos n+2 puntos no pueden tener el espesor n+1; es 
decir, E(AA1 ••• An0)< n+l. Por otra parte, considerando el subconjunto 
A de {A,A¡, ... ,An,Q}, sabemos que éste tiene espesor n; entonces, según 

D09, debe ser E(AA1 •.. An0) ~ n. 

ii) Consideremos la expresión t(JQXJ2 
- JAXJ2

) + Z::sk(JAkXJ2 
- JAXf) = c. 

Supongamos que t sea no nulo, entonces, dividiendo entre t, y despejando 

JOXI2 = (l-Z::rk)JAXI2 + Z::rkJAkXJ2 +o, con rk = -sk;p, o= c;p, y donde, 
como puede verse, la suma de los coeficientes es igual a la unidad; 
entonces, según D14, ÜEYJ(A), en contradicción con la hipótesis. Es 

decir, debe ser t = O; de donde resulta Z::sk(JAkXf - JAXJ2
) = c. Pero 

E(A) = n, lo que, según D09, implica que todos los n coeficientes son 
nulos. Es decir, los n+ 1 coeficientes son necesariamente nulos; entonces, 
según D09, debe ser E(AA1 •.• An0) = n+ l. 

Teorema 42: Sea E(A) = n; entonces E(H(A)) = n. 

Teorema 43: Sea A = {A,A¡, ... ,An}, donde dichos puntos no son n-1-
cohiperplanares; entonces, si BEt:P(A) se cumple 

[14] E(P(AA¡ ... AnB) = 1 + E(P(AA¡ .. .An)). 

Axioma de la dimensión (forma directa): Existe un número natural Ndim tal 
que el espesor de ningún subconjunto de E es mayor que tal número. 
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Teorema de distancias: Sean s ~ r > O. Si IABI es una distancia, 
entonces 

IABI1 = IABI 1 (IABI+r) y IABiz = IABI(IABI+s) 1 (IABI+r) 

también son distancias. 

Sug.: Por una parte 
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(IABI+IBCI)r
2 ~ IACir

2
, IABIIBCI IACI + 2IABIIBCir + (IABI+IBCI)r ~ 

IACir
2

, IABI(IBCI+r)(IACI+r) + IBCI (IABI+r)(IACI+r) ~ 
IACI(IABI+r)(IBCI+r). 

Por otra parte, de IABI+IBCI ~ IACI y IABI1 + IBCI1 2: IACI1 y s-r~O, 
obtenemos 

IABI + (s-r)IABI¡ + IBCI + (s-r)IBCI¡ ~ IACI + (s-r)IACI1, 

donde los sumandos corresponden justamente a la segunda distancia. 

Es decir, los resultados anteriores valen para cualquier dimensión que 
sea no mayor que Ndim, y para cualquier tipo de distancia que se elija. 


