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LOS PROCESOS EMPIRICOS
Y
EL METODO BOOTSTRAP

Luis Valdivieso

Introduccion

Los procesos empiricos son aquellos asociados
a la llamada funcion de distribucién empirica F,, .
Esta ultima debe fundamentalmente su importancia
a su convergencia a la verdadera funcion de distribucién F,
razon por la cual muchos estadisticos de la forma

8 =g(F,) son utilizados como estimadores
de pardmeteros 0 = g(F).

En relacion a esta estimacion
ha surgido ultimamente con gran impulso
el estudio del denominado método bootstrap.

El presente articulo es una panordmica mirada
a los procesos empiricos
y a una de sus multiples aplicaciones
en la estimacion por este método.

& Profesor del Departamento de Ciencias, Seccion Matemdéticas, PUCP.



Los Procesos Empiricos

Sean X,X,,..,X, variables aleatorias independientes e idénticamente
distribufdas (i.i.d) sobre un espacio probabilistico (,%,P) y sea F la
funci6én de distribucién de estas variables. La- funciébn de distribucién
empirica (f.d.¢) esta definida como:

n n

.E 1|{Xisx} @) 2 1]{X (&S x} @)
(1) F,(x)=F, (xo)="" ==L
n n

donde
1, si X;(w)sx
iy.cy (@)=
I{X' <) (©) 0, en otrocaso
Si fijamos un punto x € R, nF},(x) ~ Binomial (n,F(x)), lo cual implica
por (1) y la ley fuerte de los grandes nimeros (LFGN) que:

) F,(x) L F(x) (c.p = casi en todas partes)

Miés adn por €l Teorema de Limite Central (TLC), se tiene que:

. d 1

) Vn(F, (x) = F(x))——Y ~ N(0,F (x)(1- F(x)).
Estos andlisis preliminares fueron hechos para un x particular. Aqui es
interesante notar que F, (.) €s una funcién aleatoria (depende de w e Q).
En consecuencia, podemos considerar a {F,(x)} 5 como un proceso

estocdstico, cuyas realizaciones {F, (.,m)} (w fijo) son continuas por la
derecha y con limites por la izquierda. En general un proceso cuyas
realizaciones comparten estas propiedades es llamado cadlag y al espacio de
las funciones cadlag, ha de notarse por D, se le llama el espacio de
Skorohod.

1 .. . . L
Si (X)) ¥ X son variables aleatorias que asumen valores en un espacio métrico M,

X, —4> X Vrect, E(f(X,) — E(fX),

donde
C(M)={f:M — R/ [ es medible continua y acotada}.

Esta definicion es mds general que la usual de convergencia de funciones de distribucién

Fy (x) = Fy (x) para puntos x de continuidad de Fy, y es equivalente a la anterior, sélo
n

en el caso que M tenga dimensidn finita.
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El espacio D puede estar provisto de la métrica uniforme
I flloo = sup{l f(9)|/ ¢t eR} o de 1a métrica de Skorohod ([1]). Asimismo,
para que D sea un espacio medible, pueden considerarse las o-dlgebras
topolégicas (de Borel), la generada por bolas cerradas o la proyectiva.
Nosotros, salvo indicacién contraria, trabajaremos con la métrica uniforme y
la o-dlgebra de Borel.

Es de interés, dada la convergencia puntual de F, a I, preguntarse si esta

convergencia es uniforme. La respuesta es afirmativa y el resultado conocido
como el teorema de Glivenko-Cantelli:

14

- C.
(4) ”I'n - F”OO——_—)O‘

Este resultado puede interpretarse como la LFGN aplicado a las ii.d.
funciones cadlag, Uix, <y (G =12,...n). En efecto, F, es por (1) justamente

la medida aritmética de las funciones (elementos aleatorios) cadlag:

Yo <y U<y oo llgx, <)

Esta analogfa entre la convergencia del promedio de variables aleatorias i.i.d
en (2) y la de elementos aleatorios i.i.d en (4), nos lleva a la consideracion
de una posible analogfa para (3); es decir de un “TLC uniforme”. El
candidato natural para esta generalizacion del TLC es, segin (3),

E, = \/;(Fn - I), tal proceso en el espacio D es llamado el proceso
empirico de la muestra aleatoria X, X,,..., X :

n’

d
Teorema (Donsker) E, — E = Bol", donde B es un puente Browniano®
en {0,1] con

E(B(1) =0 y cov(B(f), B(s)) =s(1-1), Ossstsl.

Este teorema es llamado también el teorema del limite central funcional del
proceso empirico.

2 o . ; .
El proceso empirico no es medible con la 0-algebra de Borel. Por esta razdn en el teorema de
Donsker, aD se le dotard de la o-dlgebra proyectiva, en la cual E,, siesmedible.

3 St {VV([)}te[O 1] ¢ un movimiento Browniano en [0,1], al proceso B definido por
{B() =W () - tW)} go,1; ¢ le Hama un puente Browniano en [0,1].
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El término funcional se acufia en razén de que por el teorema de la funcién
continua en la teoria de convergencia estocéstica ([6]), si f es una funcién

continua de D[-w,] en R, entonces f(E,)—2—> f(BoF).* Asi, por
ejemplo:

F(E,) =E e — f,(E) =|| BoFll,,

2 d 2
fZ(En)=fEn(t)dt fZ(E)=fE (t)dt
Notese que la primera expresion da respuesta a nuestra interrogante sobre la
analogia “uniforme” para (3).

El TLC admite bésicamente versiones menos generales que la arriba
indicada, y més generales que el TLC clésico aplicado en (3). Entre estos
destacan los TLC de Lyapunov, Lindeberg y el TLC multivariado. El TLC
de Lyapunov, por citar un ejemplo -ya que lo utilizaremos en el estudio del
método bootstrap- dice lo siguiente (5): Sea (X ;) ;12 k, una secuencia de

variables aleatorias independientes ysea S, = X | + X 5, +..+X,;, , donde
h

podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que las variables aleatorias

. . . 2
X ,; tienen media cero y varianza o,; tales que

22 2y
0)11+0112+"'+0nkn =1,

k
Entonces, si E E|X [3
i-1

— 0 (condici6n de Lyapunov),

ni

d
S, ———Z ~ N(O,1).

Estd por demds decir la cantidad de estudio que involucra un anélisis mas
detallado de los proceso empiricos, en especial por ejemplo entender el
significado de la convergencia en el teorema de Donsker. Nosotros haremos
un alto aqui y mostraremos para mejor comprension una de las aplicaciones
de esta clase de estudios en el llamado método bootstrap.

4 . . - .
En general, el teorema afirma que, si M, y M, son dos espacios métricos y medibles,
f: M, = M, una funcién medible y C el conjunto de puntos de continuidad de f, entonces

d d
X, X enM, donde P(X €C)=1= f(X,)—> f(X) en M>.
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El Método Bootstrap

Sea X -=(X;,X»,...,X,) una muestra aleatoria con funcién de
distribucion F y sea 0 = g(I') un pardmetro a estimarse. Un posible
estimador de O podrfa ser, como se expres6 en la introduccién,
6 = g(F,) = h(X). La cuestion radica en cuén eficiente es este estimador. El
método bootstrap fue introducido por Efron en 1979 como un método

computacional para la estimacion del error estdndar de 6 . Esta estimacién
no requiere de célculos tedricos, es independiente de cudn complicada sea la
funci6n A y es no paramétrica, vale decir, independiente de la asunci6n de
un modelo para F . Todo esto es factible pues sabemos por lo desarrollado
que F puede aproximarse por laf.d.e F,.

El método bootstrap depende de 1a nocion de muestra bootstrap: Si F, es la

f.d.e que asigna probabilidad 1/n a cada valor observado de la muestra
aleatoria (ver (1) para mayor formalidad). Una muestra bootstrap

K* = (XI*,X;,...,X,:) es una seleccibn de n elementos con
reemplazamiento de X , o desde otra perspectiva, una muestra aleatoria de
tamafio n de la “poblacion” X, con f.d.e F,. A GA*=h@*) se le llama la
réplica bootstrap de g, y desde que nuestro interés es estimar
sep 0) = ,/varF (6) para medir la eficiencia de 6, se define su estimador
ideal bootstrap, mediante:

6) sep. @)

Con respecto a esta definicion, cabe hacer dos observaciones importantes:
n

~ 1
a) Si por ejemplo 6 = p,=g(F)=EF(X) yo=X-= 2 —X; =g(F,),
=17
entonces  se F(GA) = 1/var F(X)/n. Esta formulacién nos lleva a pensar,
porque en vez de utilizar (6) no estimamos tan solo F por F, y

n
consecuentemente obtenemos el estimador sep (8) = " 2(X; - X )2 /n. El
" i=1

problema de este razonamiento estriba en que si 8 no es la media muestral,
dificilmente podra encontrarse una formulacién exacta como la anterior para
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sep: (GA); imaginese por ejemplo los casos en que 6 = Mediana muestral o

0 = Coeficiente de correlacién muestral, como estimadores de sus correspon-
dientes pardmetros poblacionales.

b) Si bien es posible calcular te6ricamente SeF” (GA*), el procedimiento

es completamente impractico en términos computacionales, debido
2n—1) _ (2n-1)!

n (n-1)tn!

basicamente a la gran cantidad ,,,=( de distintas

muestras bootstrap existentes.

Es en razén de los problemas en a) y b) que se ha implementado el siguiente

Ak
procedimiento para obtener una buena aproximacién de sep (8 ) :

(7.1) Seleccionar B muestras independientes bootstrap

1 42 B . . o
X*¥ X* ..., X* , cada una consistente de n extracciones con sustitucién de
= H»4&A L2 >

>

(7.2) Evaluar la réplica bootstrap de 4 para cada muestra bootstrap:

BA* (b) =X *b)’ b=12,3,...,B.

Ak
(7.3) Estimar sey, (8 ) por la desviacién estandar muestral de las B
n

réplicas:

B B
sép = )8 *(b)-6 *(.))* /(B-1), donde 6 *(.) = (D6 *(b))/ B.
b=1 - b=1

sép es llamado el estimador bootstrap del error estandar de 0.

~K
Dado que Bljmoosé‘B = sep (8 ), en la practica suele tomarse B entre 25 y
—>
200, aunque a veces mucho més grande, dependiendo concretamente del tipo
de estimacion.

Una excelente introduccién al método bootstrap puede encontrarse en ([2]),

nosotros nos limitaremos ahora al caso 8 = u y 6 =X, y probaremos
teéricamente que el método bootstrap “funciona” para ¢l caso de la media.
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Para un estudio de otros estadisticos uno puede remitirse a Gill ([3]) o a Hall
([4]). Ambos autores, utilizan como herramienta bésica el TLC de Donsker
resefiado.

El TLC Bootstrap

Sean X, X,,... variables aleatorias i.i.d con funci6én de distribucién F,

. . 2 .
media L y varianza ¢ ©, ysea F, la f.d.e de los primeros n elementos.

Dado F, consideremos la muestra bootstrap X* = (X :1 X ;2 ey X ;n) y sea
P* () =P /X{,X,,....X,). Denotaremos con E* y Var* a la media y
varianza con respecto a P*. Nosotros deseamos aplicar el TLC a la suma
bootstrap:

*

* * *
S, =X, +X,,+..+X

nn'

Dado que
n
T2
" Sx; -%)
* : ! Y . x * i=1 2
E (Xni,)=2';X,'=X y Var*(X,;)= - =SS°,
i=1

podriamos considerar el arreglo doble (condicional)

(Z*. — Xm' _E*(Xni) _ Xﬂi _Xj
ne * - 2
nVar* (Xni) nSs i=1,2,..,n

que presenta todas las caracteristicas de (5). Resta verificar la condicion de
Lyapunov. En efecto, desde que es posible probar en base al teorema de
72
X; - X| : :
Borel-Cantelli y la LFGN que max XL P 0, 882 —L oy,
i n
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EE*IZm =-\/—SS E*lX Xl _-\/_SS nEle_ylas

max |X; - X|

1
<
'\/—I; SS i=1,2,.,n

la condicién de Lyapunov es satisfecha. Asi, aplicando el TL.C respectivo y
el teorema de la funcién continua, se obtiene que:

[ ervt \

* Sn_nE*(an) % 5
sup [P’ | et < x |- g () ——0...(»).
xeRI 1/Var *(S,) J |

Por otra parte, aplicando el clasico TLC y el teorema de la funcion continua,
se obtiene también que:

S, -n
suplP = ¢ sx{-¢(x)}——0...(*

xR "no 2

Asfi, una combinaci6n de (*) y (**) leva a afirmar que el método bootstrap
funciona para el caso de la media, esto es:

J X, -ErX,)
suplP T sX
*€R Var*(an) [ gf_
‘} " n

para casi toda realizacién de (X,).

5 q} es la funcidn de distribucién de Z ~ N(0,1).
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