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AUTOMORFISMOS LINEALES DEL TORO
Y
DINAMICA SIMBOLICA

Gonzalo Contreras

Presentamos en este articulo un ejemplo cldsico
de dinamica hiperbdlica.
El toro de dimension 2, puede considerarse como
el grupo (aditivo) cociente T = R*/Z".
Esto es lo mismo que verlo como el cuadrado [0,17’,
identificando los lados por

%0) = (1), (0.y) = (L,y)-

Sea AeZ”** una matriz con coeficientes enteros con determinante det A = +1
y con autovalores con mé6dulo diferente de 1. Entonces (Z7) € Z” y por tanto
la aplicacién lineal de R? con matriz A define un homomorfismo f del grupo
aditivo T? = R%Z? F: T* — T?, dado por

F((M)+zhH=A( vz
y y

Ademis, como det A = 1, tendremos que A™' también tiene entradas enteras y
define la inversa F "' en el cociente R%/Z7, en particular, F es biyectiva.
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En el toro podemos definir distancias, dngulos y é4reas usando las
medidas correspondientes en R? y la proyeccién can6nica : R’-R%/Z 2,
n( x) = x+Z 7. También podemos dar al Toro una estructura diferenciable,
diciendo que una funciébn f: 7T ? R es continua, diferenciable, etc, si su
levantamiento f:: fom: R? — R es continua, diferenciable, etc.

Sean A,p los autovalaores de la matriz A. Como supusimos que |\, |p}=1
y Mu=detA =1, si|A] = |ul, tendremos que |A| > 1 > |u]. Por simplicidad,
supongamos que A > 1 > u > 0, el otro caso (autovalores reales negativos) es
parecido a éste. Sean E":= E, C R? E%= E, C R’ los espacios propios
de A.

Veamos que las rectas E’, E’ tienen pendiente irracional. Consideremos
sus proyecciones W" (0):= n(E"), W *(0):= ~(E’). Estas son curvas conexas
que tienen pendiente constante en el Toro, luego s6lo pueden ser curvas
cerradas simples y conexas (si la pendiente de E° o E" fuese racional) o

curvas infinitas sin autointerseccién en T2 (si la pendiente es irracional).
Probaremos ahora por €l absurdo que el primer caso no puede darse.
Obsérvese que F es una contraccién en W *(0) y una expansién en W *(0):

d(F(), F)) = p d(x,y) para  xyeW*(0), d(xy) <1
d(F(x), F(y)) = A d(x,y) para x,yeW (0), d(x,y) < 1/A.
Obsérvese también que F(W (0)) = W*(0) y F(W “(0)) = W *(0).
Si W *(0) fuese un circulo, tendriamos que long (W %(0)) = long (F(W °(0)))

= p long (W *(0)) < long (W *(0)). Esto es una contradiccién. Luego W *(0)
no es una curva cerrada y entonces E° tiene pendiente irracional.

Similarmente, para W “(0) usamos la inversa F ', que contrae W *(0) por un
factor 1/A < 1.

Ahora definimos las variedades estables W* y las variedades inesta-
bles W" de otros puntos del Toro. Para xl’= RY/7Z,

Wi(x) := {yeT?/ lim dist (F "x,F °y) =0}
H—>+x
W) := {yeT*/ lim dist (F "x,F "y) = 0}

n—>+w
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Dejamos al lector verificar que W (x) = ni(x + E°), W"(x) = ni(x + E”) y que
por tanto son curvas infinitas de pendiente irracional en T 2, sin autointer-
secciones. El conjunto de todas las variedades estables

7% = {W*x) / xeT *} forma la foliacién estable, similarmente 1a foliaci6n
inestable es P" = {W"(x) / xeT*}. Estas foliaciones son transversales y cada
una de sus hojas W*(x), W “(x) tiene pendiente constante.

Obsérvese que la derivada de F es DF(x) = A: R? — R? identificando R”
con el plano tangente a T2 en x. La recta tangente a W *(x) en x en esta
identificacion es T,W *(x) = E° C R? también T, W "(x) = E* C R” Los auto-
morfismos lineales del Toro son el ejemplo més simple de difeomorfismos
de Anosov. Un difeomorfismo f de una variedad compacta p, f: M — M es
Anosov si en todo punto peM existe una descomposicién del espacio

tangente T,M = E *(p) @ E "(p) en dos subespacios transversales E *(p), E*(p)
tal que

(i) Esta descomposicion es continua.
(ii) La descomposicién es invariante por la derivada de f:

Df(p) (E “(p)) = E *(fip)). Dfip) (E “©)) =E “(f b))

(iii) Existen nameros C, y > 0 tales que
IDf"(p)-voll s C €7 [lvl| para todo veE (p)
IDf " ®)-Woll = C €™ [Iwll para  wpek *(p)

Todo difeomorfismo de Anosov tiene un par de foliaciones transversales
7°, 7" tales que sus hojas tienen como espacios tangentes los subespacios
E °, E ° respectivamente. Ademas para N grande (para compensar la
constante C en (iii) el difeomorfismo f~ contrae las hojas estables W *(p) y
expande las hojas inestables W “(p). Las hojas estables W °(p) son copias de
R’ inmersas en M, donde s = dim E °(p), similarmente para W "(p).

La unica superficie compacta orientable que admite un difeomorfismo de
Anosov es el Toro T %, pues es la tnica superficie que admite un campo de
lineas 7° (0 7") (pues es la unica que tiene caracterfstica de Euler = 0).

Ahora mostraremos una particién de Markov para el automorfismo del

toro con matriz A = |2 !|. Para esto necesitamos unas definiciones. Dado
11
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£>0, la variedad estable local W*,(p) y la variedad inestable local W"(p)
de un punto peT2 se definen como

W.(p) := {ge T/ d(F "(p), F "(q)) < ¢ para todo n = 0}
Wo.(p) := {ge T* / d(F ™(p), F "(g)) < & para todo n = 0}
Un rectangulo R es un conjunto RCT 2 tal que

(i) R = clausura (interior (R))

(ii) La frontera dR se descompone en 3R = R* U R" donde R® C varie-
dades estables locales y R" C variedades inestables locales. Con
mayor precision, si xeR® la (componente convexa de x en R° ) C
We(x).

Una particién de Markov es una coleccion finita de rectangulos {Rj,...,Rn}
tal que

N
M r*=U R,
i=1
(ii) Los R;’s tiene interiores disjuntos
(ili) SixeR; Nf'(R) = ¢ entonces
RN W' (fx) C (R N W'(x))
FEROW2(x)) S Ry N Wii(fr)

o We(®) f(We(x)) o Weltx)

f(x)
------- )f/ FL K I 7))

e

Fig. 1

A esta Gltima la llamaremos la “condicién de Markov”.
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Sea A = [2 1} y F:R?/,2— R/, et automorfismo del Toro con
11 :

matriz A. La imagen del dominio fundamental [0,1[ es el paralelogramo de

vértices A(O) , A (1) » A (0) , A (1) La figura 2 muestra gréficamente que
0 0 1 i

FTH=T2

Fig 2
Consideremos los espacios propios E’, E' y definamos los paralelo-

gramos R l,ﬁz en R? por
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IRCE'UEU [(01) +E'JU [(‘l’) +E]

IR, CE' U [(‘1’] +EJuU [(i) +EjuU [(T] +E'

SeanR; == (ﬁl), R,==x (ﬁz). La figura 4 muestra que Ry UR, = T? y
int{R;) N int(R2) = ¢. Como las fronteras de R; y R, estdn dentro de
variedades estables o inestables locales, tenemos que R, y R, son
“rectangulos”.

L4 \
P \
P \
- \
rd
\
1 1 \
-
- -
-
P
PR 2 2
// AY
- AY
Pis A 1
L o e e -
Fig. 4

Nos falta mostrar que {R, R,} satisface la condicion de Markov (iii). Una
lectura atenta de las siguientes figuras debe convencer al lector de esto.
Obsérvese que para

PeRZ, A(p+E) = A() + E', Ap+E") = A(p) + E".

Luego las im4genes de los segmentos [A,P] y [E,Q] tienen que ser segmentos
paralelos a E°. Similarmente las im4genes de los segmentos [D,R] y [A,E]

tienen que ser paralelos a E'. Como O es el punto fijo de A, tendremos que
A([0,0)) S E, A(O,D) C E.

Obsérvese también que R y Q se proyectan sobre el mismo punto en T? de
hecho O = P + (1,0) y luego

AQ = AP +(2,).
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-1

Fig. 5

F(R)+(2,1)

<)
=z

Fig. 6
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la 1b

Fig. 7

Ahora vamos a usar esta particién de Markov para describir la dindmica
de F. Podriamos definir 1a funcién “intinerario” II: T > — {1,2}Z que a cada

punto peT * le asigna una sucesién de 1’s y 2’s correspondiente a los
rectdngulos R; o R; que el punto p visita al ser iterado por F, i.e.

Hp)= (..., X.1, Xo, X1, X2,...), CON F *(p) eRxn . Al punto F(p) le corresponderia

la sucesion II(p) pero con un lugar desplazado hacia la izquierda, i.e.
I(F(p)) (n) = 1I(p) (n+1), nZ.

Esto motiva la definicién de la funcién o: {1,2}° — {1,2}" del espacio de

sucesijones que desplaza un lugar hacia la izquierda (o se llama “shift”en
inglés):

o(x)(n) = x(n+1).

Tendriamos que el siguiente diagrama conmuta:

T2 _F . T2
I} |11
(12} —— {1,2)*

Fig 8

106



Pero esto todavia no es satisfactorio. La funcién II no es inyectiva. El
siguiente diagrama muestra las posibles imé4genes de puntos en R, o R,.

1b
/_\ — T —
1.\/ Oa 1aC0v 0323 2¢
2b

Fig. 9 Fig. 10

Si tenemos una sucesion (..., Xg, X1ye..) = (oovy 2,2,...) = II(p), no podemos
saber si el punto p esté en el subrectdngulo 2a o 2c. Podemos solucionar este
problema de dos formas:

La primera es cambiando la particién del Markov, por ejemplo, podemos
usar Ry, R, = {24, 2b}, R. = 2¢. Tendriamos el gréfico:

(ab)
Cl——"™

~—

[ ]
)
Fig. 11

La segunda es cambiando la forma de codificar las 6rbitas de F. En lugar
de llevar un registro de los vértices del gréfico 9 por los que se pasa, nuestra
funci6n intinerario puede llevar un registro de las aristas del gréfico 10 por
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las que se pasa. Ahora el conjunto de sfmbolos tendré cinco elementos {1a,
1b,2a,2b,2c} y 1a nueva funci6n intinerario serd

I T 2 — {1a, 1b,2a,2b,2c}".

Como la anterior, s6lo hay ambigiiedad cuando la 6rbita de un punto
p:{F°(p) / neZ} pasa por la frontera de un rectdngulo, por lo demés I es
inyectiva. A esta forma le corresponde el grifico 12. A cada arista del

grafico 10 le corresponde un vértice del grafico 12. El grafico 12 tiene una
arista del vértice x al vértice y silacolade y=puntade x.

1b 2a
° ®

Fig 12

Pero ahora estas funciones intinerario no son suryectivas, su imagen es el
conjunto de caminos biinfinitos (para adelante o para atrés) en el gréfico
correspondiente. Dado un gréfico con N vértices definimos su matriz de
transicion AeN™" como la matriz NxN con entradas Ay = nimero de
aristas que van del vértice i al vértice j. Si las entradas de la matriz A son
todas 0 o 1 como en los gréficos 11 y 12, definimos el shift de tipo finito 3,
con matriz A, como

EA:={5Ee{1,...,N} | A, =1 Vnez}

i.e. el conjunto de sucesiones de vértices de los caminos posibles en el
gréafico. Si la matriz A tiene entradas mayores que 1 (como en el gréfico 9)
hacemos el grafico con vértices correspondientes a las aristas del gréfico
original, como el gréfico 12 hecho a partir del 9. Como antes, tenemos la
aplicacién oa: Y a— D4 de corrimiento a la izquierda (shift) ca( X)(1) = Xps1.
Dejamos al lector verificar que si A es una matriz de 0’s y 1’s, entonces la
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matriz B obtenida a partir del grafico de A por el procedimiento anterior, da
un shift Yg equivalente a 34 en el sentido de que existe k: 34— >p biyectiva,
tal que el diagrama

Sa L’EA
k| 1 k
Sp —B s 3y

conmuta. Por ejemplo, en los grificos 13y 14, k: 3a—>Ys, €s k( x) = y, con
colade y, =x, ypuntade y, = Xp.

(Lo .@ @.< \.\’@

110 o] 1
11 fe0o 1 1)12
A‘[ll] B‘lloozl
lo 01 1J 22
11122122
Fig 13 Fig 14

Escogemos el grafico 9 para modelar la dindmica de F. La particién de
Markov correspondiente es Ry, R,, R3, donde

F(R))
ZI\ ~—— F(R,)

F(R)
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Definimos h: So — T %, por A(X) = nF (R ) (el punto cuyo
nel Il

intinerario es X ). La funcion £ esté bien definida pues nF_“ (R ) esuna
ned xn
interseccion no vacia de compactos encajados y

N
lim dlam[ NF™ (R, )] =0.
N—=3o ln=—N

Ademaés, el diagrama
g
A —H 2a
h L h
conmuta. La funcion /# (que se llama semi-conjugacion topoldgica) es a lo
més 2 a 1 debido s6lo a la ambigiiedad de puntos en la interseccién de los

bordes de dos rectdngulos.
r— FR:)NR, NF ™ (Ry)

(-r3,2,3,..)

O
Fig. 16

Podemos, por ejemplo, contar la cantidad de 6rbitas periédicas de F. Los

puntos periédicos corresponden a sucesiones periédicas en Y. Los puntos

donde F no es inyectiva estdn todosen W* (o) U W* (o). Si peW?(o) U

W" (0), como limf" (@) =0 o Lmf" (p) =0, la sucesion xe3a
n—»w

n—»w

correspondiente a p tiene que contener una sucesion infinita de 1’s o de 3’s
a la derecha o a la izquierda. Las tnicas sucesiones periédicas con esta
forma son las sucesiones constantes (...111...) y (...333...).
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Decimos que una palabra xg,x;,....Xm €0 {1,...,N}M es admisible si
Axp xp,y =1 para k=0,..,M-1, i.e. si corresponde a un camino de longitud

M en el gréfico. La cantidad de caminos de longitud M que van del vértice i
al vértice j es (AM)ij. Esto puede ser probado facilmente por induccién. Un
camino cerrado xy,...,Xp , CON Xg = X, AXg,Xes1 = 1 Vk< M-1, corresponde a
una 6rbita periddica de periodo M formando la sucesién

(X0, X 15+ XM X0 X Lo XMy ++) EDA-
La cantidad de puntos peri6dicos de periodo M seréd entonces
# Fix (F™) = traza (A™) -1,

restando el punto duplicado (...111...) =(...333...).
Tenemos entonces que F tiene infinitas Orbitas peri6dicas.

De hecho, 1a cantidad de puntos periédicos crece exponencialmente con
el perfodo M: # Fix (FM) ~eM,

A

1
lim — log # Fix (FM
Ml—inooM g IX( )

lim — log [traza (A™
Y} og [traza (A™)]

M-—>4c0

mayor autovalor de A

pues traza (A™) = 3 (autovalores de AM) = 3 (autovalores de A)™. Para este
célculo podriamos haber usado la matriz del grafico 9, 11 o 12. La del
1]

gréfico9es A = {l } , obtenemos
12

3+J_

A=1log (

También puede verse que las 6rbitas cerradas son densas en T %, Esto
puede hacerse usando la correspondencia h: 34 — T 2 (dindmica simbdlica),
o ¢l siguiente argumento. Obsérvese que como A tiene coeficientes enteros,

entonces A(QxQ)CQxQ,. Consideremos los puntos de T2 = T([0,1]x[0,1]),

con coordenadas racionales (p/g, r/g) con 0 s p, r < g. Las imagenes
rl/q alq
N [ + Zz] = + Z2
riq blq
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son siempre puntos con coordenadas con denominador g. Luego estos puntos
necesariamente tienen Orbita finita y por tanto son periédicos.

Veamos que F: T? D tiene una 6rbita densa. Para esto introducimos
una métrica en Y, dadapor X, y € Ja

d(%,7) = % ¢» k:=min {IeN | x =y, Vi| <1}.

El lector puede convencerse que entonces #: 4 — T * es continua. Para
ver que F tiene una Orbita densa basta mostrar que o: >4 — >, tiene una
6rbita densa. Queremos un punto xey, tal que sus iterados {0 x | neZ}

visiten todas las bolas B(y, 1/2°) = {Ze Sa |z =y V|i| < k}. Basta que en
la sucesién x aparezcan todas las palabras finitas admisibles, por ejemplo,
para el gréfico 11, un tal x podria ser

(. 1,2,3,2 1112 13 21 22 23 32 33 2 111 112 ...).

Usando técnicas de Teorfa Erg6dica puede mostrarse que en realidad la
medida (de Lebesgue) de los puntos que no tienen 6rbitas densas es nula. De
hecho para Lebesgue, casi todo punto p e. T2, la 6rbita de p, se distribuye
como la medida de Lebesgue. Es decir si tomamos (Lebesgue) al azar un
punto pe[0,1]x[0,1] y lo iteramos por F, entonces con probabilidad 1, sus
iterados se distribuirdn uniformemente en el cuadrado [0,1]x[0,1].

Otro uso importante de la dindmica simbélica es la construccién de
medidas invariantes por F. Estas pueden ser construidas en el shift 34 y
luego ser llevadas a T * por h. Un mismo shift puede ser modelo de varios
sistemas dindmicos geométricos. Esto hace de un shift de tipo finito un
objeto interesante para ser estudiado por sf mismo.
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