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LA ECUACION DE BENJAMIN-BONA
MAHONY GENERALIZADA. 

EXISTENCIA DE SOLUCIONES. 

Juan Montea/egre 

l. Introducción. 

En este artículo estudiamos el problema de valor inicial no 
lineal 

(1.1) {Ma,u(x,t)-a,(u+ ;:'1) (x,t)=O XER,t>O 

u(x,O) = u0 (x) 

donde uo EH s, p es un entero positivo y M: Hs - L 2 es el 
operador seudo-diferencial definido por 

(1.2) ~u(y) = m(y)u(y) 

para todo yER. 

~ Profesor del Departamento de Ciencias, Sección Matemática.. PUCP. 



La ecuación en (1.1) es una extensión de la ecuación de Benjamin-Bona
Mahony (BBM) 

Ut + llx + Ullx - llxxt = O, 

que modela ondas largas con pequeña amplitud en sistemas dispersivos no 
lineales, y fué propuesta como un modelo alternativo para la ecuación de 
Korteweg-de Vries (KdV) 

Zlt + llx + UUx + Uxxx = 0. 

El resultado principal, expuesto en este artículo , dice que con asunciones 
adecuadas sobre el símbolo m, el problema (1.1) tiene solución global única 

en Hs, donde s~2. 

Con este fin organizamos el artículo como sigue. En la Sección 2, 
consideramos el problema lineal asociado con (1.1 ), es decir 

(1.3) 
{

M a ru(x, t)- a xu(x, t) =O 

u(x,O) = u0 (x) 

X ER, t > 0 

y mostramos que u(x,t) = S(t)u0(x) es la solución, siendo {S(t)}t,o el semi

grupo generado por M-1 a •. En la Sección 3 iniciamos el e..<;tudio del 
problema no lineal (1.1), en primer lugar probamos que la ecuación integral 
asociada con el problema tiene una única solución local. Después 
mostramos, en la misma Sección, que tal solución es la solución buscada 
para (1.1 ). La Sección 4 es dedicada al estudio global del problema (1.1 ), 
empezamos mostrando algunas estimativas a priori que serán útiles en el 
estudio global. 

Las siguientes notaciones serán utilizadas. Para 1 s p < oo, U denotará al 
espacio de funciones medibles u en R con la norma 

mientras que Loo denota al espacio de funciones medibles u esencialmente 
limitadas en R con la norma 

llullc = sup ess~ERiu(x)j. 

La transformada de Fourier es definida, para funciones suaves u con 
soporte compacto en R por 
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1 J. . ?u(y) =íi(y) = ~ e-'xyu(x)dx; 
-v2rc R 

y ésta definición es extendida en la forma usual por continuidad al espacio 
S' (R) de las distribuciones temperadas en R Para cualquier sER el 

espacio de Sobolev Hs es definido como el subespacio de las distribuciones 
temperadas u tales que a es una función y la norma 

llull s = 11(1+1·12 
)s/

2 1711 2 
H L 

es finita. Por Ck indicamos el espacio de las funciones continuas cuyas 
derivadas hasta el orden k son también continuas. Diferentes constantes 
positivas serán denotadas por e, pero ellas pueden variar de una línea para 
otra. Su dependencia sobre los parámetros será destacada cuando pensemos 
que es necesario. 

~. El problema lineal. 

En esta sección estudiamos el problema lineal (1.3). Sea s ~ 1 y 

definimos el operador M: Hs .- L 2 como en (1.2). Asumimos que el símbolo 
m satisface las condiciones dadas a continuación: 

lll. mEC 0
• 

112. Existen constantes positivas c1 y c2 tales que 

(2.1) O< C1 (1 + IYI)s S m(y) S Cz (1 + IYis ), 
para todo yER 

De I-Il, I-I2 y la identidad de Plancherel sigue que el operador lineal M es 
acretivo y simétrico. Además, l+M es sobreyectivo, por lo tanto, M es m
acretivo. En consecuencia, M es auto-<ldjunto y cerrado. 

Proposición 2.1 Sea M: 1/ --* J}, con s ~1, satisfaciendo las asunciones 
!JI y ll2. Entonces el operador M ·1 existe y para toda u EL 2 

M -!u= k* u, 

donde k (y) = m- 1 (y) y *denota la convolución en la variable espacial. 

Prueba. Del teorema de Plancherel y (2.1), para cualquier u E Hs 
obtenemos 
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en consecuencia, M es inyectivo. Así, para el operador cerrado y densamente 
definido M, existe una constante e >0 tal que 

Entonces M es sobreyectivo, y la primera parte esta probada. Por definición 

k (y) = m·1 (y), 

entonces 

lo que prueba la segunda parte, porque M es sobreyectivo. D 

Sea V(;l) = Hs y para uE(f)(;l) definimos Jiu = M -l Dxu. 

Es claro que JI: Hs ~ Hs es un operador lineal en H • . Tenemos además 

Proposición 2.2 AttEHs siempre que u EHs, y existe e >Ü tal que 

~~~~ s S cllull s • 
H H 

Prueba: Por la Proposición 2.1 y el teorema de Plancherel tenemos para todo 
S 

UEH 
2 

2 2 1 2 f 2sY ~ 2 IIJiftll s = ll?(k *ax)u(·)ll s = 11-?(axu)(-)IL.s = J, (l+IYI ) - 2-lu(y)l dy. 
H H m(-) 11 R m (y) 

Entonces por (2.1) 

ll~tll~. ~ cllull~. sup(l+IYD2
-

2
s ~ cllull~., 

yER 

pues supyeR(l+[yl2•
2
) está bien definido, dado que s :2:1. D 

Teorema 2.3 El operador J'l genera un semigrupo uniformemente continuo 

de operadores lineales {S(t)}t,0 en Hs satisfaciendo 

S 
para todo u EH 
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Prueba. Ver el Teorema I.l.2 de [P]. o 

Corolario 2.4 Para todo u0 EHs donde s;::l, existe una única 

U E C\[0, oo ): Hs satisfaciendo el problema lineal (1.3). Esta solución es 

dada por 

u(x,t) = S(t)u0(x). 

Prueba. Ver el Teorema 3.1.1 de [C-H]. o 

3. El problema no lineal. Existencia de soluciones locales en 
H', S~ l. 
Iniciamos el estudio del probema no lineal 

(3.1) { M~ lu(x, t) -.a X (u+ u;+:l )ex, t) =o 
u(x,O) = u0 (x). 

X ER, t > 0 

Para esto consideramos la ecuación integral 

(3.2) 
1 ft p+l 

u(x,t)=S(t)u0 (x)+-- S(t-s)~ (x,s)ds 
p+l o 

donde { S(t) }t,0 es el semigrupo generado por ;'/, la cual a diferencia de la 
ecuación en (3.1 ), no requiere ninguna diferenciabilidad de la solución. 
Usando las propiedades descritas en el Teorema 2.3 y el Corolario 2.4, es 
fácil ver que si u es solución de (3.1), también lo es de (3.2). En efecto, de 

g(s) = S(t-s)u(x,s) 

tenemos 

d 1 p+l 
-g(s)=-S(t-s)~ (x,s) 
ds p+1 

e integrando desde O hasta t 

1 ft p +1 
g( t) = g(O) +- S ( t- s)r6t (x, s)ds 

p+1 o 
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que es la ecuación (3.2). 

Diremos que la ecuación integral (3.2) está globalmente bien colocada 

en Hs si para todo T la función 

u0 14 u(. , t) 

es continua, donde u(.,t) es la solución de (3.2). De esta forma, la existencia, 
unicidad, persistencia (la solución pertenece al mismo espacio que el dato 
inicial) y dependencia continua de la solución respecto del dato inicial están 

incluidas. Si T <OO se dice que (3.2) es localmente bien colocada en f/s. 

Para todo par T y R de constantes positivas definimos 

&(T,R) ={vE C([O, T]: H'):sup 11 V(., t)lln' :5 R} 
(O,T] 

d(v, w) = sup llv(., t)ll s · 

[O,TJ H 

Notemos que (&(T,R),d) es un espacio de 13anach. 

Proposición 3.1 Si u0EHs entonces existen constantes positivas 

T=T(IIuoll s) > O y R > O tales que el operador <P definido por 
H 

1 ft p+l 
<P(u)(x,t) =S(t)u0 (x)+-- S(t-s)/At (x,s)ds 

p+ 1 o 

satisface 
<P: &(T,R) ~ &(T,R). 

Prueba. Sea uE&(T,R), por la definición de <P, la desigualdad triangular, el 
Teorema 2.3 y la Proposición 2.2 obtenemos 

t p+l 
e J p+l el R 

II<P(u)(.,t) S :SIIuoll S+- llu (.,s)ll sds :SIIuoll S+--. 
H H p+lO ll ll p+l 

Por lo tanto, tomando supremo en (0,11 

cT Rp+l 

supll<t>(u)(t)ll s :>lluoll s+--
[O,TJ H ll p+l 
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Si fijamos R = 2lluoll • y tomamos T0 >0 tal que 
H" 

tenemos 

2 p+l cT
0 --~lluollp s s 1 

p + 1 H 

supJJ<P(u)(.,t)JJ s sJJu0 JJ s 1+ e 
0 

JJu0 JJP s s 2JJu0 JJ s [ 
2 p+l T. l 

[O,T] H H p+1 H H 

lo que completa la prueba. D 

Teorema 3.2 Para todo u0 EHs, existen T = T(JJu0 JJ s) >0 y una única 
H 

solución de la ecuación integral (3.2) en el intervalo de tiempo [0,1] con 

u EC([O,Jl : H\ Más aún, para todo T' <T existe una vencidad V de u0 en 
S 

H tal que 

F: V- C([O,T ']: Hs) u0 1---) u(.,t) 

es lipschitziana. 

Prueba. Dividimos la prueba en dos Etapas. 

Etapa l. Con el objeto de usar el Teorema del Punto Fijo de Banach, 
necesitamos probar que <Pes una contracción. Si u,vE&(T,R) tenemos 

t 

JJ(<P(u)-<P(v))(.,t)JJ s s-c-J IJ(up+l_vp+l)(.,s)JJ sds. 
Il p+1 O H 

S Como li es una álgebra obtenemos 

p 
~ p-j j 
¿,J~L(.,s)JJ IJv(.,s)JJ . 

Hs Hs 

En consecuencia 

2cR P 1 · · 2cptRp+l 
JJ(<P(u) -<P(v))(t)JJ s s- 2J JJu(.,s)JJP~J JJv(.,s)JJ1 

sds s ---=----
H p + 1 j=O O H" ll p + 1 
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Por lo tanto, tomando supremo en [0,1] 

2cpTRp+l 
supii(<I>(u)- <l>(v))(t)ll s :S---
[O,T) H p+ 1 

Finalmente por la elección de R y la desigualdad (3.3) obtenemos la 
existencia, unicidad y persistencia de la solución de la ecuación (3.2). 

Etapa 2. Para probar la continuidad de <I> respecto a u0, observamos que 
si u y v son las soluciones de (3.2) correspondientes a los datos u0 y v0, 

entonces 

1 ft p+l p+l ds u(x,t)-v(x,t)=S(t)(u0 -v0 )(x)+-- S(t-s)A(u -v )(x,s) ; 
p+l o 

y con el mismo argumento de la Etapa 1 obtenemos 

e t P 
llu(.,t)- v(.,t)ll s :SIIuo -V o 11 s +-J ll(u- v)(.,s)ll s 2_uP- jvj (.,s) 

H H p+l O H j~ 
ds. 

S Recordando que H es un álgebra 

entonces 

cpTRP 
llu(.,t)- v(.,t)ll s sllu0 - v0 11 s +-- supllu(.,s)- v(.,s)ll s. 

H H p+l [O,T) H 

Luego 

sup llu(., s) - v(., s )11 s s cllu0 - vo 11 s 
[O,T) H H 

lo cual completa la prueba del Teorema. D 

Mostraremos ahora que la solución encontrada para (3.2) es la solución 
buscada para (3.1 ). Específicamente, probaremos el siguiente Teorema. 
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Teorema 3.3 (Existencia Local). Sea u0 EHs donde s ~1, p es un entero 

positivo y M: Hs -+ L 2 satisface Hl y H2. Entonces existe T0 >0 y una única 

u EC1([0,T0]: Il) solución de (3.1 ). 

Prueba. Por el Teorema 3.2 

1 ft p+l 
(3.4) u(x, t) = S(t)u0 (x) +- S(t -s)J4t (x, s)ds = v(x, t) + 1-V(x, t). 

p+1 o 

Como v(x,t) = S(t)u0(x) satisface el problema lineal (1.3), es suficiente 
probar que 

(3.5) 
1 ft p+l 

w(x,t)=-- S(t-s)~ (x,s)ds 
p+ 1 o 

es solución de 

(3.6) 
{ 

M a ,u~x, t)(u +;;~)ex, t) =o 
u(x,O)- O. 

aw 

X ER, t > 0 

De (3.5) es claro que 1-V(x,O) = O. Resta clacular ¡¡¡. Hacemos 

en (3.5), entonces 

Para h >0 tenemos 

p+l 
F(x,s) = ;t"p+l (x,s) 

t 

w(x,t) =J S(t-s)F(x,s)ds. 
o 

w(x,t+h)-w(x,t) l[Jt Jt ] 
---'----'---'-----'- =- S(t- s)S(h)F(x,s)ds- S(t- s)F(x, s)ds 

h h o o 

por lo tanto 

1 t+h +-J S(t+h-s)F(x,s)ds, 
h t 
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w(x,t + h)- w(x,t) Jt S(h)- I 1Jt+h 
-------'--= S(t-s) F(x,s)ds+- S(t+h-s)F(x,s)ds. 

h o h h t 

(3.7) 

Cuando Id O el Teorema de la Convergencia Dominada implica que el 
primer término del segundo miembro de (3.7) tiende a 

t 

J M-
1
axS(t-s)F(x,s)ds, 

o 

mientras que el segundo término converge a F(x,t) por ser el valor medio de 
una función continua en el intervalo [t,t+h]. Entonces 

a+ r 
~(x,t) =f /IS(t-s)F(x,s)ds+F(x,t). 
a t o 

Argumento análogo vale para Jz < O. Luego 

a w 1 p+l . 
-(x,t) = ~v(x,t)+F(x,t) = ~v(x,t)+--/lu (x,t), 
ar p+1 

es decir, w satisface la ecuación diferencial en (3.6). Finalmente derivando 
con respecto aten (3.4) obtenemos 

a u 1 p+l 1 p+l 
-(x,t) = A(v(x,t) + w(x,t)) +--~~ (x,t) = ~t(x,t) +--~ (x,t). 
ar p+1 p+1 

Entonces 

a u ( up+ll 
M-(x,t)-ax u+-- (x,t) =O, 

a t p+ 1 

lo que termina la prueba. 

4. Existencia de soluciones globales para el problema 
no lineal en H ', s ;;?; 2 . 

Del Teorema 3.3 sigue que el problema de valor inicial (3.1) tiene una 
única solución local. Para probar que ésta es una solución global es 
suficiente probar para todo T >0 que si u es una solución de (3.1) en [0,1) 
entonces !lu(.,t)ll s s c(1) para O s t s Ty alguna constante c(7). 

H 
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Proposición 4.1 Sea u0 EHs, s :2:2, y sea u la solución del problema no 
lineal (3.1) en [0,1), entonces llu(.,t)ll ses limitada en [0,1). 

H 

Prueba. Veamos primero que liu(.,t)ll 
5
¡2 es limitada en [0,7]. Para este fin 

H 

multiplicamos la ecuación en (3.1) por u e integramos sobre R 

f f 
( 1 +1 \ 

u(x,t)Ma 1u(x,t)dx- u(x,t)axlu+--uP )(x,t)dx=O. 
R R p+1 

Pero 

1 d J u(x,t)Ma 1u(x,t)dx = --J u(x,t)Mu(x,t)dx 
R 2 dt R 

e integrando por partes, recordando que HsC .... C,, da 

Entonces 

(4.1) 

J u(x,t)ax(u+-
1
-up+l)(x,t)dx =O. 

R p+1 

d - J u(x, t) Mu(x, t)dx =O. 
dt R 

Integrando (4.1) en el tiempo, desde O hasta t da 

t d 
O=J -J u(x,s)Mu(x,s)dxds=f u(x,t)Mu(x,t)dx=f u0 (x,t)Mu0 (x)dx. 

OdsR R R 

Para la identidad de Plancherel y H1 tenemos 

JR m(y)[izl(y, t)l
2 
-lzio (y)i

2 YY :2: cfR ( 1+1 Yl
2 t2 

[izl(y, t)l
2 
-lzio (Y)I

2 
]dy, 

y por lo tanto 

(4.2) liu(.,t)ll s/2 siiuoll s/2 
H H 

para todo t donde u existe. 

Mostraremos ahora que para cada t, u( . .t)E Hs. Multiplicando (3.1) por 
M u e integrando sobre R tenemos 
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f f 
( 1 p+l \ 

(4.3) Mu(x,t)Ma1u(x,t)dx- Mu(x,t)axlu+-u J<x,t)dx=O. 
R R p+1 

Notemos que 

1 d 2 f --llMu(.,t)ll 2 = Mu(x,t)Matu(x,t)dx 
2 dt L R 

y 

f Mu(x,t)axu(x,t)dx= O. 
R 

Así de ( 4.3) por la desigualdad de HOlder 

d 2 p 
-11Mu(.,t)ll 2 s2llu (.,t)axu(.,t)ll 2 llMu(.,)ll 2 -
dt L L L 

p bq 
Usando la desigualdad ab s ap +-;¡, con p y q exponentes conjugados y 

a,b E~ obtenemos 

(4.4) ~11M u(., t)ll\ slluP (., t)a xu(., t)ll2 
2 +llMu(., t)ll

2 
2 • 

dt L L L 

Por otro lado 

lluP(.,t)a u(.,t)ll2
2 sllu(.,t)II2

P J.¡a,.u(x,t)l
2 

dx=llu(.,t)ll
2

P llaxu(.,t)ll
2

2 
X L ['" R ·' [ 00 L 

(4.5) 

Además I-l 1 2 C .... Loo , entonces 

llu(.,t)ll oo scllu(.,t)ll s/2 
L H 

• .s/2 ' • .s/2 1 ' para todo uEN . Más aun 11 C .... H C .... L ~, luego 

lla xu(.,t)IIL2 sglu(.,t)IIF/2. 

Por lo tanto sustituyendo en (4.5) 

lluP (.,t)a xu(.,t)ll\ s cllu(.,t)IIP s/2 11a xu(.,t)ll\ s cllu(.,t)ll2~7~. 
. L H L l/ 

En consecuencia, de (4.4) y por (4.2) 
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~IIMu(.,t)ll\ s clluoii2P:~ + IIMu(.,t)ll\ · 
dt L L

8 
L 

Integrando desde O hasta t da 

t 

IIMu(.,t)\ sc(t)+J IIMu(.,s)ll\~ 
L o L 

donde c(t) = ctlluoll;::~~, lo que por la desigualdad de Gronwall implica 

(4.6) 11Mu(.,t)ll
2 
2 s c(t)exp(t) s cTIIu0 11

2 
2 exp(T) 

L L 

para todo Os t s T. Notemos finalmente que 

IIMu(., t)ll~2 <!; cfR ( 1+IYI
2 r 1Li(y,t)l

2 
dy = cllu(., t)ll~s . 

Por lo tanto en ( 4.6) 

.Ji p+l T 
(4.7) ll(u(.,t)IIHs se llu0 11Hs/2 exp(-;-) 

para todo O s t s T como queríamos. o 
Mostrado ya que la norma llull s no crece con el tiempo, podemos 

H 
extender una solución del problema a cualquier intervalo de tiempo [0,1] en 
un número finito de pasos. 

Teorema 4.2 (Existencia Global). Sea u0 EHs, s <!: 2. Entonces, para cada 
T>O existe una única función uEC\[O,T]: H2

) que resuelve (3.1) en Rx[0,1] 
con u(.,O) = uo(.,O) = uo. 

Prueba. De (4.7) afirmamos que uEC([O,I): H\ En efecto, sean t y h tales 
que t, t+hE[O,I) entonces 

llu(x,t+h)-u(x,t)ll s sii[S(t+h)-S(t)]u0 (x)ll s 
H H 

t+h 

+J IIS(t+h-s)F(x,s)il s~ 
t H 

+ ~(S(h)- I)Í. S(t- •)F(x, •)dt, 
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donde F(x,s) es como en la prueba del Teorema 3.3 . Así 

llu(x,t+h)-u(x,t)ll s-o 
H 

cuando h - O. En consecuencia uEC([0,1): Hs) y puede por lo tanto ser 
extendida a [O,T]. Ahora consideremos el problema 

(4.8) 
{

Ma 1v(x,t)-ax(v+ p~l vp+l )(x,t) =O 

v(x,O) = v0 (x) = u(x,T). 

Por el Teorema 3.3 existe T* > O y una única vEC([O,T*]: Hs) satisfaciendo 
( 4.8). Definimos entonces 

{ 

u(x,t) 
w(x, t) = 

v(x,t-T) 

Os ts T 

T S t S T +T*. 

Es fácil verificar que w(x,O) = u0(x), w(x,l) = v0(x) y 

( 
p+l) 

Ma 1 w(x,t)-ax w+'~+l (x,t)=O 

si tE[0,7) U (O,T*]. Además, debido a la continuidad de u(.,t) en [O,T] 
tenemos 

w(x, T)- w(x, T- h) u(x, T) -u(x, T- h) S(T)u0 (x)- S(T- h)u0 (x) 

h h h 

1 T T-h l-S(h) 
+-J S(T-s)F(x,s)ds+J S(T-s) F(x,s)ds 

h T-h O h 

donde h >O es tal que T- hE[O,TJ. Entonces 

w(x.T)- w(x, T- h) 

h 

porque el cociente de Newton puede ser escrito como el valor medio de una 
función continua en el intervalo [T- h,T]. Sigue así que w es diferenciable a 
la izquierda del punto T. En la misma forma obtenemos que 
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. + ( .,.P+l) 
iJ 1 w(x, T) = -"' w +--p.;:¡ (x, T). 

Consecuentemente wes diferenciable en Ty 

( p+l) 
Matw(x,T)-ax W+ wp+l (x,T)=O. 

Por lo tanto u puede ser extendida como solución de (3.1) al intervalo 

[O,T+T*] y el teorema esta probado. O 
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