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LA ECUACION DE BENJAMIN-BONA-
MAHONY GENERALIZADA.
EXISTENCIA DE SOLUCIONES.

Juan Montealegre

1. Introduccion.

En este articulo estudiamos el problema de valor inicial no
lineal

u
M0 u(x,t)-9 (u + —)

(1.1) p+1) (60)=0 xeR,t>0
u(x,0) = 1y (x)

donde uq € H ®, p es un entero positivo y M: H® — L’esel
operador seudo-diferencial definido por

(1.2) PMu(y) =m(y)ia(y) — ueH®

para todo yeR.
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La ecuacién en (1.1) es una extensién de la ecuacién de Benjamin-Bona-
Mahony (BBM)

U + Uy + Ully - gy = 0,

que modela ondas largas con pequefia amplitud en sistemas dispersivos no
lineales, y fué propuesta como un modelo alternativo para la ecuacién de
Korteweg-de Vries (KdV)

Uy + Uy + Ul + Uy = 0.
El resultado principal, expuesto en este articulo , dice que con asunciones

adecuadas sobre €l simbolo m, el problema (1.1) tiene solucién global Gnica
en H®, donde s=2.

Con este fin organizamos ¢l articulo como sigue. En la Secci6én 2,
consideramos ¢l problema lineal asociado con (1.1), es decir

Mo u(x,t) -9 ulx,t)=10 xeR,t>0
u(x,0) = uy(x)

y mostramos que u(x,t) = S(t)uy(x) es la solucidn, siendo {S(f)}.o €l semi-

grupo generado por M "9, En la Seccién 3 iniciamos el estudio del
problema no lineal (1.1), en primer lugar probamos que la ecuacion integral
asociada con el problema tiene una Unica solucién local. Después
mostramos, en la misma Seccién, que tal solucién es la solucién buscada
para (1.1). La Secci6n 4 es dedicada al estudio global del problema (1.1),
empezamo$ mostrando algunas estimativas a priori que serén utiles en el
estudio global.

(1.3)

Las siguientes notaciones serdn utilizadas. Para 1 < p < o, LP denotar4 al
espacio de funciones medibles # en R con la norma

1/
= (flucol” ) s

mientras que L™ denota al espacio de funciones medibles u esencialmente
limitadas en R con la norma

[[ul],. = supess, g|u(x)|.

La transformada de Fourier es definida, para funciones suaves u con
soporte compacto en R.por
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1 .
Fu(y) =i(y) = JEJ;? e " u(x)dx;

y €sta definicién es extendida en la forma usual por continuidad al espacio
S'(R) dc las distribuciones temperadas en R. Para cualquier seR, el

espacio de Sobolev H* es definido como €l subespacio de las distribuciones
temperadas w tales que & es una funcién y la norma

1 42\ 8/2 A
u = [[(1+] u
lall o = llewl- )2

es finita. Por C* indicamos el espacio de las funciones continuas cuyas
derivadas hasta el orden k son también continuas. Diferentes constantes
positivas serdn denotadas por c, pero ellas pueden variar de una linea para
otra. Su dependencia sobre los pardmetros serd destacada cuando pensemos
que es necesario.

2. El problema lineal.

En esta seccion estudiamos el problema lineal (1.3). Sea s = 1 y

definimos el operador M: H ¥ — L? como en (1.2). Asumimos que ¢l simbolo
m satisface las condiciones dadas a continuacién:

H1. meC°.

2. Existen constantes positivas c; y c; tales que

(2.1 O<ce; (L+p) sm@)sc: (1 +h),
para todo yeR.

De H1, H2 y la identidad de Plancherel sigue que el operador lineal M es
acretivo y simétrico. Ademds, I+M cs sobreyectivo, por lo tanto, M e¢s m-
acretivo. En consecuencia, M ¢s auto-adjunto y cerrado.

Proposicion 2.1 Sea M: i’ = I* con s =1, satisfaciendo las asunciones
HI y H2. Entonces el operador M ™" existe y para toda u eL*

-1 N
M u=ktu,

donde k (y) = m’ (y) y * denota la convolucién en la variable espacial.

Prueba. Del teorema de Plancherel y (2.1), para cualquier u e H’
obtenemos
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2 ~ 2 25y~ 2 2
M =|[m(-)u(- 1 d ,
1Ml =llmCYaON? = f @413 1) dy = clalf?

en consecuencia, M es inyectivo. Asi, para el operador cerrado y densamente
definido M, existe una constante ¢ >0 tal que

19 ull , = clull, Ve D).
Entonces M es sobreyectivo, y la primera parte esta probada. Por definicion
k o) =m"' ),
entonces
FM ™ yu(y) =m” (MiECy) = K()(y) = Pk *u)()
lo que prueba la segunda parte, porque M es sobreyectivo. O

ScaD(A) = H® y para ueD(A) definimos A = M~ O4l.
yp

Es claro que 4 H® — H’ esun operador lineal en H ® . Tenemos ademés

Proposicion 2.2 AEH $ siempre que u €H 5, y existe ¢ >0 tal que
o sclall ..
bl < el

Prueba: Por la Proposicion 2.1 y el teorema de Plancherel tenemos para todo
A
uel

2

2 2 1 2 205 Y a2
A" =lFk*0 (- = |[[—7(0 ,u)x =] (1+ 1 .
I =tk . MO = 70,000, = bl o
Entonces por (2.1)
1AL, = cllull, supy)*™ = dlulf..
y
pues sup,er(1+y">) estd bien definido, dado que s =1. 0

Teorema 2.3 El operador A genera un semigrupo uniformemente continuo

de operadores lineales {S(t)}z0 en H' satisfaciendo
iy .
ZS@Ou)y) =" u(y)

s
para todo u eH
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Prueba. Ver el Teorema 1.1.2 de [P]. ]

. ) . L.
Corolario 2.4  Para todo uy eH  donde s=1, existe una unica

ueC l([0, o) H * satisfaciendo el problema lineal (1.3). Esta solucién es
dada por

u(x,t) = S(tuo(x).
Prueba. Ver €l Teorema 3.1.1 de [C-H]. i
3. El problema no lineal. Existencia de soluciones locales en
H' s=1.
Iniciamos el estudio del probema no lineal

p +l

G.1) Ma,u(x,t)—a.\_(u+ T )(x,t)=0 xeR,t>0
1(x,0) = uy(x).

Para esto consideramos la ecuacion integral

1

(3.2) u(x,t) =S(tug (x) + j:S(t—s);ﬁtp+1(x,s)ds

p+1

donde {S(f)}wo €s €l semigrupo generado por - la cual a diferencia de la
ecuacién en (3.1), no requiere ninguna diferenciabilidad de la soluci6n.
Usando las propiedades descritas en el Teorema 2.3 y el Corolario 2.4, es
4cil ver que si u es solucién de (3.1), también lo es de (3.2). En efecto, de

8(5) = S(t-s)u(x,s)
tenemos

L o) = ——S(t-5) " (x.5)
—g(8)=——8(t-s X,S
dsg p+1

¢ integrando desde O hasta ¢

1

80 = ) +—— S(t=s5)4"" (x,5)ds

p+1
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que €s la ecuacion (3.2).

Diremos que la ecuacién integral (3.2) estd globalmente bien colocada
en H° si para todo T la funci6n

F:H = C(0T]: H*) ugrH>u(.,o

es continua, donde u(.,£) es la solucién de (3.2). De esta forma, la existencia,
unicidad, persistencia (la solucién pertenece al mismo espacio que el dato
inicial) y dependencia continua de la solucién respecto del dato inicial estén

incluidas. Si T <o se dice que (3.2) es localmente bien colocada en HS.

Para todo par T'y R de constantes positivas definimos
E(T,R) = {v C(0, T} H y:supllv (1), = R}
(0.7]

d(v,w) = sup IIV(-»t)lle-
[0.7]

Notemos que (E(T,R),d) es un espacio de Banach.

Proposiciéon 3.1 Si  u,cH 5 entonces existen constantes positivas
T=T(||u,0||HS) >0y R > 0 tales que el operador ® definido por

Du)(x,t) =S(Hug (x) +

1 4
[ St~ 5) P (x,5)ds
+1°0
satisface
O: ET,R) = E(T.R).

Prueba. Sea u€&(1,R), por la definicion de @, la desigualdad triangular, el
Teorema 2.3 y la Proposicion 2.2 obtenemos

1
c ct RPY

-
+1
00 sl o+ =] " Gl o sluoll, .+

p+1 p+1

Por lo tanto, tomando supremo en [0,7]
T RPH

sup|[@@) ()| sllugll o+
[0,7) H Iind p+1
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Si fijamos R = 2|juel] . y tomamos T, >0 tal que
=

p+l
0 p
u <1
P+ ” 0”Hs

tenemaos

2Pt
0 p
supl[@)(, Ol s slltgll o |1+ ———lluoll, ; = 2luoll s
[0,T] p+1

lo que completa la prueba. 0

Teorema 3.2 Para todo u, EHS, existen T = T(||uy >0 y una tnica
HS

solucion de la ecuacion integral (3.2) en el intervalo de tiempo [0,T] con
ueC(0,1): H S). Mas aiin, para todo T <T existe una vencidad V de u, en
H tal que

F:V—C(0,T’]: HY) uo+> u(.1)
es lipschitziana.
Prueba. Dividimos la prueba en dos Etapas.

Ewpa 1. Con el objeto de usar ¢l Teorema del Punto Fijo de Banach,
necesitamos probar que ¢ es una contraccién. Si u,ve&(T,R) tenemos

[CORLO 0

+1 p+l
b -V )(,S)“ sdg
H
Como " es una dlgcbra obtenemos

@ v Dl sll=-vesll Sk, I sl

jinl i-0
En consecuencia

2PRp+1

maw—qumm ST s s =——

+1
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Por lo tanto, tomando supremo en [0,T]

ZCpTRp+1
sup||(®(u) -2V (s——.
[0,7] H p+l

Finalmente por la eleccion de R y la desigualdad (3.3) obtenemos la
existencia, unicidad y persistencia de la solucion de la ecuacion (3.2).

Ertapa 2. Para probar la continuidad de & respecto a u,, observamos que
si u y v son las soluciones de (3.2) correspondientes a los datos up y vo,
entonces

1

u(x, ) = v(x,1) = S(t)(ug - vy )(X) + jiS(t - $) AW —vP(x, 5)ds;

p+l
y con el mismo argumento de la Etapa 1 obtenemos

c /¢ P
”u(.,t)—v(.,t)”HS s||uo—-v0||HS +p—H-J;)|!(u—v)(.,s)||Hs SuP= Il (L8 ds.

j=0 s

H
Recordando que H’ es un 4lgebra
P . . p . .
— n—
2urIV ol = Dl Gl
. . H H
j=0 o Jj=0
entonces
r
) =v( 0l o sllug =voll o+ suplluC., )= v(.,9)l| -
" SR AT (%) H
Luego
sup||u(., s) - v(.,s)||Hs < cf|ug - vO”HS
0.1
lo cual completa la prucba del Teorema. il

Mostraremos ahora que la solucién encontrada para (3.2) es la solucion
buscada para (3.1). Especificamente, probaremos el siguiente Teorema.
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Teorema 3.3 (Existencia Local). Sea u, e’ donde s 21, p es un entero
positivoy M: H S p? satisface H1 y H2. Entonces existe Ty >0 y una tinica
u eC'([0,To): Hs) solucion de (3.1).

Prueba. Por el Teorema 3.2
1 d +1
(B3.4) u(x,r)=S()uy(x) +—-If S(t—s)ALT (x,5)ds = v(x, 1) + W(x, 1).
p+1°0

Como v(x,f) = S(fug(x) satisface el problema lineal (1.3), es suficiente
probar que

!
(3.5) w(x, 1) = L [ St -5)47" (x,5)ds
p+l o

es solucion de

5:6) Mo u(x, t)(u + ‘I’,Tl)(x, HN=0 xeRr,t>0
u(x,0) = 0.

]
De (3.5) es claro que w(x,0) = 0. Resta clacular 0—‘:) Hacemos

"p+l
F(x,s) = A L (x,5)
en (3.5), entonces
!
w(x, 1) = f S(t-5)F(x,5)ds.
0
Para /1 >0 tenemos

w(x’”hl) i) =% f(: S(t - 5)S(h)F (x,5)ds - f; S(t - s)F (x, s)ds
1

1 Jt+h
+;f S(t+h-s)F(x,s)ds,
t

por lo tanto
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w(x,t + h) — w(x,t) =ftS(t _9) S(H)-1
0 h

1
. Flxsyds+— [ S(t+h=9)F (x,5)ds.
1 ¢

(3.7)

Cuando h| 0 el Teorema de la Convergencia Dominada implica que el
primer término del segundo miembro de (3.7) tiende a

t
fo M9, S(t-s)F(x,s)ds

mientras que el segundo término converge a F(x,t) por ser el valor medio de
una funcién continua en el intervalo [¢,¢+/4]. Entonces

+W t
(x,1) = fo AS(t = $)F (x,s)ds + F (x, 1).
t

Argumento anédlogo vale para & < 0. Luego

aw 1 p+l
—(x,t) = Av(x, )+ F(x,t) = Av(x, 1)+ (x,0),
at p+1

es decir, w satisface la ecuacion diferencial en (3.6). Finalmente derivando
con respecto a ¢ en (3.4) obtenemos

au 1
—(x,8) = A (x, 1) + w(x, 1)) + erl(x £) = Aux,t) + 1,-mpﬂ(x,t).
Entonces
du ul*!
M;(x,t)—ax u+ ) (x,£) =0,

lo que termina la prueba.

4. Existencia de soluciones globales para el problema
no linealen H*s=2.

Del Teorema 3.3 sigue que el problema de valor inicial (3.1) tiene una
Gnica solucion local. Para probar que ésta es una solucién global es
suficiente probar para todo T >0 que si u es una solucién de (3.1) en [0,7)

entonces {u(.,0)]| = ¢(T) para 0 < ¢ < T'y alguna constante c(7).
H
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Proposiciéon 4.1 Sea u, eH’, s 22, y sea u la solucion del problema no
lineal (3.1) en [0,T), entonces ||u(.,0)|| & limitada en [0,T).

Prueba. Veamos primero que Hu(.,t)HH s/2 €S limitada en [0,T]. Para este fin

multiplicamos la ecuacion en (3.1) por « e integramos sobre R

' (
fR u(x,£)Ma, u(x, t)dx—fR u(x, t)axLu + pi ) z.tp+l)(x, tdx = 0.

Pero

1d
u(x, YMo ,u(x,dx =—— |} u(x,t)Mu(x,t)dx
S ey Mo ety = ——f uCe,e) Mu (0

¢ integrando por partes, recordando que H’CLC. da

1
f u(x,0)d ju+ ul*! (x,t)dx = 0.
R ’ p+1
Entonces
(“.1) I e,y MG e =0
. — ) u(x,r)Mu(x,t)dx = 0.
dt™ R
Integrando (4.1) en el tiempo, desde O hasta ¢ da
‘d
0=f —[ u(x,s)Mu(x,s)deds = u(x, ) Mu(x, tydc = g (x, ©) Mug (x)dx.
0ds R R R
Para la identidad de Plancherel y H1 tenemos
R 2 a2 22 o 2 a2
[ )30 -1ag ) Jy = <f (14158 )" 1030~ 1o (0 e,
y por lo tanto
(42) .l or2 <ltoll o2
para todo ¢ donde u existe.

Mostraremos ahora que para cada t, u(..f)e i Multiplicando (3.1) por
Mu e integrando sobre R. tenemos
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4.3) J;e Mu(x, ) M, u(x, t)dxc —fR Mu(x,6)d x(u + i ) uPt )(x, Hdx = 0.

Notemos que

L Ml = f Mt Mo u(x
——|| Mu(., = u(x, u(x,
2 dr N2 R d

f Mu(x,£)d  u(x,t)dx = 0.
R
Asfi de (4.3) por la desigualdad de Holder
1M1, =2l 032 0] (1M )
» -0l 2 D90l 2 2

LY
Usando la desigualdad ab < “7+-l-’;—, con p y q exponentes conjugados y

a,b eR, obtenemos

d 2
p 2 2
(@) MG OISl (00 Ol HIMuC, DI,
Por otro lado

2 2 2 2 2
lis? 00 I sl DI S lo e, o de Hut 0IE 1o 0l
4.5)

Ademds H® /2 C. L%, entonces

Nt Ol oo = lluC D o72
para todo ucH’ /2. Més atn i /2C_. H'C. L? luego

||6xlt(-,t)”L2 Sdlu("t)lle/z-
Por lo tanto sustituyendo en (4.5)
2p+2

2 p 2
le? (o130 o O 5 lliCI 110 GO el 07

En consecuencia, de (4.4) y por (4.2)
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d 2 2p+2 2
E;IIMH(-J)HLz s cllugllsyz + 11 MuC, Il 5 -

Integrando desde O hasta  da

3
2
18,07 s e+ [ [|MuC, 9, ds

2p+2

donde c(f) = ctl|uq|| e

lo que por la desigualdad de Gronwall implica

(4.6) ||Mu(.,t)[|iz < c(t)exp(t) < cTHuolliz exp(T)

para todo 0 < ¢ < 7. Notemos finalmente que

1,00 = o (1415 100 dy = lluonlP,

Por lo tanto en (4.6)
+1 T
“7) G0l = VT llugll} )z exp()

para todo 0 < ¢ < T como querfamos. 0
Mostrado ya que la norma [ju| . no crece con el tiempo, podemos
H

extender una soluci6én del problema a cualquier intervalo de tiempo [0,7] en
un namero finito de pasos.

Teorema 4.2 (Existencia Global). Sea u, eH’, s = 2. Entonces, para cada
T>0 existe una tnica funcién ueC'([0,T]: H?) que resuelve (3.1) en Rx[0,T]
con u(.,0) = ue(.,0) = uo.

Prueba. De (4.7) afirmamos que ucC([0,T): HS). En efecto, sean ¢ y A tales
que ¢, r+he[0,T) entonces

e By =uie, il <lS@+m)-SOWoC]
t+h
+f WS +h-$)F(x, I, os

+

Shy-nf tS(t — $)F (x, s)ds
0

hy

H
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donde F(x,s) es como en la prueba del Teorema 3.3 . Asi

[lu(x,t + h) - u(x, t)]|HS -0

cuando i — 0. En consecuencia ueC([0,1): Hs) y puede por lo tanto ser
extendida a [0,T]. Ahora consideremos €l problema

Mo, v(x,1)- ax(v+ﬁvp+l)(x, nH=0
v(x,0) = vy (x) = u(x,T).

(4.8)

Por el Teorema 3.3 existe 7* > 0 y una tnica veC([0,1*]: HS) satisfaciendo
(4.8). Definimos entonces

u(x,r) Ost<T
w(x
(.0 v(x,t-T) Tst<sT+T*

Es fécil verificar que w(x,0) = ug(x), w{x,T) = vo(x) y

p+l
Matw(x,t)—ax(w+ pr )(x,t) =0

si t[0,7) U (0,7*]. Ademds, debido a la continuidad de u(.,f) en [0,T]
tenemos

w(x, T)-w(x,T-h) CueT) -u(x,T- h) - S(Tyug(x)-S(T - hyuy(x)
h h h

+ifT S(T - s)F(x s)ds+fT 1S([— 5) =S¢ )F( s)ds
h"T-h ’ 0 h

donde /& > 0 es tal que T - hef0,T). Entonces
w(x, TYy-w(x,T-h) 1jo
h

porque el cociente de Newton puede ser escrito como el valor medio de una
funcién continua en el intervalo [T - h,T]. Sigue as{ que w es diferenciable a
la izquierda del punto 7. En la misma forma obtenemos que

3, w(x,T) = ,q(w+ ﬁ wh*! )(x, T)
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p+l

8, w(x,T)= ,4(w L) )(x,T).

Consecuentemente w es diferenciable en 7'y

wp+l
Mo, w(x,T) —ax(w+ il )(x, =0.

Por lo tanto u puede ser extendida como solucién de (3.1) al intervalo
[0,T+T*] y el teorema esta probado. a
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