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RIEMANN-HURWITZ PARA
CUBRIMIENTOS CICLICOS

Fernando Torres

1. Sea X una curva no singular, irreducible, proyectiva,
definida sobre un campo k algebraicamente cerrado
de caracteristica p.
Sea n: X — X/G el cubrimiento ciclico dado por G = <T>
para T un automorfismo de X.
El objetivo de esta nota es escribir la formula de Riemann-
Hurwitz para .

Si p=0, en Farkas-Kra [F-K, pag. 261] estd escrito:

(ordl'-1) )
(1) 2¢-2=(ordT) (2y-2) + D~ (T')

i=1

donde g es el género de X,
v lo es de X/<G >, ordT denota el ordende T y
v (T') denota el niimero de puntos fijos de T".
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Aqui
(ordl'-1)

[?)) bri= v (T')
i=1

indica el ndmero de puntos ramificados de = contados con cierta
multiplicidad. Veremos que (1) vale si

p no divide al ord T

y que (2) necesita ser modificada en caso contrario.

2. En general, la férmula de Riemann-Hurwitz para un cubrimiento de
grado n, @ : X — Y, se escribe

2g-2=n(2y-2) + bx,

donde g es ¢l género de X, y 1o es de Y, y by es el nimero de ramificacién de

n. En particular, si Y = X/G donde G es un subgrupo de automorfismos, by
se calcula usando los grupos de ramificacion. Todas las propiedades que
usaremos de estos grupos pueden verse en Serre [Se,IV]. Para cada Pe X se
define

Go(P) = {oceG: o(P)=P}
G(P):={oeGyP) :vp(c(®) - ) z [+1},si iz 1.

Aqui vp es la valorizacién en P, ¢ un pardmetro local en P, i.e., vp(f)=1.
Luego tenemos una cadena descendente de subgrupos de G,

Go(P) 2 G\(P) 2 Go(P) 2 ...

Se prueba que existe seN tal que para iz s, Gi(P) = {1} y que para casi
todo PeX (i.e. salvo un ndmero finito) s=0, i.e., Go(P) = {1}. A continuacién

o«

se prueba que, poniendo bp:= 2 #G;(P)-1),

=0
Q=;m.
Observe que bp = 0 < Go(P) = {1}. Luego
By = {PeX: bp >0} = { PeX:  0eG \ {1}: o(P) = P}.
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En el caso que G = <T>, escribiendo n := ordT,
Bx={PeX:31=<j<n TiP)=P}.
Particionamos B en subconjuntos B; como sigue
B, := {PeBy : T(P) = P}
Bi:={PeBy:T'(P)=P, T'(P)= P,0<j<I},si iz 1.
Afirmacion. B, = =>i | n

Prueba. Escriba n=iq+r,0sr<n.SiPeB;,P=T"(P)=T" (T (P)) =P
yluego r=0. 0O

Asi B:= B,
i

y adem4s es claro que la union es disjunta. Ademés si PeB; , la fibra
7 ((P)) es

{P,...T"\(P)}
y luego si #n(B; ) = x;, entonces
# Bi = ix; .

La extensi6n X—X/G es Galosiana, en el sentido que dp=dp' si ®(P)=n(P").

Luego
b,t:zl;d,,;; ;id,,.
¢ ; iIN s (Py(B)

Afirmacién. n(P)en(B) = G, (P) = <T'' >.

Prueba. Por definicién T' € Go(P). Sea T "e G,(P). Sea h = ig+r, Osi<r.
Entonces P = T*(P) =T (I''(P))? implica T*(P)=P y luego r=0 [0

Escribamos

dp = (#G, (P)-1) + A(P)

fo. ]

AP) = Y #G(P)-D).

Jj=1
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n-i

Entonces dp = ——+A(P) y

il
3) by = Z(n —i)x, + 2 ;i A(P)
in gn TT(PYIU(B;)

3. Puntos fijos. Sea G = <>, 0rd G = n.
Afirmacién. (a,n) = d = Fix(I*®) = Fix(T%.
Prueba.Como a=dj= (T'(P)=P = T*P)=P).
Como d=au+nv=(T*(P)=P=TP)=P).0

n
Definamos Iy := {a s n-1: (a,n) = d}. Entonces #I; = (p(;) donde @ es la
funcién de Euler y

{1,..n-1}= U1,

dp
Luego

n-1

DACOE ; ;v (T - ;m<g» aT*.

Ahora estableceremos la relacién entre Fix(T?) y los B de 1a § 2.
Afirmacion.

Fix(T% = |B; .

ik

Prueba. Si PeB; = PeFix(T °) para i|ld. Sea PeFix(T ). Si T(P) = P
entonces PeB,. Suponga T(P) = P y sea i tal que T’ (P)=P para 1 s j <,
més, T' (P) = P. Si d = ig+r entonces T (P) = P implica r = 0, y as{ PeB;
paraid. 0

Luego
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n-1

Sva'y=So <—Z—> Six,
i

i=1 din

-5y cp(g-)ix;

ilp [d=0 modi
dp

n
y usando 2 ¢ (q) =—-1 obtenemos
12

qhti
n-1
Sva'y=Y@-1x.
i=1 iln

En conclusion, €l término by en (3) es:

n-1
(4) by = 2\/ (T")+Z ZiA(P).
= fqn TC(P)L(B;)

4. pno divide al n := ord T.

Aqui vamos a ver que (4) => (2), i.e., A(P) = 0, o equivalentemente,
G(P)={1}. Los Gy(P) son normales en G,(P). En particular G;.,(P) es
normal en G; (P) y podemos analizar los cocientes G; / Gy, . (De ahora en
adelante prescindiremos del “(P)”). Para esto, se usan los subgrupos del
grupo de elementos invertibles del anillo local @ en P. Si % es el ideal
maximal de 0, % := O \ 7/ es el grupo en cuestion. Se define 7% © .- 7
% D= 14m', i 2 1 y se prucba que #©/ % ~ k * (grupo multiplicativo de
kyyparaiz 1,2 /2" isomorfo a (k,+).

A continuaci6n, se prueba que G; / G, es isomorfo a un subgrupo de % &y
CARIV-CH
(4.1) G,/G, es ciclico cuyo orden es coprimo con p. Esto sigue del hecho

que G,/G, C- k * y siendo Go/G, finito, este debera ser ciclico. Lo
del orden sigue por propiedades de raices de 1a unidad (ver e.g. Lang
[L, pag. 276]).

(4.2) Sip=0, entonces G, = {1} y G, es ciclico.
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Paraiz 1, G;/ Giyy C %Y | %™V = (k,+). Como este iltimo no
tiene subgrupos finitos ciclicos (p=0) entonces G; / Gi., . Como
Gi={1} para i grande, sigue el resultado. Una prueba analitica de que
G, es ciclico puede verse en [F-K, 111 7.7].

(4.3) Si p>0, entonces para i 2 1, G,/ G;,; son abelianos y producto directo
de grupos ciclicos de orden p. Gy es un p-grupo, i.e., su orden es
potencia de p.

Esto sigue del hecho de que subgrupos finitos de (k,+) son Fp-
espacios vectoriales. Siendo el orden de G; el producto de los 6rdenes
de los G; / G, entonces G €s p-grupo.
Afirmacién. pnodividealn=0rd G = G, = {1}.
Si p = 0 sigue de 4.2. Sea p > 0. Tenemos
ord G |ord G, | ord G.

Si G; D{1}, por 4.3 plord G, una contradiccién. [
7L

5. pno divide al n:=ord 7.

Escribiendo n = p*q con p | g, este caso se reduce a analizar n = p*. Por
(4.1) se sigue que G, = G,. Esto ya aumenta €l sumando en (4). Defina e por

# Go =# G1 =pe.
En la secuencia
G0=G12G22...

estamos interesados en los nameros i con
G; i) Gi+1 .
7L

Sean iy <iy<..<iy talque
G,=G =.= Gil oG
7L

i1+1 =. ir_1+1 =

=G, Q...::G =G, 3Gir+1 - {1
Suponga G, = G; = < S >, ord(S) = p°. Seré suficiente analizar a que G;

2 e—1
pertenecen las potencias s, st st ,...,SP

estableceremos las siguientes observaciones:

. Para simplificar los célculos
5.1 Sea 0eG,,. Entonces 0eG; < o(f)/t =1 mod. m'.
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(=>)0eG; = Vp(o(1)-1) z i+1. Esto significa que o(f)-t)=uf con uc?, jzi+1.
Luego es claro que o()/t =1 mod m'.
(+=)De o(f)-tem™" obtenemos Vp(o(t)-f)z i+1 O

5.2 Sea 0eG, \ {1}. Consideremos
io:= min{i 20: o¢G}.
Afirmamos que
is = Vp(o(2)-1).
Para ver esto, observe que por definicién de los G; tenemos

0 €Gy, (y-0-1\ Ov,00)-n

lo que implica la igualdad arriba. 0O

Sea p el entero dado por
Ve(S(0)-t) = p+1.
Esto significa que S(¢)-t = a t**', ac?. Queremos computar Vp(S *(£)-1).

5.3 Afirmacion: Si 1=i<p entonces S ieGu \ Gust.

Vemos que s(f) = t+tA, Aem” \ m**!

. Aplicamos S y luego
S (1) = t+tA+1(1+A)S(A),
y luego moédulo m"*! v
S X(f) = t+tA+1S(A).

Inductivamente llegamos a la conclusién que

Si(t) = t+tA+...+ t S ' (A) mod m"*,
Es claro que S i(t) /r=1modm" yluego S'eG,. Ahora probaremos que
S i(t) /r=1mod m"*'. Silo anterior no ocurre entonces

*) A+..+S"(A)=0 mod m"*.

Si A =at" con aelU entonces S(A) = S(a) (S())" = S(a)" (1+A)", y luego
S(A) = S(a)* mod m™*"' y asi inductivamente vemos que (*) implica

(*1) a+ S(a) +...+S i_l(a) =0;

aplicamos S y obtenemos
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a=§ i(a).
Abhora (i,p%) = 1 (i es < p), luego

1=ij+hp°
para ciertos j,hcZ.. Consecuentemente

sl ogiiogh o
y sigue que S(a) = a. De la ecuaci6n (*;) entonces tenemos
ia=0
que contradice el hecho de que la caracteristica es p.[1
5.4 Afirmacién:  S%eG,,,.

Los célculos anteriores son vilidos para el exponente p. Considerando

Opl," C.Op, =k (aqui entra k algebraicamente cerrado) se ve que (*{)
es del tipo pa y luego cero. Consecuentemente

S*@/=1 mod m** o
Lo anterior muestra que G, / G,,, tiene orden p.
Maés aan, €l primer ndmero de ramificacién es
ii=u=VpS@)-1)-1.
Continda el an4lisis, considerando u ahora como
VoS -6=u+1.

) 2
Se demuestra que S'eG ;\ G g, parap s <p* yque S eG ;. En
resumen, se obtienen e nimeros de ramificacién evaluando

i = Vp(S(t)-t)-l
i = V(S (0)-1)-1

efl
ie=Vp(S? (01
Notamos ademés que

G, =G. DG, =G’ DG, =G
1 4 2 + 3

_ Pe—l -
.26, =G, DG, = {1
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End(P) = ), (#G;(P)-1) se suma as{

i-0
W i i,
S Sar 3,

i=0 i-i1+1 i-ie_1+1

y teniendo presente que #G;, = p° I, obtenemos

(*3)  d(p)=(i+D)#FG,(P)-1)+ 220 j—ij) (S -y,
£

Esto ya muestra c6mo tiene que ser corregido (2) y la gran diferencia con el
caso p | ord (7). Aqui se dice que estamos ante un caso de un recubrimiento
con ramificacion salvaje (“wild ramification”).

5.5 Nota. ord(T) =Op", pnodivideal 0,0> 1.

Aqui G ~ G, x G, donde #G, = 0, #G, = p". As{ podemos considerar este
caso como una combinacién de los anteriores. S6lo diremos c6mo se estudia
este caso. Denote por k(H) el campo fijo de un grupo. Luego k(G,).k(G2) =
k(X) y se tiene el diagrama:

PN
K(G) / , \
k(G2)
P"\ /0

k(G)

Se aplican los casos anteriores a las extensiones k(X) | k&(G1) y K(G1) | k(G) y
luego se usa que d; (x) | KG) estd relacionado con dy(xyi(Gy) ¥ d K(GDIK(G)

Aqui entran rudimentos de la teorfa de Galois (e.g.[L]) y propiedades del
“diferente” ([Se]).
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5.6 Observacién. Los nameros de ramificacién i; del caso n = p* no
son arbitrarios. Se cumple en general que i; = i, (mod p) ([Se, p4g.70]). En
¢l caso de extensiones abelianas se usa el Teorema de Hasse-Arf para probar
que

iy =ig + piy

. - .t o
iy =ig + piy + piy

donde los i’; > 0 son enteros [loc.cit. pig.76]. También se les relaciona con
ciertos enteros que son explicitados usando vectores de Witt para la
extension k(X) | k(G) (ver [V-M] y sus referencias).
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