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Resumen 

El propósito es probar que el problema de valor inicial 
asociado a la ecuación de K orteweg - de Vries tiene 

solución única local cuando el dato inicial <p pertenece 

a Hs (R) paras> ~- La prueba estará basada en la 

técnica conocida como regularización parabólica. 
La ecuación estudiada en este trabajo es utilizada en la 
descripción aproximada de la propagación unidireccional 

de ondas de gran longitud en ciertos sistemas dispersivos no 
lineales y es similarmente útil como un modelo para ondas 

de gran longitud en muchos otros sistemas físicos. 
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Introducción 

En este trabajo estudiaremos el problema de Cauchy (o de valor inicial) 
para la ecuación de Korteweg-de Vries 

{ 

8tU (x, t) + 8~u (x, t) +U (x, t) 8xU (x, t) = 0 

u(x,O) = cp(x), 
(1) 

donde x E R y t 2:: O. El propósito es probar que localmente (1) tiene 

solución única cuando el dato inicial cp pertenece a H 8 (R) paras > ~· 
Así probaremos en el teorema 3.6 que: para s > ~ existe T > O y una 

u E e ([O,T) ,H8 (R)) n e1 ([O,T) ,Hs-3 (R)); 

única solución de (1) satisfaciendo 

iiu(t)JI; ~ p(t) , O~ t ~ T, 

donde p = p (t) es dada por el teorema 3.2 

La prueba del teorema 3.6 estará basada en la técnica conocida como 
regularización parabólica. Con un poco más de precisión, escribimos el 
problema como uno sobre el espacio de Sobolev H• (R), s 2:: O, 

{ 

8tU (t) + 8~u (t) +U (t) 8xU (t) = 0 

u(O)=cp(x), 
(KdV) 

introduciremos una viscosidad artificial 11- > O y resolveremos el problema 
de valor inicial 

{ 

8tUp. (t) + Up. (t) 8xUp. (t) + 8~Up. (t)- JJ-8;up. (t) = 0 

Up. (O) = cp. 

Luego resolveremos el caso 11- =O, que corresponde al problema (KdV), 
como límite del caso 11- > O cuando 11- -+ o+. 

El trabajo está organizado como sigue. En el sección 2 se consi
dera el problema de valor inicial lineal asociado a (KdV p.); estudiamos 

106 



el semigrupo asociado con el problema lineal en los casos J.L =O y J.L > O. 
En la tercera sección mostraremos que la ecuación integral asociada 
al problema (KdV ¡.¡) tiene solución única para todo J.L > O, y a conti
nuación, en la cuarta sección, probaremos que la solución de la ecuación 
integral es la solución del problema (KdV ¡.¡) en e (]0, T¡.¡], H 8 (R)) n 
e ([0, T¡.¡] , Hs-J (R)). El paso siguiente y fundamental, consiste en pro
bar que T¡.¡ no depende de J.L si O < J.L :::; J.Lo. Después se probará que 
podemos pasar al límite en la solución de (KdV ¡.¡),cuando J.L--+ o+ para 
obtener la única solución del problema (KdV). 

1 El Problema Lineal 

Consideremos el problema lineal determinado por (KdV ¡.¡) donde 
J.L ?:. o, 

{ 

8tU (t) + 8~u (t) - J.L8;u (t) = 0, t > 0 

u(O) =<p. 

Para cada J.L ?:. O definimos el operador A¡.¡ en H 8 +3 (R), s ?:. O, por 

De este modo (2) se escribe 

{ 

8tu (t) + A¡.¡u (t) =O, 

u (O)= <p. 

t>O 

(2) 

(3) 

(4) 

Para el desarrollo de esta sección, primero consideramos al proble
ma de valor inicial lineal asociado a (KdV ¡.¡) y estudiamos el semigrupo 
asociado al problema de valor inicial lineal asociado a (KdV ¡.¡) en los 
casos J.L = O y J.L > O. 

Cuando J.L = O, (4) se transforma en un problema de valor inicial 
asociado con la ecuación de Ayri; es decir 

{ 

8tU (t) + 8~u (t) = 0, t > 0 

u (O) =<p. 
(5) 
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Sea A0 : H 8 +3 (R) --+ H 8 (R) el operador definido por 

Aou = a~u, u E Hs+3 (R) . 

La linealidad de A0 y la densidad de su dominio en H 8 (R) son inme
diatas. De la proposición 5.5 de [5], A0 es anti-adjunto. En particular, 
Ao y -Ao son operadores m-disipativos en H 8 (R). 

Teorema 1.1. El operador -A0 es el generador de un semigrupo de 
contracciones {Uo (t)h:::o en H 8 (R), sER, tal que 

(6) 

para todo <p E H 8 (R). Además, {Uo (t)}t>o puede ser extendido a un 
grupo de operadores unitarios en H 8 (R) y~ cualquiera sea <p E H 8 (R) 
la función 

Uo (-) <p : Rci --+ H 8 (R) 

es la única solución del problema ( 5). 

Prueba. La primera afirmación es simple consecuencia de las afir
maciones anteriores y el Teorema de Lumer-Phillips [6, Teorema 5.3]. 
Para obtener (6) es suficiente tomar la transformada de Fourier en la 
variable espacial y aplicar la proposición 6.1 de [6]. • 

Cuando p >O definimos el operador BJ-L en H 8+3 (R) por 

BJ-Lu = pa;u, u E Hs+ 3 (R). 

Es fácil demostrar que BJ-L es un operador lineal disipativo en H 8 (R). 
Dado que AJ-L : H 8 +3 (R) --+ H 8 (R) y 

(7) 

usando el teorema 1.1, el hecho que BJ-L es disipativo y el teorema de 
perturbación de generadores de semigrupos de contracción [7, Teorema 
4.3], -AJ-L es disipativo en H 8 (R). 

Además, para cada v E H 8 (R), la función u E H 8+3 (R) definida 
por 

~ v(~) 
u ( ~) = 1 + p~2 - i~3 , 

satisface (I + AJ-L) u= v. Por tanto, -AJ-L es m-disipativo en H 8 (R). 
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Teorema 1.2. Si J.L > O, el operador -AJL es el generador de un semi
grupo de contracciones {UJL (t)L;:::o en H 8 (R), sER, tal que 

(u--;(t)¡p) w = et(ie-JLe)¡p(~) 

y UJL (t) E C (Hs (R) ,Hs+A (R)) con 

1 
IIUJL (t) ~PIIs+A :S K;. 1 + -->.. II~PIIs 

(2J.Lt) 

(8) 

(9) 

para todo >. ~ O y ¡p E H 8 (R). Además, cualquiera sea ip E H 8 (R) la 
función 

UJL (·) ¡p: Rt --+ H 8 (R) 

es la única solución del problema ( 2). 

Prueba. La primera parte de la prueba es consecuencia de la m
disipatividad de AJL y resultados de [6]. Para obtener (8) es suficiente 
tomar la transformada de Fourier en la variable espacial, probaremos 
(9), 

pero 

Luego 

y tomando 

se obtiene (9). • 
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2 La Ecuación Integral 

Notemos que si u es solución de (KdV ¡,¡), entonces 

(10) 

donde {U¡,¡ (t)lt?:o es el semigrupo generado por -Aw 

Mostraremos que (10) tiene solución única. Para esto, aplicaremos 
el teorema del punto fijo de Banach. 

Supongamos que r.p =1- O y para T 2: O definamos [ (T) como el espacio 
de las funciones vE C ([0, T], H 8 (R)) tales que 

y consideremos para v, w E [ ( T) la métrica 

d(v,w)= sup llv(t)-w(t)JI
8

, parav,wEf(T). 
o::;t::;r 

Es claro que ( [ ( T) , d) es un espacio métrico completo. Si v E [ ( T) 
definimos 

1 t (<I>v) (t) =U¡,¡ (t) r.p- 2 lo U¡,¡ (t- r) 8xv2 (r) dr. (11) 

Entonces, para J.L > O y r.p E H 8 (R) con s > ~'existe T = T (II'PIIs, s, J.L) > 
O tal que <I> : [ ( T) --+ [ ( T) es una contracción. 

Teorema 2.1. Sean J.L >O y r.p E H 8 (R) con s > ~- Entonces, existen 
T¡,¡ = T¡,¡(II'PJI

8
,S,J.L) >O y una función U¡,¡ E C([O,T¡,¡],H 8 (R)) única 

solución de la ecuación integral 

Prueba. Como <I> es una contracción, por el teorema del punto fijo 
de Banach, existe una única u¡,¡ E [ (T¡,¡) tal que <I>u¡,¡ =u¡,¡, es decir, 

1 t 
(<I>u¡,¡) (t) =U¡,¡ (t) r.p- 2 lo U¡,¡ (t- r) 8xu~ (r) dr =U¡,¡ (t). 
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Para mostrar la unicidad, sean u, V E e ([0, TI"] j H 8 (R)) dos solu
ciones de la ecuación integral (IO). Consideremos para T1 > O 

1
T,~ 

cll<tJIIs 
0 

y I + 2Jffdr =A< I 

que existe, pues 

1t JI + 2~r dr ---+ o+ cuando t ---t o+. 

Entonces, si O~ t ~ T2 = min {T~", TI} tenemos 

entonces 
llu (t)- v (t)lls ~ Ad (u, v). 

Tomando el supremo en t E [0, T2 ] y observando que A < I se sigue 
que u = v en [0, T2 ]. Si T2 = TI" nada más tenemos que hacer. Si 
T2 < T~" , esto es T2 = T1 , entonces observamos que para T1 ~ t ~ T3 = 
min {2T1 , T~"} tenemos 

llu (t)- V (t)lls < e ll<tJIIs t JI+ 2I llu (r)- V (r)lls dr lr, J.Lr 

< [ell<tJIIs 1T' JI+ 2~rdr] d(u,v) 

1 Ad(u,v) 

para todo tE [0, T3 ]. Luego, tomando el supremo en [0, T3 ] se sigue que 
d (u, v) = O y con ésto obtenemos u = v en [0, T3 ] . Si T3 = T~" terminamos 
la demostración. En caso contrario repetimos el mismo argumento de 
arriba en [O, T4], donde T4 = min {TI", 3TI}. El resultado se obtiene por 
la compacidad del intervalo [0, T~tl· • 

3 La Ecuación Regularizada 

En esta sección demostraremos que la función u~" obtenida en el 
teorema 2.I, esto es la solución de (10), es la solución de (KdV ~") para 
J.L > O y ésta es única. 
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Teorema 3.1. Sea cp E H 8 (R), s > ~ entonces la función u11 del 
teorema 2.1 satisface 

u 11 E e (JO, T11 ] , H 8 (R)) n e ([0, T11 ] , Hs-3 (R)) 

y es la única solución de (KdV11 ). 

Prueba. Es claro que u11 E e (]0, T11 ], H
8 (R)), y de la teoría de 

semigrupos [6, Proposición 3.3], 8tU11 (t) cp = -A11 U11 (t) cp. 

Para p > O , consideramos 

v (t) = fot U11 (t- r) OxU~ (r) dr. 

Entonces 

OtV (t) = -A11 fot U11 (t- r) OxU~ (r) dr + OxU~ (t). 

Por lo tanto, 

OtUJJ, (t) = Ot ( UJJ, (t) cp- ~V (t)) 

-A11 [ U11 (t) cp + ~ fot U11 (t- r) 8xu~ (r) dr] 

1 2 
-20xU11 (t) 

-A11 u11 (t) - u11 (t) Oxu11 (t). 

Luego, u 11 satisface (KdV 11 ). 

Para la unicidad, sea 

v E e ([0, T11 ] , H 8 (R)) n e1 ([0, T11 ] , Hs-3 (R)) 

una solución de (KdV 11 ), entonces la función v = v (t) satisface 

1 ¡t 
v(t)=U11 (t)cp- 2 Jo U11 (t-r)8xu~(r)dr, O~t~T11 

(12) 

en Hs-3 (R). Como v (t) EL (H 8 (R), Hs+A (R)), para todo A, se sigue 
que v E H 8 (R). Luego ves solución de la ecuación integral (10) y por el 
teorema 2.1 se tiene que v = u 11 en [O, T11 ] completando la demostración 
del teorema. • 
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Teorema 3.2. Sean s > ~, 11 > O y u~' solución de (KdVJJ.). Entonces, 
existen T = T (ll<tJII., s) > O tal que uJJ. se puede extender a todo el 
intervalo [0, T]. Además, existe pE e ([0, T[, R) tal que 

donde p satisface 

{ 

lluJJ. (t)ll~ ~ p (t) , si O~ t ~ T 
sup p (t) =e (ll<i?lls, s, T), 
[O,T] 

{ 
8tp (t) ~ c8 p! (t), t > O 

P (O) = ll<tJII; . 

Más aún, T puede ser elegido independiente des. 

Prueba. Sea uJJ. = uJJ. (t) solución de (KdVJJ.), entonces 

8t lluJJ.II~ < 8t lluJJ.II~ + 211ll8xuJJ.II~ ~ 2i(uJJ.,uJ1.8xuJJ.)sl 

(13) 

< Cs llul'll! = ( (llul'll~), (14) 

donde ( (t) = c8 d, para t ~O. 

Consideremos ahora p! (t) = 
2 11~¡'1sll , definida en el intervalo 

2- C8 <p 
8 

t 
2 

[O, T[ donde T = 2 , la solución maximal del problema de valor 
Cs ll<tJIIs 

inicial 

{ 
p' (t) ~ ( (p (t))' t >o 
P (o) = ll<tJII;. 

(15) 

Entonces de (14), (15) y de la teoría de ecuaciones diferenciales ordina
rias, tenemos que, 

Así, para 11 >O, uJJ. se puede extender (si fuera necesario) a un intervalo 
[0, T]. Esto prueba (13). 

Sea <p E H•' (R) para s' = s + r, r ~ O. Entonces de la primera 
parte del teorema, sigue que existe T = T (ll<tJIIs, s) > O y u~' E 
e (]0, T~'], H• (R)) solución de (KdV ~'). Luego u~' satisface la ecuación 
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integral (10) en H 8 (R). Del teorema 3.1 cambiando TI-' por T, obte
nemos que u~-' E C (JO, TI-'], Hs+r (R)) satisface (10) en Hs+r (R), y por 
lo tanto ul-' satisface (KdV 1-'). Esto muestra que T es independiente de 
S. • 

Teorema 3.3. Sean s > ~ y ul-' solución de (KdVI-'). Entonces existe 
Uo = lim ul-' uniformemente en L 2 (R) para tE (0, T]. 

¡.t-+O+ 

Prueba. Sean e, j3 > O y ul-' = ul-' (t), u13 = u13 (t) soluciones de 
(KdV 1-') , (KdV 13) dadas por el teorema 3.2, respectivamente. Tenemos 
para t E (0, T], 

at Jlul-' - Uf311~2 < 2 (ul-' - Uf3, (A/3 - A¡.t) Uf3) L2 

1 ( 2 2) +2(ul-'- u13, - 2ax ul-'- u13 )p; 

pues -Al-' es disipativo en H 8 (R) para todos> ~-

A continuación acotaremos cada uno de los productos internos. Te
nemos 

(ul-'- u13, (A13- Al-') u13) L2 < llu~-t- u13IIL2 II(A/3- Al-') u13IIL2 

< 2M2 IIA/3- A~-tll.c(H3,L2), 

donde M= sup p! (t). Utilizado la igualdad 
O~t~T 

8x (U - V) 2 = 2 (U - V) 8x (U - V) 

en H 8 (R) y la desigualdad 

ax (u+ v) = axu + 8xv ~ ll8xulloo,l + ll8xvlloo,l' 

obtenemos 
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Por tanto 

e integrando de O a t la última expresión, se tiene 

lluJL (t)- Uf3 (t)lli2 ~ K IIAJL- Af3ll.c(H3,L2) 

+ 1t ~M lluJL (r)- Uf3 (r)lli2 dr. 

Aplicando la desigualdad de Gronwall, obtenemos 

lluJL (t)- Uf3 (t)lli2 < K IIAJL- Af3ll.c(H3,L2) exp (1T ~ dr) 

K IIAJL- Af3ll.c(H3,L2). 

Por otro lado, AJLu JL~+ a;u y Af3u f3~+ a;u, de ahí la afirmación. • 

Teorema 3.4. Sean s > ~ y uJL solución de la (KdVJL). Entonces w
lim uJL (t) = u0 (t) en H 8 (R) uniformemente en t E (0, T]. 

JL--+0+ 

Prueba. Sea <pE H 8 (R) y <pJL E H 8+3 (R) tales que 

(16) 

Entonces 

donde hemos usado la desigualdad triangular, la desigualdad de Cauchy
Schwarz, la continuidad de (·, ·), (16), L 2 (R) Y Hs (R) y ll<pJLIIs ~ 
p112 (t) ~ sup p! (t) = M. Luego, del teorema 3.3 se concluye la 

tE(O,T] 

demostración. • 

Teorema 3.5. Si uo satisface la hipótesis del teorema 3.4, entonces 
u0 = u0 (t) satisface (KdV) en casi todo punto de [O, T]. 
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Prueba. Definimos 

Del teorema 3.4 se tiene que w - lim uJJ. (t) = u0 (t) en H 8 (R), y 
JJ.-+0+ 

8x : H 8 (R) -+ Hs-l (R) es un operador lineal acotado, luego el operador 
8x es débilmente secuencialmente continuo. Entonces 

(17) 

y, 

En efecto, como w- lim uJJ. (t) = u0 (t) en H 8 (R), y 8~ : H 8 (R) -+ 
Jl.-40+ 

H 8
-

3 (R) es un operador lineal limitado, así, el operador 8~ es débilmente 
secuencialmente continuo, entonces 

Análogamente, como H 8 (R) e H 8
-

2 (R) e Hs- 3 (R) 

w - lim 82 u = 82 u en H 8
-

2 (R) 
+ X J1. 0 

Jl.-40 

así, 

Luego de (17) y (18) concluimos que 

w- lim GJJ. (uJJ. (t)) = G0 (u0 (t)) en H 8
-

3 (R), tE [O,T]. 
Jl.-40+ 

Por otro lado, 

e integrando de ~ a t , obtenemos 
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Como la aplicación 

tE (0, T] t-+ Go (uo (t)) E Hs- 3 (R) 

es fuertemente medible, se sigue que es integrable Bochner; así, del teo
rema de la convergencia dominada de Lebesgue, obtenemos 

w- lim t Gl-' (ul-' (r)) dr = t G0 (u0 (t)) dr en H 8
-

3 (R) 
¡_t--+o+ le le 

y luego tomando el límite débil en H 8
-

3 (R), cuando J.L ---+ o+ en (19) 
tenemos que para~' tE [O,T+] 

uo (t)- Uo (~) = lim t Gl-' (ul-' (r)) dr = rt Go (uo (r)) dr. 
¡_t--+o+ le le 

Esto es, u0 E A e ([0, T] , Hs- 3 (R)) n e ((O, T] , H 8 (R)) y satisface 
(KdV) en casi todo punto de [0, T]. 

Como uo (t)-'- r.p, cuando t---+ o+ en H 8 (R) y de llul-' (t)ll~ :S p (t), 
se tiene que 

lim sup lluo (t)lls :S lim p1
/

2 (t) = II'PIIs; 
¡_t--+0+ ¡_t--+0+ 

entonces 

uo (t) ---+ r.p, cuando t---+ o+ en H 8 (R) 

pues H 8 (R) es Hilbert. De éste modo concluimos que u0 es continua 
por la derecha de t =O en H 8 (R). • 

Teorema 3.6. Para s > ~, existe T > O y una única solución 

uo E e ((0, T], H 8 (R)) n e1 ([0, T], Hs- 3 (R)); 

de (KdV) satisfaciendo 

lluo (t)ll~ :S p (t) , O :S t :S T, 

donde p = p(t) satisface p(O) = II'PIIs· 
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Prueba. La existencia está dada por la proposición 3.5. Veamos 
la unicidad. Sean 

u, vE C ([0, T], H" (R)) n AC ([0, T], H"- 3 (R)) 

dos soluciones de (KdV) y consideremos 

f (t) = llu (t)- v (t)lli2 , O~ t ~T. 

Entonces 

pero 

donde 

M = max { sup llull., sup llvll.} , 
O::;t:ST+ O:St:ST+ 

y 

(u-v,8~(u-v))p =0. (22) 

Sustituyendo (21) y (22) en (20) se obtiene 

dt(t)~Mf(t), O~t~T, 
luego integrando de O a t, obtenemos 

f(t) ~ f(O) + 1t Mf(r)dr, O~ t ~T. 

Aplicando la desigualdad de Gronwall, se tiene 

f(t) ~ f(O)exp (1t Mdr), O~ t ~T. (23) 

Pero f (O) = O, luego de (23) se tiene que f (t) ~ O y que f (t) = 
llu (t) - v (t)ll~ ~O entE [O, T]; así se sigue que u (t) = v (t), para todo 
t E [0, T], y de ahí la unicidad. 
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Finalmente mostraremos que u0 es continua por la derecha de ~ E 

[0, T[, para esto consideramos 

u satisface 

u (t) = u0 (t + ~), O :::; t + ~ :::; T. 

{ 

8tu (t) = -Aou (t) -u (t) 8xu (t), O < t 

u (O) = uo (~), 

en casi todo punto de [0, T+], pues, teniendo en cuenta que u0 satisface 
(KdV) tenemos 

8tuo (t + ~) 
-Aouo (t + ~)- uo (t + ~) 8tuo (t + ~) 
-Aou (t)- u (t) 8xu (t) 

y 
u (O) = uo (O+~) = uo (~). 

Por tanto, u= u (t) es continua a la derecha de~ en H 8 (R). De la 
unicidad, se sigue que u0 es continua a la derecha de ~, completando la 
demostración del teorema. • 
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