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Resumen

El propdsito es probar que el problema de valor inicial
asociado a la ecuacion de Korteweg - de Vries tiene
solucion dnica local cuando el dato inicial ¢ pertenece

3
a H* (R) para s > 3" La prueba estard basada en la

técnica conocida como regularizacion parabolica.

La ecuacion estudiada en este trabajo es utilizada en la
descripcion aproximada de la propagacion unidireccional
de ondas de gran longitud en ciertos sistemas dispersivos no
lineales y es similarmente util como un modelo para ondas
de gran longitud en muchos otros sistemas fisicos.
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Introduccion

En este trabajo estudiaremos el problema de Cauchy (o de valor inicial)
para la ecuacién de Korteweg-de Vries

Owu (z,t) + O3u (z,t) + u(z,t) Opu (z,t) =0
(1)
u(z,0) = ¢(z),

donde z € R y t > 0. El propésito es probar que localmente (1) tiene
solucién tnica cuando el dato inicial ¢ pertenece a H*® (R) para s > 3

Asi probaremos en el teorema 3.6 que: para s > % existe T > 0 y una
ueC([0,T],H*(R))nC ([0,T],H*(R));
nica solucién de (1) satisfaciendo
@I <p®) , 0<t<T,

donde p = p(¢) es dada por el teorema 3.2

La prueba del teorema, 3.6 estard basada en la técnica conocida como
regularizacién parabdlica. Con un poco mas de precisién, escribimos el
problema como uno sobre el espacio de Sobolev H*® (R), s > 0,

Oru (t) + 32u (t) +u(t)Ou(t) =0
(KdV)
u(0) =p(z),

introduciremos una viscosidad artificial i > 0 y resolveremos el problema
de valor inicial

Orup (8) + up (8) Bpuy (t) + O3uy (t) — pdluy (t) =0
(Kav,,
uy (0) = .

Luego resolveremos el caso p = 0, que corresponde al problema (KdV),
como limite del caso g > 0 cuando p — 07.

El trabajo estd organizado como sigue. En el seccién 2 se consi-
dera el problema de valor inicial lineal asociado a (KdV,); estudiamos
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el semigrupo asociado con el problema lineal en los casos p =0y p > 0.
En la tercera seccién mostraremos que la ecuacién integral asociada
al problema (KdV,) tiene solucién tnica para todo ¢ > 0, y a conti-
nuacién, en la cuarta seccién, probaremos que la solucién de la ecuacién
integral es la solucién del problema (KdV,) en C (]0,T,},H*(R)) N
C([0,T,], H*3 (R)). El paso siguiente y fundamental, consiste en pro-
bar que T, no depende de p si 0 < g < po. Después se probard que
podemos pasar al limite en la solucién de (KdV,), cuando u — 0% para
obtener la tdnica solucién del problema (KdV).

1 El Problema Lineal

Consideremos el problema lineal determinado por (KdV,) donde
w20,
Bu(t) +03u(t) — pdiu(t) =0,t>0

(2)
u(0) = ¢.
Para cada p > 0 definimos el operador A, en H**3 (R), s > 0, por
Apu = 8%u — pd2u, ue H*H3 (R). (3)
De este modo (2) se escribe
Ou(t)+Auu(t)=0, t>0
4)

u (0) = ¢.

Para el desarrollo de esta seccién, primero consideramos al proble-
ma de valor inicial lineal asociado a (KdV,) y estudiamos el semigrupo
asociado al problema de valor inicial lineal asociado a (KdV,) en los
casos p =0y p>0.

Cuando g = 0, (4) se transforma en un problema de valor inicial
asociado con la ecuacién de Ayri; es decir

Ou(t) +3u(t) =0,t>0
(5)
u (0) = ¢.

107



Sea Ag : H*t3 (R) — H*® (R) el operador definido por

Aou = 8u, ue H*T3(R).

La linealidad de Ag y la densidad de su dominio en H* (R) son inme-
diatas. De la proposicién 5.5 de [5], Ag es anti-adjunto. En particular,
Ap v —Ap son operadores m-disipativos en H?® (R).

Teorema 1.1. El operador —Ag es el generador de un semigrupo de
contracciones {Up (t)},~, en H* (R), s € R, tal que

Uo (1) (€) = €€’ 3 (€) (6)

para todo ¢ € H® (R). Ademds, {Us (t)},>, puede ser extendido a un
grupo de operadores unitarios en H® (R) y, cualquiera sea ¢ € H* (R)
la funcion ‘

Us ()¢ : Ry = H' (R)

es la tnica solucion del problema (5).

Prueba. La primera afirmacién es simple consecuencia de las afir-
maciones anteriores y el Teorema de Lumer-Phillips [6, Teorema 5.3].
Para obtener (6) es suficiente tomar la transformada de Fourier en la
variable espacial y aplicar la proposicién 6.1 de [6]. [ ]

Cuando p > 0 definimos el operador B, en H**3 (R) por

Byu = pd2u, ue H*P*(R).

Es facil demostrar que B, es un operador lineal disipativo en H* (R).
Dado que 4, : HS*3(R) - H°(R) y

—Ayu = —Aou + Byu, (7)

usando el teorema 1.1, el hecho que B, es disipativo y el teorema de
perturbacién de generadores de semigrupos de contraccién [7, Teorema
4.3], —A, es disipativo en H*® (R).

Adems3s, para cada v € H®(R), la funcién v € H**3 (R) definida
por
o 0(§
'U/(E) - 1_*_“62 _7:63,
satisface (f + A,)u = v. Por tanto, —A, es m-disipativo en H® (R).
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Teorema 1.2. Si p > 0, el operador —A,, es el generador de un semi-
grupo de contracciones {U, (t)},5, en H* (R), s € R, tal que

(Ua@0%) (©) = et 5 g) (®)

y Uy, (t) € L (H* (R),H***(R)) con

1
UL (B olln < Kny[1+ 2 llells (9)

para todo A > 0 y o € H*(R). Ademds, cualquiera sea ¢ € H* (R) la
funcién

Us()p: Ry = H* (R)
es la tnica solucidn del problema (2).
Prueba. La primera parte de la prueba es consecuencia de la m-

disipatividad de A, y resultados de [6]. Para obtener (8) es suficiente
tomar la transformada de Fourier en la variable espacial, probaremos

),
U (Ol < ¢ /R e=2tu€” (1 4 €2)" |5 (€)[ de

—+—c/ §2Ae~2t5§2 (1+€2)s 4,0/(?)|2df,
R i

pero
) o 12 _ _ _
/R§2>\€—2W£ (1+€)" |0 @) de <270 (u) ™ il
Luego

2 - 2 2 — - —-A 2
Uk () ¢llgy s < csupe™® e il + 272 MW e™ (ut) ™ ol -

y tomando
K% =sup {sup e 2tHe” A>‘e_>‘}

se obtiene (9). ]
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2 La Ecuacion Integral

Notemos que si u es solucién de (KdV,), entonces

1

¢
u(@)=U,(t)p— -2—/0 U, (t — 1) 8,u®(r) dr. (10)

donde {U, (t)},5, es el semigrupo generado por —A,,.

Mostraremos que (10) tiene solucién 1nica. Para esto, aplicaremos
el teorema del punto fijo de Banach.

Supongamos que ¢ # 0y para 7 > 0 definamos £ (1) como el espacio
de las funciones v € C ([0, 7], H* (R)) tales que

lo@®) - U, @ el <llell,, 0<t<T,

y consideremos para v,w € £ (1) la métrica

d(v,w) = sup |lv(t) —w(t)|l,, parav,w € E(r).
0<t<rT

Es claro que (£(7),d) es un espacio métrico completo. Si v € £ (1)
definimos

(@v) () = U, (8) 0 — %/0 U, (t — 1) 807 (r) dr. (11)

Entonces, parap > 0y ¢ € H* (R) con s > 3, exister = 7 (||g|l, , s, 1) >
0 tal que @ : £(7) = £ (1) es una contraccion.

Teorema 2.1. Sean >0y o € H* (R) con s > % Entonces, existen
T, =T, (lloll,,s,#) > 0 y una funcion u, € C([0,T,],H* (R)) tnica
solucion de la ecuacion integral

w (8) = Uy (£) i — %/0 U, (t = 1) 8,2 () dr.

Prueba. Como ® es una contraccién, por el teorema del punto fijo
de Banach, existe una tdnica u, € £ (T,) tal que ®u, = u,, es decir,

(@u,) () = U, (1) 0 — % /O Uy (t = ) 8,02 (r) dr = u (8)
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Para mostrar la unicidad, sean u,v € C ([0,T,]; H* (R)) dos solu-
ciones de la ecuacién integral (10). ConSIderemos para T1 >0

T
cllell, / ‘/1+—-dr—/\ <1
que existe, pues
t 1
/ 14+ —dr — 0% cuando t — 0*.
0 2ur

Entonces, si 0 <t < T5 = min {T,, 71} tenemos

lJu (t) —v ()i, /”Uu (t —r) (8,u° ()—611)2(1'))”8d1',

entonces

lfu () —v (@D)l, < Ad(u,v).

Tomando el supremo en t € [0,T3] y observando que A < 1 se sigue
que v = v en [0,T3]. Si T, = T, nada mds tenemos que hacer. Si
T, < T, , esto es Ty = Ty, entonces observamos que para 11 <t < T3 =
min {27}, T,} tenemos

lu(@) —v@®)l, < C||<p||s/ 1+—I—IIU(T)—U(T)IISdT
T
< [C’Iltpll/ J1 +_er u,v)
/ = Ad(u,v)

para todo ¢ € [0,T3]. Luego, tomando el supremo en [0, T3] se sigue que
d (u,v) = 0y con ésto obtenemos u = v en [0, T3] . Si T3 = T}, terminamos
la demostracién. En caso contrario repetimos el mismo argumento de
arriba en [0,7}], donde Ty = min {T},,37} . El resultado se obtiene por
la compacidad del intervalo [0, T,,]. [ |

3 La Ecuacion Regularizada

En esta seccién demostraremos que la funcién u, obtenida en el
teorema 2.1, esto es la solucién de (10), es la solucién de (KdV,) para
@ > 0y ésta es Unica.
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Teorema 3.1. Sea ¢ € H*(R), s > 3 entonces la funcidn u, del
teorema 2.1 satisface

u, € C(10,T,],H* R))NC ([0,T,), H*7* (R))

y es la unica solucidn de (KdV,).

Prueba. Es claro que u, € C(]0,7,],H*® (R)), y de la teoria de
semigrupos [6, Proposicién 3.3], 0,U,, (t) o = —A,U, (t) ¢

Para ¢ > 0, consideramos
/ Uo(t—1)0,; uﬂ (r)dr (12)
Entonces
B (1) = —A / Uy (t — 1) Bpu2 (r) dr + 8,12 (1)
Por lo tanto,

Opuy, (t)

M
&
TN
Q
3
AS)
|
i
<
\_/

_ _a, [ Do+ s /U u2 (r) dr

= —Apu, (1) —u, (t) Opu, ().
Luego, u,, satisface (KdV,).

Para la unicidad, sea
v e C([0,T,], H* (R) NC* ([0,T,], H*~* (R))
una solucién de (KdV,), entonces la funcién v = v (t) satisface
v(t)=U,(@)p— —;—/OtUﬂ(t—r)azui(r)dr , 0<t<T,
en H*73 (R). Como v (t) € £ (H* (R), H*"* (R)), para todo A, se sigue
que v € H? (R). Luego v es solucién de la ecuacién integral (10) y por el

teorema 2.1 se tiene que v = u, en [0,7,] completando la demostracién
del teorema. |
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Teorema 3.2. Sean s > %, >0 yuy, solucion de (KdV,). Entonces,
existen T = T (|loll,,8) > 0 tal que u, se puede extender a todo el
intervalo [0,T]. Ademds, existe p € C ({0,T[,R) tal que

lua OIF <p(t) ,50<t<T
Supp()= (lellg,s,T), (13)

)

donde p satisface

{ Bip (1) < cop? (1), >0
p(0) = [lll? .

Mds ain, T puede ser elegido independiente de s.

Prueba. Sea u, = u, (t) solucién de (KdV,), entonces

2
Oy [l

N

< O llually + 20 1|80ulls < 2 (un, undoun),|

< collualy = ¢ (ual?), (14)

donde ¢ (t) = cst3, parat > 0.

1 2
Consideremos ahora pz (t) = &, definida en el intervalo
) 2—clell, t
[0,T] donde T = W, la solucién maximal del problema de valor
Cs (p 38
inicial :
t) < t t
{Fscim, >0 a5
(0) = ”(p“s *

Entonces de (14), (15) y de la teoria de ecuaciones diferenciales ordina-
rias, tenemos que,

llu @2 < p(t) , t€[0,T[N[0,T].

Asfi, para p > 0, u, se puede extender (si fuera necesario) a un intervalo
[0,T]. Esto prueba (13).

Sea ¢ € H* (R) para s' = s+ r, r > 0. Entonces de la primera

parte del teorema, sigue que existe T = T (||¢|l,,8) > 0y u, €
C(]0,T,],H*® (R)) solucién de (KdV,). Luego u, satisface la ecuacién
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integral (10) en H* (R). Del teorema 3.1 cambiando T,, por T, obte-
nemos que u, € C (]0,7T,], H**" (R)) satisface (10) en H**" (R), y por
lo tanto u, satisface (KdV,). Esto muestra que T es independiente de
S. |

Teorema 3.3. Sean s > 3 y u, solucidn de (KdV,). Entonces eziste
U = lim+ u, uniformemente en L? (R) para t € [0, 7).
n—0

Prueba. Sean e, 8 > 0y u, = u,(t), ug = ug (t) soluciones de
(KdV,) , (KdVg) dadas por el teorema 3.2, respectivamente. Tenemos
parat € [0,T],

O lluy —upllis < 2(uu —ug, (Ag — Au) ug) e

1
+2(u, — ug, —56, (ui —uj)) e

pues —A, es disipativo en H*® (R) para todo s > %

A continuacién acotaremos cada uno de los productos internos. Te-
nemos

(“u —ug, (Ag — Au) uﬁ)Lz < lup— “ﬂ”Lz II(Ag — Ay) “B”Lz
< 2M? ”Aﬁ - Au”L(Hs,[,z) s

donde M = sup p2 (). Utilizado la igualdad
0<t<T

8 (u—v)° =2(u—v)8, (u—v)
en H* (R) y la desigualdad

0z (u +v) = Ozu + 0,v < ||0zully, , + 11020

00,1
obtenemos
1

(uy, — ug, —-2-3w (ui - u%))Lz

1 [t 9
= 1 @+ e @10 s~ up) ()

—00

1

< gmex {lluwglty  Nusll } Hluy — ugll?e -

114



Por tanto
Bl — usla < 2M2 1|4 — Agllpgzs gy + 5 M i — sl
e integrando de 0 a ¢ la Gltima expresidn, se tiene
lluw () —ug (OlI7 < KllAw— Apllims p2y
[ 5l ) = w0 .

Aplicando la desigualdad de Gronwall, obtenemos

T
M
lluw (&) —us Ol7: < Kl Au = Apll oy 12y exP —dr
(H3,L?) 0 2

K”Au - Aﬁ“c(Hs,Lz) .

+ +
Por otro lado, A,u“=5 &3uy Agu 2% 93u, de ahi la afirmacién. m
Teorema 3.4. Sean s > £ y u, solucidn de la (KdV,). Entonces w —

liI{)l+ Uy (t) = uo (t) en H® (R) uniformemente en t € [0,T].
u—

Prueba. Sea ¢ € H* (R) y p, € H*3 (R) tales que

le — @ully < p. (16)

Entonces

[(uu () ~ ug (8) ,0),| < 2Mp+ M |luy (8) — ug ()]l 2,
donde hemos usado la desigualdad triangular, la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, la continuidad de (-,-), (16), L2(R) — H*(R) y [lpull, <

P2 (t) < sup p?(t) = M. Luego, del teorema 3.3 se concluye la
te[0,T)
demostracién. |

Teorema 3.5. Si ug satisface la hipdtesis del teorema 3.4, entonces
ug = ug (t) satisface (KdV) en casi todo punto de [0,T].
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Prueba. Definimos

G, (uy (1) = —Apuy, () — uuOzuy,
{ éLO (“A:) ) = —A‘:)ul(; (t) — ugazu() , t€10,T7.

Del teorema 3.4 se tiene que w — 111{)1+ uu (t) = uo(t) en H°(R), y
7

8, : H* (R) — H*™1 (R) es un operador lineal acotado, luego el operador
O, es débilmente secuencialmente continuo. Entonces

w— lim u,8;u, = udyup en H"! (R), (17)
n—0+
¥
w— lim Aju, (t) = Aouo (t) en H* 3 (R). (18)
n—0+

En efecto, como w — lirg+ u, (t) = uo (t) en H*(R),y 82 : H*(R) —
p—

H*~3 (R) es un operador lineal limitado, asi, el operador 82 es débilmente
secuencialmente continuo, entonces

w— hm 3u, = Bug en H** (R).

u—0+
Anélogamente, como H* (R) C H*2(R) C H* 3 (R)

w— lim 82u, = 8%up en H* "% (R)
n—0t+

asi,

w— lim (Buy — pdiu,) = B3ug — pd*ug en H*™ (R).

p—0+
Luego de (17) y (18) concluimos que
w— lim G, (uu (t)) = Go (uo (t)) en H* 3 (R), t € [0,T].
un—0t

Por otro lado,
Opuy (1) = Gu(uu () , 0<t<Ty en H 3 (R),

e integrando de £ a t , obtenemos
Uy () = up (§ / Gy (uy (r (19)
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Como la aplicacién
€[0,T] = Go (uo (t)) € H 3 (R)

es fuertemente medible, se sigue que es integrable Bochner; asi, del teo-
rema de la convergencia dominada de Lebesgue, obtenemos

e ul_i)rgh /Et Gu(uy (r)) dr = /ét Go (uo (t)) dr en H*"3 (R)

y luego tomando el limite débil en H*~3 (R), cuando u — 0% en (19)
tenemos que para &, t € [0,74]

uo () —uo (§) = lim / Gy (uy (r dr—/ Go (ug (r)) d

-0+

Esto es, ug € AC ([0,T],H*=3 (R)) N C ([0,T], H* (R)) y satisface
(KdV) en casi todo punto de [0, T].

Como ug (t) — ¢, cuando t — 0% en H* (R) y de ||lu, (t)“i <p(d),
se tiene que

li Ol < lim p'/2(¢) = :
Jim, sup[luo (#)ll, < lim, o7 () = llell,

entonces ,
ug (t) = ¢, cuando t — 0% en H* (R)

pues H® (R) es Hilbert. De éste modo concluimos que ug es continua
por la derecha de t = 0 en H* (R). |

Teorema 3.6. Para s > 3 5, existe T > 0 y una wnica solucién
uo € C([0,T],H*(R))NC* ([0,T],H** (R)) ;
de (KdV) satisfaciendo
luo B)II; < p(t) , 0<ELT,

donde p = p (t) satisface p (0) = |j¢l|,-
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Prueba. La existencia estd dada por la proposicién 3.5. Veamos
la unicidad. Sean

u,v € C([0,T],H® (R))NAC ([0,T],H** (R))
dos soluciones de (KdV) y consideremos
fF@ =lu@®-v@)ll: , 0<t<T,
Entonces

V() =2(u 0,03 (1= 0)) o + 2 (u—v,~ 30 (42 ~2%)) . (20)

pero
(= v,-30. (42 = 7)),
1 (21)
= g max {lull, . llll,} £ (4) < M (2
donde
M= maX{ sup full,, sup Ilvlis} ;
0Lt<T, 0<t<Ty
y
(v—~v,82 (u—-v))L2 =0. (22)
Sustituyendo (21) y (22) en (20) se obtiene
Twy<mraw, o<i<r,
luego integrando de 0 a t, obtenemos
¢
FO 5O+ [ Mi@dr0<t<T.
0
Aplicando la desigualdad de Gronwall, se tiene
t
f(t)Sf(O)exp(/ Mdr>,OStST- (23)
0

Pero f(0) = 0, luego de (23) se tiene que f(t) < 0y que f(¢) =
|ju(t) —v (t)l|(2) >0ent€[0,T]; asi se sigue que u (t) = v (¢), para todo
t € [0,T], y de ahi la unicidad.
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Finalmente mostraremos que ug es continua por la derecha de £ €
[0,T[, para esto consideramos

w®) =uo(t+6), 0<t+e<T.
u satisface

{ Ou(t) = —Aou(t) —u(t)dut), 0<t

U(O) = Uo (5)7

en casi todo punto de [0,T4], pues, teniendo en cuenta que ug satisface
(KdV) tenemos

Oyu (t) Opup (t+ &)
—Aoug (t+ &) —uo (t + &) Oruo (t + €)

—Aou (t) — u (t) Oyu (¢)

Il

4 (0) = ug (0 + &) = uo (£) -

Por tanto, u = u (t) es continua a la derecha de £ en H* (R). De la
unicidad, se sigue que ugp es continua a la derecha de &, completando la
demostracién del teorema. n
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