
Pro Mathematica Vol. XVII, JVO 34, 2003 

, 
METODO DE STEIN 
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Resumen 

Se da una apreciación global del método de Stein[20} para la 
aproximación normal. Se empieza con los resultados básicos 

de las ecuaciones de Stein y luego se demuestran algunos 
teoremas que ilustran su utilidad 
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Introducción 

El método de Stein se describe en [20] para demostrar las aproximaciones 
normales. Este método evita las funciones características, pero en cam
bio se basa en una ecuación determinada para la distribución normal. 
La distribución de cualquier variable aleatoria sería entonces casi normal 
si satisface aproximadamente dicha ecuación. 

1 El Método de Stein para las Aproxima
ciones Normales 

Ilustraremos este método primero para el ejemplo original, de las 
aproximaciones normales. Descrito por Stein[20], con más detalle se 
puede encontrar en [21]; mejorándose los límites en Baldi[3]. Se puede 
resumir como sigue: 

l. Una variable aleatoria I tiene distribución normal estándar; es 
decir, N(O, 1), si y sólo si para toda función f continua, se tiene 

E[f'(I)- IJ(I)] =O. 

2. Sea I una variable aleatoria con Distribución Normal Estándar 
N(O, 1). Para cualquier función h continua, existe una función 
f = fh solución de la siguiente ecuación: 

h(x)- E[h(I)] = J'(x)- xf(x) (Ecuación de Stein) 

tal que 

11!11 ~ A llh- E[h(J)JII 

11!'11 ~ (sup h- inf h) 

11!"11 ~ 2llh'll· 
En donde, 11!11 = supxE~ lf(x)l denota la norma suprema. 

3. Así que para cualquier variable aleatoria W, y cualquier función 
h continua, sustituyendo a x por W en la ecuación de Stein y 
tomando la esperanza en ambos lados se tiene 

E[h(W)]- E[h(I)] = E[f'(W)]- E[W f(W)]. (2) 
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Ahora si H es una clase de convergencia determinante para la con
vergencia débil tal que, para toda h E H tenemos que fh E H, entonces 
tomando valor absoluto en la Ecuación (2) da 

sup IE[h(W)]- E[h(I)]I = sup IE[f'(W)]- E[W f(W)]I 
hEH !EH 

y si el lado derecho de la ecuación, para alguna cantidad W = Wn, 
tiende a cero cuando n ---+ oo, entonces obtenemos el teorema del límite 
central. En particular, podemos escoger a H como el espacio de todas 
las funciones continuas, acotadas, con continuidad a trozos o por partes, 
con las primeras derivadas acotadas. 

Para ver porque este acercamiento podría ser útil, considere un 
ejemplo clásico. Sean las variables aleatorias X, X 1 , ... Xn i.i.d. con 

1 
E[X] =O y Var[X] = -. Entonces 

n 

n 

tiene media cero y varianza l. Poner: 

wk =W-xk = ¿xj. 
#k 

Para evaluar el lado derecho de la ecuación (2) calculamos primero 

n 

E[W f(W)] = L E[Xkf(W)] 
k=l 

n n 

k=l k=l 

= .!_ tE[f'(Wk)] +R, 
n 

k=l 

donde usamos la expansión de Taylor, y R es el término del resto de 
Taylor tenemos 

n 

IRI ::; 111"11 L E[IXkl]. 
k=l 
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Así 

E[j'(W)]- E[W f(W)] = .!_ t E[j'(W)- j'(Wk)] +R. 
n 

k=l 

Aplicando otra vez la expansión de Taylor obtenemos el siguiente resul
tado [21]: 

Teorema l. Sea I una variable aleatoria cuya distribución es la Dis
tribución Normal Estándar N(O, 1). Para cualquier función continua 
h: 

IE[h(W)]- E[h(J)]I :S llh'll (~+~E [\X~\]) . 

Notar que la cota en el lado derecho de la desigualdad no involucra 
ningún resultado asintótico; más bien es válido para cualquier número n. 
Así, aún cuando la convergencia no se pudiese mantener, aún se podría 
obtener una cota para la distancia. 

El método de Stein ha sido particularmente útil para demostrar 
los resultados para las sumas de observaciones dependientes. Considere 
por ejemplo, el caso en que las variables aleatorias X, X 1 , ... , X n con 

E[X] = O y Var[X] = .!_ tal que para cada Xk hay un conjunto Sk fijo 
n 

tal que Xk es independiente de CT(Xj,j ~ Sk)· (Un caso especial sería el 
de m variables aleatorias dependientes.) Por simplicidad asumimos que 

ISkl ='Y para algún¡, y que xk :S ~para alguna constante e que no 

depende de k. Sea entonces la suma den variables: 

n 

si ¡ es pequeño, entonces los sumandos son aproximadamente indepen
dientes, así que una aproximación normal se debería mantener. De
mostraremos el siguiente resultado: 

Teorema 2. Sean las variables aleatorias X, X 1 , ... , Xn con E[X] = O 

y V ar[X] = .!_, tal que para cada Xi hay un conjunto Si tal que Xi es 
n 

independiente de CT(Xj,j tJ. Si)· Asuma que ISil = ¡ para algún"(, y 
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que Xi ~ 5n para alguna constante C que no depende de i. Sea I una 

variable aleatoria con distribución Normal Estándar, N (0, 1). 
Para todas las funciones continuas, y acotadas h con continuidad 

por partes y las primeras derivadas acotadas, 

2C3 n 

IE[h(W)]-E[h(I)]I ~ llh'ii 10~ +(sup h-inf h) L L E[IXiXjl] 
i=l jES; ,j=/-i 

Notar que el Teorema 2 da una cota explícita en términos del tamaño 
de la vecindad y del número de observaciones, así como de las cor
relaciones. Si el valor de la covarianza es grande, uno aproximaría la 
suma más bien con una distribución normal que tiene como varianza 

V ar ( ~ Xi) ; entonces el segundo término del error en el Teorema 2 

desaparece. 

Prueba del Teorema 2 

Sea 
wi = L xj y wi,j = ¿ xk 

jrf:_S; kf:_S;USi 

Entonces Wi es independiente de Xi y Wi,j es independiente de Xi y 
Xj. Similarmente a los cálculos anteriores, expandimos lo que está al 
lado derecho de la ecuación (2). Tenemos 

n 

E[Wf(W)] LE[Xd(W)] 
i=l 

n n 

L E[Xd(Wi)] + L L E[XiXjf'(Wi)] + Rl 
i=l i=l jES; 

n 

L L E[XiXjf'(Wi)] + Rl 
i=l jES; 

donde 
n 

i=l jES; kES; 

< 
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Es más, 

n n 

L L E[XiXjj'(Wi)] = L L E[XiXjj'(Wi,j)] + R2, 
i=l jES¡ i=l jES¡ 

donde 

n 

IR21 < 11!"11 L L L E[IXiXji]E[Xk] 
i=l jES¡ kES¡USj 

< llf"ll21'2c3 
Vn 

Usando el desarrollo de Taylor de nuevo, se obtendrá: 

n n 

L L E[XiXjj'(Wi,j)] L L E[XiXj]E[j'(Wi,j)] 
i=l jES¡ i=l jES¡ 

n 

L L E[XiXj]E[f'(W)] + R3 
i=l jES; 

con 

por lo tanto, 

n 

E[W f(W)] = E[f'(W)] + L L E[XiXj]E[j'(W)] + Rl + R2 + R3 
i=l jES;j-:/-i 

Un estudio más detallado del método de Stein para las aproximaciones 
normales está en [18]. 

2 Método General de Stein 

El método general de Stein se puede describir de la siguiente ma
nera: Consiste en encontrar una buena caracterización (es decir, un ope
rador A) de la distribución designada F tal que: 

L(X) = F {:} E[Af(X)] =O 
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para toda función f continua, donde X es una variable aleatoria, y L 
denota la ley de distribución de X. Consideremos la ecuación de Stein: 

h(x) - E[h(X)] = Af(x). (3) 

Para cada función h lisa, encuentra una solución f correspondiente a esta 
ecuación. Entonces, para cualquier elemento aleatorio W, obtenemos 

E[h(W)] - E[h(X)] = E[Af(W)]. 

Por lo tanto, para estimar la proximidad de W y X, es suficiente estimar 
E[Af(W)] para toda solución posible f de (3). Aún más, acotando 
E[Aj(W)] para toda función f lisa automáticamente proporciona una 
cota para la distancia de L(W) a F en una métrica lisa. 

Para F la distribución normal estándar, el operador correspondiente es 

Aj(x) = f'(x)- xf(x). 

Por supuesto que el operador también se podría definir como un 
operador de segundo orden, a saber Aj(x) = f"(x) - xf'(x), llamado 
el generador de Ornstein-Uhlenbeck. Barbour [6] sugiere emplear como 
operador A en la ecuación (3) al generador de un proceso de Markov, co
mo esto proporciona una manera de buscar las soluciones de la ecuación 
(3). A partir de ahora se llamará el método generador. Suponga que se 
puede encontrar un proceso de Markov (X(t))(t:o=:o) con el generador A y 
la única distribución estacionaria F, tal que 

L(X(t)) ~ F(t-+ oo); 

en donde ~ denota convergencia débil. Entonces, si una variable 
aleatoria X tiene distribución F, 

E[Af(X)] =O 

para toda función f tal que Af está definida. Un método para resolver 
la ecuación (3) es proporcionada por Ethier y Kurtz [12]. Sea (Tt)(t:O::O) 
el semigrupo de transición del Proceso de Markov (X(t))(t:O::O)· Entonces 
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Como (Tt)(t2':0) es un semigrupo de contracción fuertemente continuo, A 
está cerrado [12] y podríamos tomar los límites formalmente: 

h(x)- E[h(X)] =-A (loo Tuhdu). 

Por lo tanto f = - J
0
00 Tuhdu sería una solución de (3), si esta expresión 

existe y sí f E D(A). En general este es sólo el caso para una cierta 
clase de funciones h. 

Observaciones 

Como se observa por lo expuesto anteriormente, el método de Stein es 
particularmente útil para demostrar los resultados para las sumas de ob
servaciones dependientes. Además, así como se aplicó a la distribución 
Normal, también se ha generalizado a muchas otras distribuciones, como 
a la distribución de Poisson (Chen [10], Arratia [2], Barbour [8], Aldous 
[1]). Otras distribuciones incluyen la distribución uniforme (Diaconis 
[11]), la distribución binomial (Ehm [13]), la distribución de Poisson 
compuesta (Barbour [7], Barbour y Utev [9], Roos [19]), la distribución 
multinomial (Loh [14]), la distribución gamma (Luk [15]; para la dis
tribución Ji- cuadrado (Mann [16])), y la distribución geométrica (Pekoz 
[17]). 

Una de las mayores ventajas del método de Stein es que mantiene 
las cotas inmediatas. 
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