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ACERCA DE ECUACIONES , , 
ESTOCASTICAS EN LA TEORIA , 

CUANTICA NO RELATIVISTA 

Juvenal Castromonte Salinas 

Resumen 

La teoría cuántica puede ser generada a partir de un 
conjunto de ecuaciones estocásticas. Estas ecuaciones se 
obtienen a partir del hecho de que las soluciones de las 

ecuaciones de Schrodinger y Bloch están relacionadas entre 
sí por extensión analítica en el tiempo. En el presente 

trabajo, las ecuaciones estocásticas se construyen a partir de 
variables cuánticas, a diferencia del método de Feynman. 

Como resultado del análisis de estas ecuaciones, se muestra 
que solo una de sus soluciones esta definida positivamente, 

todas las demás soluciones necesariamente cambian de signo 
y no pueden ser interpretadas como densidad de 

probabilidades. 
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Introducción 

El método de la ecuaciones estocásticas en la física teórica actual cumple 
un rol importante [7], [5]. Estas ecuaciones se presentan por vez primera 
en la teoría del movimiento browniano (ecuaciones de Langevine). Pos
teriormente, se estableció que estas ecuaciones son equivalentes a las 
ecuaciones de Fokker-Planck. Además, presentan la ventaja de que per
miten darles interpretación física como ecuaciones de la dinámica clásica 
perturbadas aleatoriamente. 

En 1948 Feynman publica su trabajo [4], donde propone una nueva for
mulación de la mecánica cuántica a través de la amplitud de probabili
dades de transición de un sistema cuántico desde un estado inicial x0 a 
otro final x en el intervalo de tiempo O :S T :S t, la que se calcula como 
la suma de todas las trayectorias entre ambos estados, es decir 

'1/J(xo,to; x, t) = { e-* f.'o V[x(r)]dr dFX(T), (1) 
} C{ (xa,ta)-+(x,t)} 

donde dFX(T) es la medida de Feynman, n-constante de Planck y V[x(T)] 
-funcional potencial. 

Esta estructura de cuasiprobabilidad de estado es solución fundamental 
de la ecuación de Schrodinger 

(2) 

Pese a que esta integral por trayectorias no es definida correctamente, 
el método propuesto por Feynman tiene la ventaja de que puede ser 
utilizada solamente para la cuantización de construcciones clásicas. 

Por otro lado, la ecuación de Bloch 

o'ljJ = ~ 82'1/J - V(x)'ljJ 
ot 4 8x2 

(3) 

tiene como solución fundamental a la expresión [6] 

'1/J(xo,to;x,t)= { · e-f,'oV[x(r)]drdwx(T), (4) 
} C{(xo ,to)-+(x,t)} 

donde dwx(T) es la medida de Wiener. 
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Se puede observar que (1) puede obtenerse a partir de (4) por extensión 
analítica en el tiempo sobre el semiplano complejo para t ~ O, haciendo 
t ---+ it. De manera análoga se obtiene la ecuación (2) a partir de la 
ecuación (3). 

En [1], [2], [3] se muestra que el movimiento browniano y la mecánica 
cuántica son realizaciones diferentes de una misma estructura matemática. 
La base de esta estructura son ecuaciones estocásticas del tipo 

. . as 
cp =X- 8x' (5) 

donde x es coordenada, e28 -función de estado básico del operador de 
Hamilton para la ecuación de Schrodinger, x-velocidad y cp(t) -proceso 
de Wiener. Estos resultados, que han sido obtenidos solo para estados 
básicos, muestran que el mQvimiento browniano y la mecánica cuántica 
no relativista son manifestaciones diferentes del problema de pertur
bación aleatoria en tiempo complejo, cuya componente real corresponde 
al movimiento browniano y la componente imaginaria a la mecánica 
cuántica. En el presente trabajo, a partir de los resultados mencionados, 
se analizan ecuaciones estocásticas que corresponden a funciones propias 
superiores del operador de Hamilton. 

1 Teorema de Factorización para el Estado 
Básico 

Para un mejor entendimiento de nuestros resultados, inicialmente 
se presentan los resultados obtenidos en [1], [2], [3]. 

A partir de la ecuación estocástica (5) siempre es posible construir 
su solución como una probabilidad de transición W(x0 , to; x, t), que sa
tisface la ecuación de Fokker-Planck [1]. 

aw + ~ (was) _ ~ a2w at ax ax - 4 8x2 . 
(6) 

Esta probabilidad de transición se puede construir por cambio de 
variable en la integral funcional de Wiener. En efecto, la ecuación (5) 
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puede ser representado en forma integral, como una ecuación integral de 
Fredholm del tipo Volterra 

¡r aS(ü 
cp(T) = X(T)- -J;~- d~. 

to uX 
(7) 

Como resultado del cambio funcional de variables la medida de 
Wiener para la trayectoria cp(T) es 

1 
.{,' Bdr donde J = e- 2 'o e. es el J acobiano de la tranformada (7). 

Finalmente, la densidad de probabilidades de transición del proceso 
x(T) será 

e2S(x) 

W(xo, to; x, t) = e 2S(xo) '1/J(xo, to; x, t). (9) 

Así es como se obtiene [2], [3] el teorema de factorización, donde 
además para la fórmula de Feynman-Kac con hamiltoniano H(x) = 

1 8
2 

(8S)
2 

18
2
S -¡ ax2 + V(x), se obtiene el potencial como V(x) = ax + 2 ax2 . 

Si se asume que ~~ = O, entonces de (6) y (9) se obtiene 

a'l/J = -ii·'· at '~-'' 

fle2S(x) =O. 

(10) 

(11) 

Suponiendo que el operador de Hamilton tiene espectro discreto 
de manera que se satisface el problema de valores propios y funciones 
propias 

H'l/Jn = An'l/Jn, 
donde '1/Jn E .C2 ; entonces la solución de la ecuación de Fokker-Planck 
genera la distribución invariante de Boltzman. 
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La solución general de la ecuación de Bloch se puede representar 
como 

Y como 

'1/J(xo, to; x, t) = L '1/Jn(xo)e->-nt'I/Jn(x). 
(n) 

!
+oo 

-oo W(xo, to; x, t)dx = 1, 

entonces de (9) y (12) se tiene 

De la simetría de la estructura de (12), para todo t 2: O se cumple 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

Lo que significa que el estado inicial 'lfJ(x0 ) = e25(xo) no cambia en 
el tiempo, de manera que He25(x) =O. 

Además, de la suposición de que la ecuación de Fokker-Planck para 
t -+ oo genera la distribución de Boltzman, se obtiene que siempre A 2: O. 
Y como el estado inicial invariante satisface (11), entonces min{-An} =O, 

(n) 

es decir e2S(x) es función del estado básico del operador de Hamilton y 
la distribución de Boltzman es éS(x). 

2 Teorema de factorización para funciones . . 
propias superiores 

Para generalizar los resultados presentados se considera una ecuación 
estocástica de manera mas completa, esto es 

<jJ = x - ! (S + ~ ln f~) , (16) 
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donde cp(t) es un proceso de Wiener y f~(x)e2s(x) -cualquier función 
propia del operador de Hamilton, entonces fi (f~(x)e25(x)) = >..nf~(x) 
e25(x). En otras palabras, aquí se consideran problemas estocásticos 
relaciones con cualquier función propia '1/Jn(x) = f~(x)e25(x) del hamil
toniano 

Se construye la densidad de probabilidades de transición para (16) 
de manera similar que para (5) 

Wn(Xo, O; x, t) = 

{ 
a2(s+ 1 In ¡•)} 

-Ifo [;,-l.(s+!ln/~)] 2+! a:=-2 n d..- t dx(T) 
Ic{(zo.•ol--+(z.t)} e II .¡;¡¡;¡.· 

r=to 

(17) 

1 , a2(s+! In!~) 
donde J = e- 2 f,o az dr es el Jacobiano de transformación. 

De donde finalmente se obtiene 

f*(x)e2S(x) 
Wn(xo, to; x, t) = J~(xa)e2S(xo) e>.nt'!jJ(xo, to; x, t). (18) 

Esta expresión para la densidad de probabilidades de transición 
tiene las mismas propiedades que (9), es decir satisface a la ecuación 
de Fokker-Planck 

(19) 

de manera que 

!
+oo 

-oo Wn(Xo, to; x, t)dx = l. (20) 

Además, en (18) se tiene una importante particularidad, debido al 
término f~(x), que representa a un polinomio. Es evidente que Wn(x0 , to; 
x, t) no esta definida positivamente paran impar, como corresponde a 
toda densidad de probabilidades. 

Para ilustrar los resultados obtenidos consideremos el caso del os
cilador armónico. En este caso la función f~(x) es el polinomio de 
Hermite. Entonces, del problema de Sturm-Louville 
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fi(f~e2S(x)) = An(f~e2S(x)), 

se obtiene >.0 = O, >.1 = w, >.2 = 4!fx~2_J.1 , etc. 

Por otro lado, la función del estado básico (n = O) para el oscilador 

armónico es '!jJ0 (x) = e-wx
2
. De donde, S = -~wx2 , entonces V(x) 

w 2x2 - ~- Así que para (9) se tiene 

1 t dr 
W(xo,to;x,t) = e-w(x2-x5) e-I[(w2z2-~)H2]dT rr C""L' 

C{(zo,to)-+(z,t)} r=to V 7rdT 

Finalmente 

1 ( z-zo•-wt )2 

W(x0 , t0 ; x, t) = e - 2
w 1-• 2wt V l-e-2wt 

7r 2w 

(21) 

De (21) y (9) se obtiene 

( 
2 2) 1 - 2w -'-( z....,-_z..:._o ·~-.,.,w.,-'t )'-2 

'1/J(xo, to; x, t) = ew x -xo e 1-e 2wt 
. J 1-e-2wt 
V 7r 2w 

(22) 

Para n = 1 se tiene 

( -wt)2 xewt 1 z-zoe 
W¡(Xo,to;x,t) = -- e-2w 1-e 2wt 

Xo V l-e-2wt 
7r 2w 

(23) 

Aquí es evidente de que el signo de W1 (x0 , t0 ; x, t) coincide en signo 
con la variable x, así que W 1 puede cambiar de signo. Además, W 1 

satisface la ecuación de Fokker-Planck 

aW¡ + ~ [wl (_.!._- wx)] =! 82W¡. 
at ax 2x 4 8x2 (24) 

También se puede observar que se tiene una singularidad en x = O. 
Esto conduce, como ya mencione anteriormente, que en este punto W1 

cambia de signo. 

El cambio de signo de Wn(xo, t0 ; x, t) paran ~ 1 no permite inter
pretarla como densidad de probabilidades. 
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