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ACERCA DE ECUACIONES
ESTOCASTICAS EN LA TEORIA
CUANTICA NO RELATIVISTA

Juvenal Castromonte Salinas

Resumen

La teoria cudntica puede ser generada a partir de un
conjunto de ecuaciones estocdsticas. Estas ecuaciones se
obtienen a partir del hecho de que las soluciones de las
ecuactones de Schridinger y Bloch estdn relacionadas entre
st por extension analitica en el tiempo. En el presente
trabajo, las ecuaciones estocdsticas se construyen a partir de
variables cudnticas, a diferencia del método de Feynman.
Como resultado del andlisis de estas ecuaciones, se muestra
que solo una de sus soluciones esta definida positivamente,
todas las demads soluciones necesariamente cambian de signo
y no pueden ser interpretadas como densidad de
probabilidades.
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Introduccion

El método de la ecuaciones estocésticas en la fisica tedrica actual cumple
un rol importante [7], [5]. Estas ecuaciones se presentan por vez primera
en la teoria del movimiento browniano (ecuaciones de Langevine). Pos-
teriormente, se establecié que estas ecuaciones son equivalentes a las
ecuaciones de Fokker-Planck. Ademds, presentan la ventaja de que per-
miten darles interpretacién fisica como ecuaciones de la dindmica cldsica
perturbadas aleatoriamente.

En 1948 Feynman publica su trabajo [4], donde propone una nueva for-
mulacién de la mecdnica cuédntica a través de la amplitud de probabili-
dades de transicién de un sistema cuintico desde un estado inicial g a
otro final x en el intervalo de tiempo 0 < 7 < ¢, la que se calcula como
la suma de todas las trayectorias entre ambos estados, es decir

(0, t0; 2, ) = / e ¥ Jio VT (), (1)
C{(Io,to)—)(w,t)}

donde drz(7) es la medida de Feynman, % -constante de Planck y V{z(7)]
-funcional potencial.

Esta estructura de cuasiprobabilidad de estado es solucién fundamental
de la ecuacién de Schrodinger

VR )

Pese a que esta integral por trayectorias no es definida correctamente,
el método propuesto por Feynman tiene la ventaja de que puede ser
utilizada solamente para la cuantizacién de construcciones clasicas.

Por otro lado, la ecuacién de Bloch

9 _10%
8t ~ 4 0x2

tiene como solucién fundamental a la expresién [6]

- V(e)y (3)

W0, t0; 7, 8) = / ‘ e~ Jio VEONT 4 o), (4)
C{(:to,to)—-)(z,t)}

donde dwz(7) es la medida de Wiener.
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Se puede observar que (1) puede obtenerse a partir de (4) por extensién
analitica en el tiempo sobre el semiplano complejo para ¢ > 0, haciendo
t — it. De manera andloga se obtiene la ecuacién (2) a partir de la
ecuacién (3).

En [1], 2], [3] se muestra que el movimiento browniano y la mecénica
cuantica son realizaciones diferentes de una misma estructura matematica.
La base de esta estructura son ecuaciones estocasticas del tipo

(p:m_-a_:l)’ (5)

donde z es coordenada, €25 -funcién de estado bésico del operador de
Hamilton para la ecuacién de Schrédinger, & -velocidad y ¢(t) -proceso
de Wiener. Estos resultados, que han sido obtenidos solo para estados
bésicos, muestran que el mavimiento browniano y la mecédnica cuantica
no relativista son manifestaciones diferentes del problema de pertur-
bacién aleatoria en tiempo complejo, cuya componente real corresponde
al movimiento browniano y la componente imaginaria a la mecdnica
cudntica. En el presente trabajo, a partir de los resultados mencionados,
se analizan ecuaciones estocdsticas que corresponden a funciones propias
superiores del operador de Hamilton.

1 Teorema de Factorizacion para el Estado
Basico ‘
Para un mejor entendimiento de nuestros resultados, inicialmente

se presentan los resultados obtenidos en [1], 2], [3].

A partir de la ecuacién estocéstica (5) siempre es posible construir
su solucién como una probabilidad de transicién W (xg, to; z,t), que sa-
tisface la ecuacién de Fokker-Planck [1].

oW 0 (,05) _10°W o
ot Oz dr ) 4 822"

Esta probabilidad de transicién se puede construir por cambio de
variable en la integral funcional de Wiener. En efecto, la ecuacién (5)
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puede ser representado en forma integral, como una ecuacidén integral de
Fredholm del tipo Volterra

o) =atr) - [ Eae Q

Como resultado del cambio funcional de variables la medida de
Wiener para la trayectoria ¢(7) es

‘ g2ar Ty de(7)
dwe(r) = e foe? ] SDd

T=to
t

_ -8 38 e Ty de(D) (8)
i Vrdr’

. 82
donde J = e~ % o 577 g5 e] Jacobiano de la tranformada (7).

Finalmente, la densidad de probabilidades de transicién del proceso
z(7) serd

e25(z)
W(-’Eo,to;zyt) 225(z0 )¢(z07t0;$7t)' (9)

Asi es como se obtiene [2], [3] el teorema de factorizacién, donde
ademds para la férmula de Feynman-Kac con hamlltomano H(z) =

1 62 . . oS 16%8
e + V{(z), se obtiene el potencial como V(z) = (%> ™k
. oS .
Si se asume que 5 = 0, entonces de (6) y (9) se obtiene
% -y, (10)
He2s(’” =0. (11)

Suponiendo que el operador de Hamilton tiene espectro discreto
de manera que se satisface el problema de valores propios y funciones
propias .

H wn = An'(/}na

donde v,, € Ls; entonces la solucién de la ecuacién de Fokker-Planck
genera la distribucién invariante de Boltzman.
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La solucién general de la ecuacién de Bloch se puede representar
como

$(To,t0; T, t) = > _ Yn(z0)e™ (). (12)
(n)
Y como
+00
W(.’Eo,to;l',t)dl' = 1) (13)

entonces de (9) y (12) se tiene

/ " gaste Y ¥n(zo)e opn(z)dz = 50, (14)

e (n)

De la simetria de la estructura de (12), para todo ¢ > 0 se cumple

/+0<> e25(zo) Z Un, (zo)e_*"twn(m)dx = 25(=) (15)

e (n)

Lo que significa que el estado inicial ¥(zo) = €25(20) no cambia en
el tiempo, de manera que He25(*) = (.

Ademads, de la suposicién de que la ecuacién de Fokker-Planck para

t — oo genera la distribucién de Boltzman, se obtiene que siempre A > 0.

Y como el estado inicial invariante satisface (11), entonces 1?1)11{)\,,} =0,
n

es decir €25(%) es funcién del estado bésico del operador de Hamilton y
la distribucién de Boltzman es e*5(2),

2 Teorema de factorizacion para funciones
propias superiores

Para generalizar los resultados presentados se considera una ecuacién
estocastica de manera mas completa, esto es



donde ¢(t) es un proceso de Wiener y f*(z)e?*(*) -cualquier funcién
propia del operador de Hamilton, entonces H (fz(2)e?5(®) = X, fx(z)
e25(=) En otras palabras, aqui se consideran problemas estocdsticos
relaciones con cualquier funcién propia ¥n(z) = f*(z)e?5(® del hamil-
toniano

Se construye la densidad de probabilidades de transicién para (16)
de manera similar que para (5)

Wn(xo’ 0; z, t) =
_fto{[a:— s+§1nf,,) +§- SZ% I } ¢ z(1) (17)
fC((wo'to)ﬂ(m't)} . 1:_[ ﬂ'dT
0% (s+}n13) 4
donde J =¢" 2 Jeo 802 T es el Jacobiano de transformacién.
De donde finalmente se obtiene
*()e25(z)
Wi (zo, to; 2,t) = %‘5@6)‘"%(%,%;%0- (18)
n

Esta expresién para la densidad de probabilidades de transicion
tiene las mismas propiedades que (9), es decir satisface a la ecuacién
de Fokker-Planck

oW, 0 d (S + %ln f;) 1 W,
ot + 8z an Oz T 192 (19)
de manera que
+o00
Walzo,to; z,t)dz = 1. (20)

Ademds, en (18) se tiene una importante particularidad, debido al
término f(x), que representa a un polinomio. Es evidente que Wy, (zo, to;
z,t) no esta definida positivamente para n impar, como corresponde a
toda densidad de probabilidades.

Para ilustrar los resultados obtenidos consideremos el caso del os-
cilador arménico. En este caso la funcién f;(z) es el polinomio de
Hermite. Entonces, del problema de Sturm-Louville
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H(f7e*5®) = Ma(f7e"5®),

- 2—
se obtiene Ao = 0,A; = w, Az = 25=1 etc.

Por otro lado, la funcién del estado bésico (n = 0) para el oscilador

1
arménico es 1o(z) = e~“*". De donde, S = —§wx2, entonces V(z) =

w?z? — ¥. Asi que para (9) se tiene

t
W(zo,t0;2,t) = e (e?~23) e [[(+222-%)+?]ar H dr .
c{(z0.tg) = (=)} rety wdT
Finalmente
— 2
1 _ (:—zoe “")
W (zo, to; x,t) = —‘_1_‘;_—2“:6 e (21)
T 2w
De (21) y (9) se obtiene
2
1 _ (z—zoe_‘"t
Y(xo, to; ,t) = ew(“”?._“g)—l-_e—-zz-e s o a (22)
T 2w
Para n = 1 se tiene
wt (z—zoz—‘”‘)z
Wi (@, to;2,8) = T L™ e (23)
To 7.‘.1—8—2“"
2w

Aqui es evidente de que el signo de W1 (zg, tg; z,t) coincide en signo
con la variable z, asi que W) puede cambiar de signo. Ademds, W}
satisface la ecuacién de Fokker-Planck

oW, 8 1 18w
———at + (—9; [Wl (ﬂ —wz)] = Z_—a.’li2 . (24)

También se puede observar que se tiene una singularidad en = = 0.
Esto conduce, como ya mencione anteriormente, que en este punto W,
cambia de signo.

El cambio de signo de W, (zq, to; z,t) para n > 1 no permite inter-
pretarla como densidad de probabilidades.
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