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ESTUDIO DEL PROBLEMA DE 
VALOR INICIAL ASOCIADO 

CON LA ECUACIÓN DE 
KORTEWEG-DE VRIES II 

Aldo Mendoza Uribe y Juan Montealegre Scott 

Resumen 

El propósito es probar que la única solución del 
problema de valor inicial asociado a la ecuación 
de Korteweg-de Vries depende continuamente del 

dato inicial cp E Hs (R) para s > ~. La prueba 
estará basada en los estimados de Bona-Smith. 

La ecuación estudiada en este trabajo es utilizada 
en la descripción aproximada de la propagación 

unidireccional de ondas de gran longitud en ciertos 
sistemas dispersivos no lineales y es similarmente 
útil como un modelo para ondas de gran longitud 

en muchos otros sistemas físicos. 
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Una pregunta importante que se debe responder en el estudio del 
problema de valor inicial no-lineal (KdV), está relacionada con la depen­
dencia continua de la solución en el dato inicial; que consiste en estudiar 
y establecer, si es posible, la continuidad de la aplicación IJI : cp ~ u con 
las topologías apropiadas. La razón de su importancia viene del hecho 
que el problema de valor inicial que estudiamos proviene de problemas 
físicos y los datos iniciales son cantidades medidas en laboratorios y por 
lo tanto están sujetos a errores experimentales. Desde este punto de vista 
la pregunta de la dependencia en el dato inicial consiste en mostrar que 
si los errores de medida son pequeños entonces la solución varía poco. 

La idea central de la prueba es debida a J. Bona y R. Smith. Quere­
mos destacar que la idea que presentaremos es aplicable a una gran clase 
de problemas no lineales. 

Sean u =u (t) y un =un (t), n E N, soluciones de (KdV11 ), con 
valor inicial cp y cpn, respectivamente y cpn -+ cp cuando n -+ oo en 
H 8 (R). Construimos, 'PE e 'P~ E H 00 (R) tales que 'PE -+ cp, 'P~ -+ 'Pn 
cuando E-+ o+ en H• (R), donde el segundo límite es uniforme en n E N. 
Consideramos uE = uE (t) y u~ =u~ (t) las soluciones de (KdV 11 ), con 
dato inicial 'PE y cp~, respectivamente y mostramos que u~ (t) -+ un (t) 
cuando E-+ o+ en s· (R) y que la solución aproximada UE (t) depende 
continuamente de 'PE en H 8 (R). Debido a la convergencia uniforme en 
n de cp~ -+ cpn se seguirá entonces que un (t) -+ u (t) cuando n -+ oo en 
H 8 (R) y por tanto la dependencia continua. 

Para construir las funciones 'PE con las propiedades requeridas se 
utiliza la siguiente proposición. 

Proposición 1 (Aproximaciones de Bona-Smith). Sea r¡ E e[{' (R) 
tal que Im(r¡) e [0, 1] y sop(r¡) e [-1, 1]. Si para cada x E R, 'ljJ (x) = 
1- r¡ (x), entonces 'ljJ(k) (O)= O para todo k E N. 

Para E > 0 y cp E H 8 (R), s > 0, definimos 

'PE (x) = (r¡ (EÜ <{5) v (x), x E R, (1) 

entonces 'PE E H 00 (R), y para cada E E JO, 1] y cada r > O, existe 
e= e (s,r,r¡) >o tal que 

(2) 
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(3) 

cpE: ---+ cp cuando t: ---+ o+ en H 8 (R) . 

Además, si cpn ---+ cp cuando n ---+ oo en H 8 (R) entonces 

cuando é ---+ o+' uniformemente en n. 

Prueba. Usando (1) y considerando>.= é~ tenemos 

< sup[(l+erlr¡(t:~)l 2 ] r (l+e)"lc;;?(~)l 2 d~ 
€ER JR 

< Ct:- 2
r II'PII;. 

Análogamente, 

II'Pé- 'PII;-r < t:2r sup [(t:2 + >-2 ) -r 1'0 (>.)1
2

] II'PII; 
.\ER 

< Ct:2
r II'PII;. 

Por otro lado, si cp E H 8 (R) entonces 

Dado que lím 'ljJ (é~) = 'ljJ (O) = O, el integrando tiende a cero cuando 
E:-tO+ 

t: ---+ o+. Además, el integrando es acotado por la función integrable 

de aquí aplicando el teorema de la convergencia de Lebesgue, podemos 
concluir que 

II'P" - 'PIIs ---+ o cuando t: ---+o+. 

Finalmente mostraremos que si cpn ---+ cp cuando n ---+ oo en H 8 (R) 
entonces II'P~- 'Pnlls ---+ o cuando é ---+ o+uniformemente paran E N. 
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En efecto, dado¡ > O, 3 N > O tal que Vn > N : II'Pn- 'PIIs < !· Por 
otro lado 

llcp~-cpEII; < k(1+erl(cpn-¡p)(~)l 2 d~ 
II'Pn - 'PII;. 

Seleccionamos Eo pequeño tal que II'P:- cpklls < ! para 1 ~k~ N y 
II'PE- 'PIIs ~!,para E E ]O,t:o]. Entonces 

Observemos que para O < E ~ 1, sea 'PE E H 00 (R) dada por la 
proposición 1 y U¡; E e ([0, TE]; H 00 (R)) la solución de (KdV JL) con dato 
inicial 'PE· Por el teorema 4.2 de [4] se sigue que 

(4) 

donde Pe= PE (t) es la solución de (15) en [4] con dato inicialii'PE (t)ll;. 

Como 'Pc: -t cp cuando t: -t o+ en H 8 (R), se sigue de la teoría 
general de las ecuaciones diferenciales ordinarias que para r' E ]0, T8 [, 

existe Eo > O tal que si O < E ~ Eo entonces PE = PE (t) puede ser 

extendida a [o, r'] y converge uniformemente para p = p (t) en [o, r']. 
Luego para O < E ~ E:o 

IPE (t)l ~ sup lp(t)l =e (s,T',II'PIIs)' o~ t ~ r' (5) 
Os_f~T' 

Por tanto de ( 4) y (5)' podemos extender U e; = UE ( t) a [o, r'] satisfa­

ciendo ( 4) en [o, r'J. 
Lema 2. Si o <E: ~ E:o entonces existe e= e ( s, r'' II'PIIs) tal que 

(6) 

donde uE es la solución de la (KdVJL) con dato inicial 'PE· 
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Prueba. Tenemos 

Ot lluc (t)II;H 
= -2 (u, (t), U6 (t) OxUE (t)) s+1 - 2J-L ll8xuEII;+1 
~ 2e { ll8xuc (t)lls-1 lluc (t)11;+1 

+ ll8xuE (t)lls lluc (t)lls+1lluc (t)lls} 
~ 2e {lluc (t)llslluc (t)ll;+l 

+ lluc (t)lls+llluc (t)lls+llluc (t)lls} 
~e (s, T', II'PIIs) llu€ (t)ll;+l, 

donde usamos (4) y (5). 

En consecuencia 

integrando de O a t obtenemos 

fot 8r llu€ (r)II;H dr ~ fot e llut: (r)II;H dr 

equivalentemente 

usando la desigualdad de Gronwall, se tiene 

lluc (t)11;+1 < lluc (0)11;+1 ef; Cdr = II'Pcll;+l eC.t 

~ II'Pcll;+l eC.T' ~e II'Pcll;+l 

Por lo tanto 

Usando (2) de la proposición 1 con r = 1 en la última expresión, se 
tiene 
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Lema 3. Si O < ó < E :::; Eo < 1, entonces existe una constante 
e= e (s, T', ll<tJII.) tal que 

llw (t)llo:::; sup llu, (t)- Uo (t)llo:::; Ct: 8 

O'S,t'S,T 
(7) 

donde w = u, - u0 y u, = u, (t) , u0 = u0 (t) son soluciones de la 
{KdVIL) con datos iniciales <p, y <p0 respectivamente. 

Prueba. Como u, y u0 son soluciones de (KdV M), entonces u, y u0 

satisfacen respectivamente 

y 

{ 
OtUé + o~u, + Uc:OxUc: - f-LO;u, = o 
u, (O) = <p, 

{ 
OtUo + o~uo + u00xUo - f-LO;u0 = O 
U/j (O) = <p(i 

Restando y de w = uf: - u0 tenemos 

entonces 

pues 

Ot (uc:- uo) + 8~ (uf:- uo) + u,oxuc: 
-UoOxUo- f-LO; (u,- u0) =O 

-WOxW + WOxUc: + Uc:OxW 

u,oxu,- UoOxUo. 

También w (O) = <tJc: - <p0 , por tanto 
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{ 
OtW + !~w- WOxW + Ox (u,w)- f-LO;w =O 
w (O) - <tJc: - <tJo 



Como Ue (t), Uó (t) E H 00 (R), tenemos que w (t) E H 00 (R), 
O :S t :S T' y 

Ot llw (t)ll~ = 2 (w, -8~w + w8xw- Ox (uew) + po;w) 0 

-2 (w, a~w)o + 2 (w, WOxW)o 

-2 (w, 8x (uew)) 0 + 2p (w, a;w)
0 

< 118xuello Jlw2llo :S es lluells llwll~ :S e llw (t)ll~ 
donde usamos integración por partes para calcular (w, w8xw) 0 = O = 
(w,8~w) 0 , la inmersión de Sobolev, (4) y (5). 

Luego, integrando de O a t obtenemos que 

es equivalente a 

llw (t)ll~ :S llw (0)11~ + 1t e llw (r)ll~ dr 

y usando la desigualdad de Gronwall, se tiene 

llw (t)ll~ < llw (0)11~ ect 
CT' 2 < e II'Pe- 'Póllo 

e1 II('Pe- cp)- ('Pó- cp)ll~ 

< e { II'Pe - 'PII;-s + II'Pó - 'PII;_s} 
< e { é2s + J2S} II'PII; :S es2s 

donde usamos (3) con s = r , II'PII =k y el hecho que ó :Sé. 

Luego 

(8) 

llw (t)llo :S sup llue (t)- uc5 (t)llo :S ess. O 
o::;t~T 

Lema 4. Si O < p < s - ~ y con las mismas hipótesis del lema 3, 
tenemos 

11 



J-LS 
donde"( (s) = --. 

J-L+1 

Prueba. De la interpolación de los espacios de Sobolev se tiene 

llw (t)llr:::; Cs llw (t)ll:/• llw (t)ll~-r/s, O:::; r:::; s (10) 

entonces de (6) y (10) tenemos que 

llu" (t)lls+1 llw (t)II'Y llw (t)lls:::; Ccs-1--y llw (t)ll!+-y/s (11) 

donde en la penúltima desigualdad usamos (8). 

Usando la desigualdad de Young en (11) se tiene 

é 8
-

1--y llw (t)ll!+-y/s < 2J-LSc(1- ,!..., )2s +e llw (t)ll; 

< 2J-LsC1--y +e llw (t)ll;, 

donde hemos usado que 2s ( 1- s~-y) ~ -1- 'Y· Luego reemplazando en 

(11) conseguimos la desigualdad (9). O 

Lema 5. Si "( E ]s- 2, s- 1[ y con las mismas hipótesis del lema 3, 
tenemos 

llué (t)ll-y+211w (t)11s-111w (t)ll.:::; e { c2
1J.S + llw (t)ll;}. (12) 

Prueba. En primer lugar por el lema 2 tenemos 

llué (t)ll-y+2 < e (s, T', II<PII.) II'Pt:ll-y+2 =e II'Pt:ll.+(-s+-y+2) 

< Ccs-2--y II'PIIs :::; C1cs-2--y, 

donde usamos (2) con r = "( + 2. 

Luego usando (10) con r = s- 1 y (7) se tiene 

llu" (t)ll-y+211w (t)lls-1 llw (t)lls :::; C'c(s-2--y)+1 llw (t)ll;-1/s. (13) 
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2s 
Usando la desigualdad de Young, con p = -- y q = 2s en (13) 

2s- 1 
tenemos 

< c(s-l--r)2s + (2s- 1) llwll~2 -~ )~ 
2s 2s 

< 
2

1
s [c2118 + (2s- 1) llw (t)ll~] 

< (2s - 1) [c2~'s + llw ( t) 112] 
2s 8 

e (s) [c2118 + llw (t)ll~] , 

donde en la última desigualdad usamos 

2s (s- 1- 1') 2': 211 (s- 1- 1') 2': 2J.Ls. 

Por lo tanto 

Lema 6. Si w es como en el lema 3, entonces 

llw (t)ll~::; llw (t)ll~ + IWw (t)ll~, (14) 

. 3 
SZ S> 2· 

Prueba. Es claro que 

luego multiplicando por lw (()1 2 se tiene 

e integrando 
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k (1+1~1 2)"lwWI 2 d~ < k e(l+e")lwWI2 d~ 

= e fa1w(~)l 2 d~ 

+e IR 1~1 2 " lw (~)1 2 d~ 

equivalentemente 

llw (t)ll; :S llw (t)ll~ + III"w (t)ll~- o 

Proposición 7. Si O < O :S e :S co < 1, entonces existe una constante 
positiva e= e (s, T', II'PII.) tal que 

sup lluc- uc~ll. :se {c'(•l + II'Pc - 'Pc~ll.}, 
o<::;t<::;T' 

~S 3 . 
donde '"'( ( s) = ~ + 

1 
, O :S ~ < s- "2, u e y u,¡ son solucwnes del problema 

(KdV~") con dato inicial 'Pe y cp6 respectivamente, dado por la proposición 
1. 

Prueba. Sea l"u = (1·1 u)v ; l" satisface 

¡;u (0 = 1~1 u(~) y a~I"u (~) = ¡·a~ u(~) 
entonces para O :S t :S Ts y w = w (t) 

14 

8t III"w (t)ll~ 2 (J"w, 8tl"w) 0 = 2 (J"w, I"8tw) 0 

= -2 (I"w, I"8~w)0 + 2 (J"w, ¡• (w8,w)) 0 

-2 (I"w, 1"8, (ucw)) 0 + 2~ (I"w, I"a;w)
0 

-2 (I"w,8~I"w) 0 + 2 (I"w,I" (w8,w)) 0 

-2 (J"w, ¡•a, (ucw))o + 2~ (J•w, a;I"w)o 

= 2 (J"w, I" (w8,w)) 0 - 2 (J"w, ¡•a, (ucw)) 0 

-2~ 118,/"wll~ 
< 2I(J"w, I" (w8,w)) 0 1 + 2I(I"w, I" (w8,uc))0 1 

+2I(I8 w, ¡s (uc8,w)) 01 
= 2 (A+ B + e) . (15) 



Ahora acotaremos cada uno de estos sumandos, 

A = l(¡sw, ¡s (w8xw)) 0 1 

= l(¡sw, ¡s (w8xw)- w¡s8xw + wl8 8xw)0 1 

< l(¡sw, [I 8
, w] 8xw) 0 1 + ~ l(8xw¡sw, l 8 w) 0 1 

donde usamos el conmutador [a, b] = ab - ba, desigualdad triangular e 
integración por partes. Entonces por la desigualdad de Cauchy- Schwartz 
e inmersión de Sobolev tenemos 

A 
1 

< IIIswllo II[I", w] 8xwllo + 2118xwlswllo IIJ"wllo 

< es IIJ"wllo { llwlls ll8xwlls-1 + llwlls ll8xwlls-1} 
1 

+2118xwlswllo lllswllo 

< llwlls ( 2es llwll; + ~ ll8xwlswllo) 

< llwlls ( 2es llwll; +e llwlls) ::; e llw (t)ll;, 

Análogamente 

y 

Volviendo a (15) se tiene por (16), (17) y (18) 

at IIJ"w (t)ll~ ::; e (11w11; + lluells+l llwll, llwlls 

+ lluell,+211wlls-l llwlls + llwll;) 

y del lema 4 se tiene 

8t IIJBw (t)ll~ < e llw (t)ll; +e ( 2J.LSé-l-'Y + llw (t)ll;) 

+e (e2
'"

8 + llw (t)ll;) 

(16) 

(17) 

< e { é* + llw (t)ll;}. (19) 
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Luego integrando (19) de O a t, se tiene 

entonces 

IIJSw (t)ll~ < IIJSw (O)II~ +e ht {e ir,;-+ llw (r)ll;} dr 

< IIJSw (0)11~ +e' e ir,;-+ e ht llw (r)ll; dr. 

Por otro lado, de (14) se tiene 

llw (t)ll; < llw (t)ll~ + IIJ•w (t)ll~ 

< ec28 + IIJSw (0)11~ +e' e ir,;-+ e 1t llw (r)ll; dr 

< ec28 + llw (0)11; + e'c2"~(s) +e 1t llw (r)ll; dr 

< ( ec2s + llw (O) 11; + e' ¿2"1(•)) e e f~ dr 

< e ( ¿2"f(s) + llw (0) 11;) eT' 

< e (c2
'Y(s) + II'PE- 'P<~II;). 

(20) 

donde usamos principalmente (8), (20) y la desigualdad de Gronwall. 

Luego 

llw (t)lls ~ sup lluE (t)- U,¡ (t)ll. ~e (c"f(s) + II'PE- 'P<~II.)' 
09:ST' 

quedando demostrado la proposición. o 

N o es difícil mostrar la siguiente proposición. 

Proposición 8. UE ( t) -+ V ( t) en H S (R) cuando é -+ o+' uniforme­
mente entE [0, T'] y que v (t) =u (t) es solución de (KdVJL). 

16 



Ahora trataremos la dependencia continua propiamente dicha. 

Lema 9. Si w = u~-u", donde u~= u~ (t) y u"= u" (t) son soluciones 
de la {KdVIt) con valor inicial 'P~ y 'Pe respectivamente, se tiene 

IWw (t)ll~ ~ llw (0)11; + eT's2
'(s) +e 1t llw(r)ll; dr, S> ! (21) 

Prueba. De los mismos argumentos usados desde (15) hasta (19) se 
tiene 

luego integrando de O a t se sigue 

¡t 2 ¡t 
IWw (t)ll~ ~ IWw (O)II~ +e lo s* dr +e lo llw(r)ll; dr 

de donde obtenemos la desigualdad (21) D 

Proposición 10. Si u" = u" ( t), u~ = u~ ( t) son soluciones de (K dVIt) 
con valor inicial 'Pe, 'P~ respectivamente, donde 'Pe, 'P~ son las aproxi­
maciones de Bona-Smith asociadas a 'P y 'Pn, respectivamente, entonces 
u~ -+ u" en H" (R) uniformemente cuando n-+ oo y é-+ o+. 

Prueba. Del teorema 4.2 en [4], se sigue que u" (t), u~ (t) pueden ser 
extendidas a [0, T'] sin 2: N0 y O~ é ~ s0 ; también u" y u~ satisfacen 

y 

{ 
OtU" + O~U" + U¡;OxUc - /-LO;u" = O 
U¡; (O) ='Pe 

respectivamente. 

Definamos w = u~ - u", entonces w satisface 

{ 
OtW + olw- WOxW + Ox (u";w)- ¡.¡,o;w =o 
w (O) = 'P~ - <Pe 
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asimismo, para O < t :S T' tenemos 

Ot llw (t)ll~ 2 (w, Otw) 0 

-2 (w, a~w)o + 2 (w, waw)o 
-2 (w, ax (u~w))0 + 2J.L (w, a;w)

0 

-2 (w, Ox (u~w))0 - 2J.L llaxwll~ 
< -2(w,ax(u~w)) 0 

- (w2 ,axu~)0 :S J(w2 ,8xu~)0 J 

< llaxu~IIL"'(R) llwll~ 
< es llu~lls llwll~ :S e' llw (t)ll~ 

donde usamos integración por partes, inmersión de Sobolev, la desigual­
dad de Cauchy-Schwartz y el teorema 4.2 en [4]. Luego integrando de O 
a t, 

llw (t)ll~ :S llw (0)11~ +e' 1t llw (t')ll~ dt', O :S t :S T' 

aplicando la desigualdad de Gronwall se sigue 

llw (t)ll~ < llw (0)11~ e0 ' f~ dt' 

e { IIIP~ - ipn + ipn - ip + ip - IPt: 11~} 

< 3e { IIIP~ - IPnll~ + II~Pn - IPII~ + IIIP- IPt: ~~~} 

< K { II~P~- ~Pnll~ + II~Pn- ~PII~ + ll~P- ~Pt:lln 
e IIIP- IPt:ll~ :S ee28 II~PII~ = ee28 (22) 

donde usamos H 8 C L2 , (2) con r = s, y el hecho que <pn -+ <p cuando 
n-+ oo en H 8 (R). 

Luego usando en(14) las desigualdades (22) y (21) y la desigualdad 
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de Gronwall se tiene 

llw (t)ll; < llw (t)ll~ + IIJSw (t)ll~ 

< ee2s + llw (0)11; + eT'é2-y(s) +e fot llw(r)ll; dr 

< e{llw(O)II;+é2"~(sl+ fotllw(r)ll;dr} 

< e { llw (O) 11; + é2-y(s)} ef~ dr 

< e { llw (0)11; + é2-y(s)} eT' 

< e' { llw (0)11; + é2-y(s)} · 

Luego 

llu~ (t) - Uc; (t) lis ~ e { llir?~ - ipc; lis+ é-y(s)} -+ 0 

cuando n -+ 00 y é -+ o+ completando la demostración de la proposi-
ción. O 

Proposición 11. Si Uc; = Uc; (t), u~= u~ (t) son soluciones de (KdV1.J 
con valor inicial <pc;, <p~ respectivamente, donde ipc;, <p~ son las aproxi­
maciones de Bona-Smith asociadas a <p y <pn, respectivamente, entonces 
un -+ u en H• (R) uniformemente cuando n -+ oo y é -+ o+. 

Prueba. Para t E [0, T'] tenemos 

llun (t)- u (t)lls 
llun (t)- u~ (t) +u~ (t)- Uc; (t) + Uc; (t)- u (t)lls 

< llun (t)- u~ (t)lls + llu~ (t)- Uc; (t)lls + lluc; (t)- U (t)lls, 
(23) 

haciendo ó -+ o+ en la proposición 7 y usando la proposición 1' tenemos 

sup lluc (t)- u (t)lls ~e {é-y(s) + ll<r?c- <r?ll.} 
O:St:ST' 

y 
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luego de (4) y (5) se sigue que el primer y el tercer sumando del lado 
derecho de (23) tienden a cero cuando e ~ o+, uniformemente en t E 

[O,T1
] y en n. D 
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