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ESTUDIO DEL PROBLEMA DE
VALOR INICIAL ASOCIADO
CON LA ECUACION DE
KORTEWEG-DE VRIES II

Aldo Mendoza Uribe y Juan Montealegre Scott

Resumen

El propdsito es probar que la unica solucion del
problema de valor inicial asociado a la ecuacion
de Korteweg-de Vries depende continuamente del
dato inicial ¢ € H* (R) para s > 3. La prueba
estard basada en los estimados de Bona-Smith.
La ecuacion estudiada en este trabajo es utilizada
en la descripcion aprozimada de la propagacion
unidireccional de ondas de gran longitud en ciertos
sistemas dispersivos no lineales y es similarmente

dtil como un modelo para ondas de gran longitud
en muchos otros sistemas fisicos.
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Una pregunta importante que se debe responder en el estudio del
problema de valor inicial no-lineal (KdV), esta relacionada con la depen-
dencia continua de la solucidn en el dato inicial; que consiste en estudiar
y establecer, si es posible, la continuidad de la aplicacién ¥ : ¢ — u con
las topologias apropiadas. La razén de su importancia viene del hecho
que el problema de valor inicial que estudiamos proviene de problemas
fisicos y los datos iniciales son cantidades medidas en laboratorios y por
lo tanto estan sujetos a errores experimentales. Desde este punto de vista
la pregunta de la dependencia en el dato inicial consiste en mostrar que
si los errores de medida son pequefios entonces la solucién varfa poco.

La idea central de la prueba es debida a J. Bona y R. Smith. Quere-
mos destacar que la idea que presentaremos es aplicable a una gran clase
de problemas no lineales.

Sean u = u(t) y u™ = u™(t), n € N, soluciones de (KdV,), con
valor inicial ¢ y ¢", respectivamente y @™ — ¢ cuando n — 00 en
H? (R). Construimos, ¢. e ¢ € H™ (R) tales que ¢ = ¢, @ — @
cuando € — 0%en H* (R), donde el segundo limite es uniforme en n € N.
Consideramos u, = u, (£) y u? = u? (¢) las soluciones de (KdV,), con
dato inicial pe y 9%, respectivamente y mostramos que uZ (t) — u" (t)
cuando £ — 0% en H® (R) y que la solucién aproximada u. (¢) depende
continuamente de ¢, en H® (R). Debido a la convergencia uniforme en
n de ¢l — " se seguird entonces que u” (t) — u(¢) cuando n — oo en
H?® (R) y por tanto la dependencia continua.

Para construir las funciones ¢, con las propiedades requeridas se

utiliza la siguiente proposicion.

Proposicién 1 (Aproximaciones de Bona-Smith). Sean € C§° (R
tal que Im(n) C [0,1] y sop(n) C [-1,1]. Si para cada z € R, ¢ (z) =
1 -7 (z), entonces 4(*) (0) = 0 para todo k € N.

Parae >0y ¢ € H*(R), s > 0, definimos

pe (z) = (n(e€) 9)" (2), z€R, (1)

entonces . € H® (R), y para cada ¢ € 10,1] y cada r > 0, existe
C=C(s,r,n) >0 tal que

llellysr < Ce™" Il (2)



”(pé' - Solls—r S CET “SOHS (3)
e —  cuando € — 0% en H* (R).

Ademds, si ™ — ¢ cuando n — oo en H® (R) entonces

lle —"{l; — 0

cuando € — 07, uniformemente en n.

Prueba. Usando (1) y considerando A = &f tenemos

<2 1+¢2) 2 1+ ) 1591 d

ool < sup [0+ o] [ 0+ e) poPa
< Cem gl

Anélogamente,

lpe =l < e sup [(€2+32) 7 [ P Nl
AER

cer ol

IN

Por otro lado, si ¢ € H® (R) entonces
o =l = [ (1+€)° I O 1B de
R

Dado que l1’r(r)1+ ¥ (e€) = ¥ (0) = 0, el integrando tiende a cero cuando
e—

€ — 0%. Ademads, el integrando es acotado por la funcién integrable
(1+€)°1@ (o) de

de aqui aplicando el teorema de la convergencia de Lebesgue, podemos
concluir que

llpe — ¢ll, = 0 cuando e — OF.

Finalmente mostraremos que si ¢™ — ¢ cuando n — oo en H® (R)
entonces ||p? — ¢"||; — 0 cuando ¢ — Otuniformemente para n € N.



En efecto, dado v > 0, 3 N > 0 tal que Vn > N : {lo™ ~ ¢||; < %. Por
otro lado

ez el < [ (1+8)° 1@ -3) O a
R
= lle" = oll;-

Seleccionamos €9 pequefio tal que ”gof - cpk”s <Ztparal<k<Ny
llpe — ¢ll, < 2, para € €]0,£0]. Entonces

lo? — ™, < llef = @elly + llee — @l +lle =™, <v. D

Observemos que para 0 < € < 1, sea . € H* (R) dada por la
proposicién 1y u. € C([0,T.]; H* (R)) la solucién de (KdV,) con dato
inicial .. Por el teorema 4.2 de [4] se sigue que

llue (Oll, <pe (1), 0<t<T, (4)
donde p. = p. (t) es la solucién de (15) en [4] con dato inicial ||¢. (t)[|§

Como ¢, — ¢ cuando € — 0% en H®(R), se sigue de la teoria
general de las ecuaciones diferenciales ordinarias que para T € ]0, T,
existe €g > 0 tal que si 0 < € < go entonces p. = p. (t) puede ser

extendida a [O,TI] y converge uniformemente para p = p(¢) en [0, T'].
Luego para 0 < e < &g

eI < sup lp@®)]=C (5,7, llell,), 0<t<T  (5)
0<t<T’

Por tanto de (4) y (5), podemos extender u. = u. (t) a [O,T'] satisfa-

ciendo (4) en [o, T'] .

Lema 2. Si0 < e < gy entonces ezxiste C = C (s,T’, ||<p||s) tal que

e Ollgyr < Cllgellyyy, 0<t<T, (6)

donde u. es la solucion de la (KdV,) con dato inicial ..



Prueba. Tenemos

B llue (OI1Z,,
= —2(u, (), ue (t) Oz uc (t)>s+1 - 2p ||81.u5||§+1
< 26 {185t O, - lue B34

+ 118z (O, e ()4 llue I}
< 20 {Ilue @)1, lue I,

+ e ()]s llete (@)1 llee @11}
< C (s, lloll) lue DN,

donde usamos (4) y (5).

En consecuencia
2 2
Ot llue (Olls11 < C (s, T Mlooll) Hue (B4 s

integrando de 0 a t obtenemos

t t
A@mmw;wsﬂcmmw;m

equivalentemente

t
e 1, <l O+ | Clhue ()12,
usando la desigualdad de Gronwall, se tiene

2 2 t 2 C.
lue (B)lI20 < Nlue (0)]24; o O = [lpel2, €&

2 T 2
< ”‘Pe”s+1 e T SCH‘PEHS-H

Por lo tanto
flue Ollsr1 < Clleellyyr

Usando (2) de la proposicién 1 con r = 1 en la dltima expresién, se
tiene

llue (Dllsr1 < Clleellysr < Ce™Hlgllgyy < Cle™ o



Lema 3. Si0 < § < e < g9 < 1, entonces existe una constante
C=C(s,T,¢ll,) tal que

lw ®lp £ sup [lue (8) —us t)[ly < Ce* (M)
0<t<T

donde w = u, —us ¥y U = we (t) , us = ug(t) son soluciones de la
(KdV,) con datos iniciales p. y s respectivamente.

Prueba. Como u. y us son soluciones de (KdV,), entonces u. y s
satisfacen respectivamente

{ Qe + B3ue + uOpue — pd2u. =0
Ue (0) = Qe

Orus + 8§U5 + usOpus — pagu(; =0
us (0) = s
Restando y de w = u, — us tenemos
O (ue — ug) + 83 (ue — us) + ucdyu,
—usOpus — po2 (ue —us) =0

entonces

0w + O2w — wlpw + 8, (uew) — pdw = 0,

pues

—wlw + O (uew) = —wlyw + wiyu, + udpw

UeOpe — U500z Us.

También w (0) = ¢, ~ s, por tanto

{ Sw + 03w — wlw + 8, (uew) — pd2w =0
w (0) = ¢e — s
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Como u (t), ug (t) € H*® (R), tenemos que w(t) € H* (R),
0<t<T'y

By [lw (t)]I2

2 (w, —3w + whw — 8, (uew) + pdiw),
= —2(w,Bw), +2(w,wdw),
=2 (w, 8y (uew))y + 2p (w, 8§w>0
< utielly [97]], < Co el Iol? < C llw (B2

donde usamos integracién por partes para calcular (w,wd,w), = 0 =
(w,33w), la inmersién de Sobolev, (4) y (5).

Luego, integrando de 0 a t obtenemos que

t , t ,
/Oar”u)(r)“odrg/o Cllw (r)||5 dr

es equivalente a

llw ($)115 < Ilw (0)|f5 + / C llw (r)|lg dr

y usando la desigualdad de Gronwall, se tiene

o Olly < [lw (0)]f5 e
< T lee - pslly
= C1ll(ee —0) — (05 — 9)llg
< C{llpe = el +llps — wlli, }
< C{e* + 6} gl} < Ce* 8)

donde usamos (3) con s =7, ||p|| =k y el hecho que § < e.
Luego
lw ®)llp < sup lue (t) = us (B)l], < Ce®. 0
0<t<T

Lema 4. Si0 < p < s-— % y con las mismas hipdtesis del lema 3,
tenemos

e ()l o L, o ()], < € {2 + 2}, (9)
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s

donde v (s) = g

Prueba. De la interpolacién de los espacios de Sobolev se tiene
ko ()11, < Cllw I hw Oy, 0 < <'s (10)
entonces de (6) y (10) tenemos que

e @)1l Il @B o @)1, < Ce*2 = flw (@177 (11)
donde en la peniltima desigualdad usamos (8).

Usando la desigualdad de Young en (11) se tiene

1

2use(1=77)% 4 clw (2)])2

_1— 1+
S lw @ <
< 2use T 4 ellw @2,

siv) > —1—1~. Luego reemplazando en

(11) conseguimos la desigualdad (9). O

donde hemos usado que 2s (1 -

Lema 5. Si v € ]s~2,5— 1] y con las mismas hipétesis del lema 3,
tenemos

lte Ol 1w O],y Ik (@), < C{e + Jw @12} (12)

Prueba. En primer lugar por el lema 2 tenemos

A

”us (t)||7+2 = C (3’ Tla ||¢Hs) ”QDE”»H_Q =C ”‘p6“3+(-—s+7+2)
Ce 7 lgll, < Cre*™*7,

IN

donde usamos (2) con r =y + 2.
Luego usando (10) con r = s — 1y (7) se tiene

e @)l 42w @)ll,—y lw @)1, < C'e@=2H lw @IEH. (18)
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Usando la desigualdad de Young, con p =

a1 Y g = 2s en (13)
tenemos

29

els=1-7)2s . (25 — 1) ||w||£2—%)2’—1

(s=1=7) | 271/ <
€ lelly - 2s 2s
1 2
< o[+ s - DI O]
2s—1
< LD o 2]

= CE [+l @I,
donde en la dltima desigualdad usamos
2s5(s—1—19)>22u(s—1—1) > 2us.
Por lo tanto

e llysz [ @y e @], < C {2+ w@IF}. O

Lema 6. Siw es como en el lema 3, entonces
llw @15 < llw @)1lg + 17w @)l (14)

. 3
18> 5.
Prueba. Es claro que

(1+169) <c+e),

luego multiplicando por |w (§)|2 se tiene

(1+16P) 1w @©F < € (1+€°) [w (©)*

e integrando
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(i) wira < [ oarenmera
¢ [ 1wl de
R

+C /R €2 Jw (6) de

equivalentemente

llw OI? < llw @)1 + 175w @)]]5- O

Proposicién 7. Si 0 < § < e < gy < 1, entonces existe una constante
positiva C = C (s, T, ||pll,) tal que

sup _ue = usll, <C {7 + . - sl },
0<t<T
i
dond =
onde 7 (s) 1
(KdV,) con dato inicial . y s respectivamente, dado por la proposicién
L
Prueba. Sea I*u = (|-| @)" ; I° satisface
Fu(€) = 6@ (6) v oI°u(€) = I*Ofu (§)
entonces para 0 <t < T y w = w (t)
8 ||1Pw@)E = 2(IPw,8.I°w), = 2 (I*w, I*Gw),
= 2(IPw, I°83w), + 2 (I*w, I’ (wd,w)),
—2(I*w, I*8; (uew))y + 2p (I*w, I“’@iw)o
= =2(I*w,0ilPw), + 2 (IPw, I° (wd,w)),
—2({Pw, I*8; (ucw))y + 2p (I*w, 0;‘:]311))0
= 2(I*w, I’ (wi,w)), — 2 (I°w, I°0; (u:w)),
~2u]|8: I wll;
< 2|IPw, If (wOrw))g| + 2 {[{(I°w, I (wOzue)),|
+2 (IPw, I? (u.0,w)),)
= 2(A+B+0C). (15)

s 3
—, 0 < s 5 Ue Y Us SON soluciones del problema
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Ahora acotaremos cada uno de estos sumandos,

A = [(IPw, I° (wdyw)),l
= [IPw, I* (wOw) —wl’O;w + wl’Ow),|

1
(1*w, (1%, w] Baw)ol + 5 [(Gewl*w, I*w)|

IN

donde usamos el conmutador [a,b] = ab — ba, desigualdad triangular e
integracién por partes. Entonces por la desigualdad de Cauchy- Schwartz
e inmersién de Sobolev tenemos

1 8
A < Irwlo I wl dawlly + 5 10w wlly (1 w]lg
< Colirrully {lloll, 10zwll,_y + lleoll, 10zwll,—y }
1
+5 lzwl*wly 7w,
1 S
<l (26wl + 3 lo.wrull
2 2
< Jwll, (26 Il + Cllll,) < Cllw @1, (16)
Andlogamente )
B <Cluw®l (17)

C < K {lhuellyg ol ol + Yl g loll_y Tl + ol 18)

Volviendo a (15) se tiene por (16), (17) y (18)
oulrw @y < O (Ill] + lluellyyy ool ol
o el Mool Il + Il
y del lema 4 se tiene
alrw®l < Clw@®I}+C (2mse™ 7 +w B)I)
+C (% + [lw 117
c{e™ + lw @i} (19)

IN
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Luego integrando (19) de 0 a t, se tiene

t 5 2 2us 9
[ otremizar < [ o{et +jwmikar),
0 0

entonces
s 2 s 2 ¢ 243 2
irw @l < Wew©)l+e [ {5+ w e} dr
t
< WO+ 0 [ u )R
0

(20)
Por otro lado, de (14) se tiene

lw®F < flw @ + 1Pw @)

t
< CE® +||IPw (0)|)% + Cleiti +c/ lw ()| dr
0
t
< C 4w O + '@ 4 ¢ / lhw ()2 dr
0
< (Ce 4w (O))F + €'} eC S dr
< C (2 +wO))2) ™
< C(27C) +llpe — psll2)

donde usamos principalmente (8), (20) y la desigualdad de Gronwall.

Luego
ko @, < sup_llue () = us (), < C () + llpe = wsll,)
0<t<T’
quedando demostrado la proposicién. a

No es dificil mostrar la siguiente proposicién.

Proposicién 8. u. (t) — v(t) en H®* (R) cuando ¢ — 0%, uniforme-
mente en t € [0,T'] y que v (t) = u(t) es solucién de (KdV,,).
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Ahora trataremos la dependencia continua propiamente dicha.

Lema 9. Siw = u? —u,, donde u? = ul (t) y ue = u. (t) son soluciones

de la (KdV,) con valor inicial ¢? y @, respectivamente, se tiene
2 2 ‘ 2
11w ($)]ls < llw (O)]I; + CT'*") +C/0 lw(r)ll;dr, s >§  (21)

Prueba. De los mismos argumentos usados desde (15) hasta (19) se
tiene

248
durw ()l < € {5 + w2},

luego integrando de 0 a ¢ se sigue
2 2 - t 2
1w @I < e ) + ¢ [ #iarvc [ e ar
0 0
de donde obtenemos la desigualdad (21) O

Proposicién 10. Siu, = u. (1), u? = ul (t) son soluciones de (KdV,)
con valor inicial ., @7 respectivamente, donde ., son las aproxi-
maciones de Bona-Smith asociadas a ¢ y @™, respectivamente, entonces
u? — u, en H® (R) uniformemente cuandon — oo y e — 0t.

Prueba. Del teorema 4.2 en [4], se sigue que u. (t), u? (t) pueden ser
extendidas a [0,T'] sin > Ny y 0 < & < €p; también u, y u? satisfacen

{ Orue + O3ue + u O u. — ud2u, = 0

ue (0) = e
y
{ Ou + 83ul + ulOul — udZut =0
ug (0) = ¢¢
respectivamente.

Definamos w = ul’ — u,, entonces w satisface

{ Sw + Bw — whw + I (uPw) — pd2w =0
w (0) = ¢f — .

17



asimismo, para 0 < t < T" tenemos

Billw@®lly = 2(w,duw),

= -2(w,d%w ) + 2 (w, wow),
~2(w, 8y (ulw)), +2p<w,82w)0
~2 (w, 8, (ufw)), — 2p]|0zwlf3

< -2(w,0, (uew))0

= - <w2,81u?>0 < |<w2,8zu?)0[
< 10562 oo ry Nl

< G llulll, wlls < C" flw (2))12

donde usamos integracién por partes, inmersién de Sobolev, la desigual-
dad de Cauchy-Schwartz y el teorema 4.2 en [4]. Luego integrando de 0
at,

t
llw I < flw ()2 + C" / o (@2 de, 0<t<T

aplicando la desigualdad de Gronwall se sigue

lw @l < llw (O)ll e %o ¢
= c{lr-¢"+o"—p+o—weli}
< 3 {ller — ¢ll3 + llo™ = ol + llp — ¢ell3 }
< K{ller =" +lle™ = oll2 + llp - w3

Il

Clle — pelly < Ce* [lpll2 = Ce? (22)

donde usamos H® C L%, (2) con r = s, y el hecho que ¢® — ¢ cuando
n — oo en H® (R).

Luego usando en(14) las desigualdades (22) y (21) y la desigualdad

18



de Gronwall se tiene
lw O < [w @l + 1IPw @)

t
< O+ ()2 +CT'eM® 4 C / ()2 dr
0

t
c{iwiE+e+ [l )
0
O {llw OIff +&27 | efo &
C {ilw O)I + 7} &

¢ {llw @)+ .

IN

IA

Luego
laz (8) = e (O], < € {llgt = eell, + 7€)} 0

cuando n — oo y € — 07 completando la demostracién de la proposi-
cién. O

Proposicién 11. Si u. = u. (1), u? = u? (t) son soluciones de (KdV,,)
con valor inicial pe, @7 respectivamente, donde @e, 2 son las aproxi-
maciones de Bona-Smith asociadas a ¢ y o™, respectivamente, entonces
u™ — u en H* (R) uniformemente cuando n — co y € — 0T,

Prueba. Para t € [0,7"] tenemos
[u™ (@) — v (@),
llu™ () — wg (8) + ug () — we () + ue (8) —u (D),

llu™ (@) = ug @)l + llug (@) —ue O], + llue () —u @,
(23)

I

IA

haciendo § — 07 en la proposicién 7 y usando la proposicién 1, tenemos

sup |lue (&) = u (], < € {7+l - ol }
0<t<T"

sup_[|u (t) = uZ @), < € {7 + " — 21, }
0<t<T’

19



luego de (4) y (5) se sigue que el primer y el tercer sumando del lado
derecho de (23) tienden a cero cuando ¢ — 0T, uniformemente en ¢ €
[0,7"] y en n. O
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