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ACERCA DEL PROBLEMA DE
POINCARE

Percy Ferndndez Sdnchez

Resumen

En este articulo damos un breve resumen de algunos avances
obtenidos acerca del Problema de Poincaré. Comenzamos
discutiendo el Problema de Poincaré, luego abordamos el

Teorema de Cerveau-Lins Neto [7] y el Teorema de Carnicer

[6]. Para finalizar comentamos algunos resultados obtenidos
por Brunella [1] y los resultados obtenido por Corral y el

autor de este articulo [8]
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Introduccion

Para establecer el Problema de Poincaré consideramos un cam-

po de vectores polinomial X = P(m,y)% + Q(z,y)a—y en C?, esto

es, P(z,y) y Q(z,y) son polinomios complejos. El grado d de X es
definido como el mammo de los grados de P y @. Asi, podemos es-

cribir: P(z,y) Zl, P(z,y) @ = Zz-—OQ (z,y), donde P, y Q; son
polinomios homogéneos de grado i, siendo P; é Q4 no nulo.

El campo X induce una foliacién F en el plano proyectivo complejo
P2, para ello consideremos las coordenadas (u,v) y (s,t) de esta variedad,
cuyos cambios de coordenadas son:

-1
v= 2

En las coordenadas (u,v) el campo X se expresa como

d d
1 v\ 0 1 1w U 1w 0
2 2
Pii—,~) 5 =Qi|— -] —-=h
UZZ:; (u u>8u+u;(uQ (u u) u (u u))@'v
Una curva algebraica en P? definida en coordenadas afines (z,y)

por la ecuacién polinomial C : R{z,y) = 0, es F-invariante si XAR&

es un polinomio, siendo X el campo vectorial que genera F en esta
coordenadas.

_f7

| f

Si Q4 — y Py no es idénticamente nulo, la recta del infinito {u = 0}
es F-invariante y, en este caso evidentemente hay més de d tangencias
entre la foliacién y la recta del infinito.

Si zQq — yPy es idénticamente nulo, la recta del infinito {u = 0}
no es F-invariante vy, en este caso, el nimero de tangencias de F a esta
recta es dado por el ndmero de raices de la ecuacién P;(0,v) = 0, que es
d-1.

Por esta razén definimos el grado de la foliacién F generado por
X por d — 1 en caso que zP; + yQ4 sea idénticamente nulo y por d en
caso que zPy + yQ4 no sea idénticamente nulo. Se puede verificar que
cualquier recta no F-invariante tiene el mismo nimero de tangencia.

Una funcién racional F' = % (G y H son polinomios) es una integral
primera de F si X(F) = 0. Cuando F sea una integral primera, las curvas
algebraicas a1G + asH = 0, [a; : az] € P! son F-invariantes.
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Ahora ya estamos en condiciones de formular el Problema de Poincaré,
el cual consiste en acotar el grado de las curvas algebraicas F -invariantes
por el grado de la foliacion F, [12].

Poincaré planted este problema con el objetivo de hallar integrales
primeras de la foliacién, efectivamente, si F' = % es integral primera tan-
to G = 0 como H = 0 son curvas F-invariantes, de ahi que si conocemos
de algiin modo una cota para las soluciones algebraicas podemos escribir
F con coeficientes indeterminados y de ahi resolver las ecuaciones que
aparecen por la ecuacién X (F) = 0.

Debemos advertir que el problema de Poincaré no siempre tiene
solucién: por ejemplo la foliacién generada por el campo vectorial X =

nr— + myé—, admite las siguientes curvas invariantes: a;y" — a2z™ =
)

Oz
0, [a1 : @3] € P! de grado el méximo entre m y n, sin embargo la
foliacién tiene grado 1. Otros ejemplos mds sofisticados pueden ser ha-
Nados en [10]. Surge entonces la interrogante: ; Cudndo el posible resolver
el problema de Poincaré?. Este trabajo consistird en deslindar esta in-
terrogante y analizar condiciones sobre la foliacién para que sea posible
resolver el Problema de Poincaré.

1. Invariantes Locales

Sea M una superficie holomorfa y F una foliacién con conjunto
singular Sing(F) C M aislado. Asi, alrededor de cada punto p € M existe
coordenadas (z,y) con p = (0,0) siendo F generado en una vecindad de
p por las érbitas de un campo vectorial holomorfo

0 0

o dualmente por la 1-forma tangente a X
w= ——b(xi y)dl‘ + a’("l"a y)dya

a y b son funciones holomorfas irreducibles (F tiene singularidad aislada).
El punto p € Sing(F) si a(p) = b(p) = 0.

23



Sia=ay,+ayp1+-- yb=b, +b,41 +---, son los desarrollos de
Taylor de a y b, donde a, # 0 o b, # 0, entonces el nimero v = v,(F)
es llamado multiplicidad de F en p.

El ntimero p = p,(F) = dime 728 7e.4y» donde O es el anillo de gérmenes

de funciones holomorfas en 0 y (a,b) es el ideal generado por a y b, es
llamado nimero de Milnor.

La singularidad p de la foliacién es llamada reducida en el sentido
de Seinderberg si la parte lineal de X es no nula y tiene dos autovalores
no nulos cuyo cociente no es racional positivo (singularidad simple) o
tiene un autovalor nulo o el otro no (silla nodo). Las singularidades
reducidas han sido muy estudiados tanto en sus aspectos analiticos como
topolégicos, para una informacién detallada recomendamos ver [4].

A fin de obtener singularidades reducidas realizamos explosiones
centradas en p, esto es, una variedad M y una aplicacién 7 : (M, E) —
(M,p), donde E = 7~ 1(p) es una linea proyectiva llamada conjunto
excepcional. Alrededor de E existe vecindades con coordenadas (z,t) (en
estas coordenadas F es dado por z = 0) y (s,y) (en estas coordenadas
E es dado por y = 0) cuyo cambio de coordenadas es (1,tz) = (s,9). En
estas coordenadas 7 admite las representaciones locales:

m(z,t) = (z,tz) = (z,y) vy 7(s,y) = (sy,9) = (z,v).

Seinderberg probé que mediante un nimero finito de explosiones las
singularidades pueden ser reducidas [13].

La imagen reciproca de X por 7 induce un campo vectorial alrededor
de E dado por

X =z"(a,(1,t) + zay+1(1,8) + - - )C% + 271 (b, (1,1) + ta,(1,1))

s (1) + taa (L) + ) (1)

en las coordenadas (z,t). A fin que 7*X tenga singularidades aisladas
dividimos los ceros de este campo (que cuando los tiene coincide con E).
~ X
X== (2)

!

donde | = v —1 6 v segin zb, (z,y) + ya,(z,y) sea nulo o no, respectiva-
mente. En el primer caso p recibe el nombre de singularidad no-dicritica
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y en el segundo caso singularidad dicritica. Como el campo X tiene sin-
gularidades aisladas induce una foliacién alrededor de E denotado por
™ F.

Un separatriz de F en p es una curva analitica definida en una
vecindad de p pasando por este punto F-invariante.

Recalcamos algunos términos utilizados en Geometria Analitica Lo-
cal, por ejemplo, una rama es una curva analitica irreducible, el cono tan-
gente de una curva analitica S : f(z,y) = 0 pasando por p = (0,0) es una
curva algebraica (en realidad una unidn de rectas) dada por fi(z,y) =0,
donde f = fi + fi+1 -+, siendo f; los polinomios homogéneos de grado
7y fr #0, ademads el nimero k es llamado multiplicided de S en p y
denotado por vp(S).

Sean B una separatriz irreducible de F en py ¢ = (¢1,92) :
(C,0) — (C2%,0) una parametrizacién Puiseux de B. El campo X in-

duce el campo X = ha en (C,0) y ambos inducen derivaciones las
cuales tornan el siguiente diagrama conmutativo

Clz,y} > Clz,y)
we ] 1 o
c{ty 5 cy

La multiplicidad de F alo largo de B en 0 es definida por ig(F, B) =
orden ¢*(X) en 0 = orden h(t) en 0, ([3]). Aprovechando la conmuta-
tividad del diagrama tenemos

% :X’ogo*(l') =‘P*°X($)=a((p)

esto es,

- _ [ vlalp)) —v(p1)+1 sipr #0
WolF ’B)‘{um(w))—v(m)ﬂ Si pa £0 ®)

Proposicién 1. Si B’ es la transformada estricta de B por medio de
m y p' € E; N B'. Entonces tenemos

ip(F,B) = iy (n*F,B") + vp(B)(1p(F) — 1) si7 es no-dicritico (4)
ip(F,B) = ip(n*F,B') + vp(B)vy(F) si m es dicritico (5)
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Prueba: Sea ¢ = (p1,¢2) : (C,0) — (C2,0) la parametrizacién de
una rama B. Podemos suponer que ¢; # 0, esto significa que el cono
tangente de B no es el eje y, entonces B’ puede ser descrita en las
coordenadas (z,t) que satisfacen la relacién y = ¢z, esto es, n(z,t) =
(z,zt). Entonces una parametrizacién de B’ es ¢ = (i1, %) Como en
(1),sia=ay+ays1+--- yb="b, +b,41 + - son los desarrollos de
Taylor de a y b, tenemos
X =2'X

donde Il = v — 1y ! =vsi0 es no-dicritica o dicritica respectivamente,
y X describe la foliacién #*F en las coordenadas (z,t). Luego como
T oY =  tenemos

X = (mo@)* X =" (n*X) = ¢ (' X) = o} $"(X).
de esta igualdad se sigue el resultado, pues ord(y1) = v,(B) y el indice
iy (m*F,B') = ordg*(X) . O

Observaciéon 1. Una observacion clave para entender la demostracién
del siguiente resultado es la siguiente identidad: ¢*(7*X) = (me@)*X =
p*X.

2. Resultados Principales

En esta seccién mostraremos que el grado de una foliacién no-
dicritica sobre el plano proyectivo P? acota el grado de las curvas al-
gebraicas invariantes por esta foliacién. Comenzamos con un resultado
debido a Cerveau y Lins-Neto [7].

Teorema 1 (Cerveau-Lins). Sea F una foliacion sobre P? de grado d
y C una curva invariante por F de grado m. Entonces

XC)+md—-1)=Y Y iy(F,B),

p€C BeC{p}

donde X(C) es la caracteristica de Euler del normalizado de C y C{p}
es el conjunto de ramas pasando por p.

Prueba: Considere una recta L en P? que sea transversal a C, esto
es, en L N C no hay puntos singulares de la foliacién F y alli son ellos
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transversales. Identifiquemos por C? = P? — L y aqui consideramos las
coordenadas afines (z,y).

Si p € LN C hacemos un cambio de coordenada 9 (u,v) = (%, )=
(z,y). Por otro lado, si X es un campo vectorial que define F en las
coordenadas afines (z,y), entonces ¢*X = 5V, donde Y es una cam-
po holomorfo que define F en las coordenadas afines (u,v). Entonces
ordp*(¥*X) = —(d — 1) (Y no se anula en ningin punto de la recta L).

Sea 7 la composicién de explosiones de puntos que desingulariza
F. Por definicién X'(C) es la Caracteristica de Euler de transformada
estricta C' de C. Teniendo en cuenta que L N C tiene m puntos y la
Observacién (1), por el Teorema de Poincaré-Hopf , X(C) = (X|¢)o —
(Xle)oo = Zp ¢ (r*X)—m(d-1) = Zpec ZBec{p} iy (F1, B')—m(d—
1) y esto concluye la demostracién del teorema. O

Mediante este resultado Cerveau y Lins-Neto en [7] resuelven el
Problema de Poincaré para el caso en que la curva algebraica localmente
alrededor de las singularidades es una separatriz regular o tiene cruza-
miento normal, esto es, localmente es expresado por la ecuacién z = 0
6xy=0.

Basdndose en este mismo resultado Carnicer [6] muestra que toda
foliacién no-dicritica satisface el Problema de Poincaré, para ello uti-
lizaremos el siguiente resultado técnico cuya demostracién puede ser en-
contrada en [3].

Lema 1. Sip es una singularidad no-dicritica de F entonces

vp(F)+1= > ig(7*F,E).
g€ ENSing(n*F)

Prueba: Supongamos que F sea generado por el campo vectorial X =

a(z,y)—a—; + b(x,y)a—y entonces el campo que genera 7*F es el campo

)?, vea (2), el cual es justamente X = 1—;%(—, dondel =v —10 v segin p
sea no-dicritica o dicritica respectivamente. Como nuestro caso es el no-
dicritica zb, (z,y) + ya, (x,y) es no nulo. Si ¢ = (0,ty) € Sing(rm*F)NE,
entonces iy(7*F, E) es la multiplicidad de to como raiz de b,(1,t) +
ta,(1,t). Por lo tanto

27



1¢(7*F, E) = grado(b,(1,t) + ta,(1,t)) = vp(F) + L.
g€ ENSing(n*F)

Consideremos una sucesién de explosiones puntuales:
My B My, ™5 B M D My = M.
Sea E{l) = 77} (p) el divisor excepcional, D; = E§1) y Fi = wmF.
Inductivamente, si p,_1 € Dy—1 C M1, definimos:

EM™ =7, (pn1) v E,(cn) = W:ZE,(cn—l), sik=1,...,n—1,

donde convenimos py = p y My = M. De estas notaciones debe notarse
que D, = E'g") u...u E,(ln) . Para simplificar las notaciones denotamos
.7:" = 7T;.7:n_1.

Al excepcional Efl) le asociamos el peso, p(E{l)) = 1. Inductiva-

mente definimos el peso para los demés conjuntos excepcionales:

p(EM) = ST pBMY) vy p(BP) = p(BSTY),
pn—lGE,(cn_l)
sik =1,...,n—1. Por ultimo, definimos la multiplicidad relativa alterada

para q € E,(cn) N Sing(F,) a lo largo de E,(c") como:

i (F E(n)) _ iq(fn7E](cn)) —1 cuando q es esquina
Tk iq(Fn, E,(c")) cuando ¢ no es esquina

Teorema 2. Sip € M es una singularidad no-dicritica de F entonces

vo(Fo)+1= 3 p(BI)it(Fa, EX).
q€ENSing(Fy)

Prueba: La prueba serd realizado por induccién en el nimero de ex-
plosiones n. El caso n = 1 es el Lema 1. Suponga el resultado valido para
n explosiones. Realicemos una explosién 7,11 en p, € D,. Conforme a
la definicién de multiplicidad, antes adoptada, tenemos que analizar dos
€asos:

i) La singularidad p, no es unae esquina.
Sip, € E,(c"), el tnico término modificado por la explosién en p, es:
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p(BM)iz (Fu, B = p(EM)iy, (Fn, EX). Si g € ED 0 ECAY,
entonces de la Proposicién 1 tenemos:

ig(Fns, Y = i (Fy BUY) = (v (Fn) = 1).
Luego

p(ES)it (Fy BEY = p(BE) (g (Frgr, EUTY) = 1)
+ p(E™ Yy, (Fa). (6)

Como ¢ es una esquina
i (F E(n+1) e E(n+1) 1
Zq( n+1ly &g ) = Zq(fn+17 k ) .

Puesto que E,(C”H) es la linica recta proyectiva de D(™+1) que intercepta

E(Y, tenemos:

p(EVY) = p(BY).

Por el Lema 1

Vp (Fp) +1= > ir(Fppr, B,
re BV nSing(Fata)

Reemplazando estas tres tltimas identidades en (6) tenemos

p(El(cn))i;"(]:mE(n)) (E("+1)) i (Fas1, E ("+1))
+ p(ESD) g (Farr, BSTY) - 1)
+oEFD) Y nFan B
re(BIEY —{ah)
= p(E](cn+1))i;n (Frt1, E(n+1))
+ (BN (P, BITY)
+oESEY) Y a(Far B,
re(BEY ~{ah)

ii) La singularidad p, es una esquina.
Entonces la explosién en p, modifica los términos
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PE)is (Fay EX) y p(BEM)is, (Fay EXY). Sean i = ESD nESAY

k1
Y@= E,(c"“) N Er(l'r;l) Tenemos:

P(ES)iS (Fo, BXY) + p(BEL)iS (Fas EX)
= p(E )i, (Fa, BY) - 1)
+ (B (i, (Fa, BR) = 1)
= (B ) (g, (Far ESH) + v, (Fa) = 1) = 1)
+ P(E) (s (Frr B ™) + 09, (Fa) = 1) = 1)
= p(E{V) gy (Fuy BEY) = 1) + p(B) iy (F, BLTY) = 1)
+ (p(EZD) + p(BD)) (vp, (Fa) ~ 1)
= p(EL) (i, (Fan BEHD)) 4 p(BEHD) @, (Foy B tY))

+ p(ESED) vy, (Fa) — 1).

Ahora, del Lema 1 tenemos v, (F,,) +1 = ZreE(n+l) ir(fn_f_l,E,(,:;*il)).
n+1
Luego

vp, — 1= 3 i (Foyr, ECAY) =2
re(BSA)NSing(Fui1)
. n l +1
= Z 'Lr(]:n+1; n—{j ) + ('qu( n+1, nT.lH ) - 1)

re(BESAY ~{a1,92))
+ (igy (Frrr, BSY) = 1)
- ) i2(Fnss, ECTD) 62 (Fapr, ECED)
re(BSHY “{a1.02))
+ ig, (Frnt1, Er(::il))‘
0

Corolario 1. Sea F una foliacién no-dicritica y S = {f = 0} una
separatriz de F. Si Go es la foliacion inducida por df = 0 siendo f la
ecuacion reducida que define S tenemos:

ip(]:: B) Z ip(gS7B)‘

siendo B una rama (componente irreductible ) de S.
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Prueba: Tomemos la resolucién « = m, o ... o m de singularidades de
S
S, 38, ;™5 ... 35 838,=5

donde S; es la transformada estricta de S;_1, sean p = p; € S; N E;,
donde F; es el divisor excepcional. Supongamos que S, es la unién de
s separatrices transversales a E1,...,E,, (77 '(p) = EyU...UE,) en
las singularidades simples pi, ..., ps las singularidades de Gs no pueden
ser sillas nodos [3]. Luego (Gs), es definido localmente por la ecuacién
d(zy) = 0, donde E; = {z = 0}, asi, ip,((Gs)n, E;) = 1. Entonces del
Teorema 2, vp,(Gs)+1 = Y ;_; p(E;). Aplicando las misma explosiones a
F tenemos que los py,...,ps son singularidades de F,, (pudiendo haber
algunas mds). Entonces ip,(Fp, E;) = ip,(Fn,E;) > 1. Por lo tanto,
nuevamente por el Teorema 2,

vp(F) +1—Zp ip: me)>Zp<P)—vp(gs) (7)

i=1

Para concluir la demostracién consideremos B una componente irre-
ducible de S y B, = 7*(B) la transformada estricta de B entonces

ip; (]:n’Bn) 21l= ipi((gS)naBn)' (8)
De (7) y (8) y la Proposicién 1 tenemos el resultado. g

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar el Teore-
ma dado por Carnicer [6].

Teorema 3 (Carnicer). Sea F una foliacion holomorfa singular so-
bre P? de grado d, con singularidades no-dicriticas. Sea C una curva
algebraica invariante de grado m por F. Entonces m < d+ 2.

Prueba: Considere una recta L en P? que sea transversal a C, esto
es, en L N C no hay puntos singulares de la foliacién F y ahi ellos son
transversales. Identifiquemos por C? con P? — L. Supongamos que C|c :
f =0 (f € C[z,y]) es la ecuacién reducida de C. Asi, tenemos una
foliacién G definida por df = 0.

En los puntos p € LNC tenemos las coordenadas ¢(u,v) = (L, %) =

u’u
(z,y) . La curva C y L estan definidas por los ceros y polos de la funcién
racional -g—(%l = f(l, Z) respectivamente, es decir,C: g =0y L : u = 0.

Asi, Go - uaa

+mg— . y de la suposicién que f es reducida y regular (C
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es regular), tenemos que g puede ser considerada como otra coordenada.
De esta descripcién tenemos que: i,(Go, C) = 1. Luego

Y i(Ge,C) =m. )

peCNL

Ahora como p es punto regular de F entonces F es definida local-
mente en este punto por dg = 0, por esta razén i,(F,C) = 0. Aplicando
el Teorema 1 a la foliacién F y G tenemos

mm—2)—m(d-1)=Y_ > (ix(Gc,B) —ip(F, B)).

pEC BeC{p}

De la relacién 9 y el Lema (1) tenemos

mm=-2)-m{d-1)= 3> > (ip(Gc,B)—ip(F,B))+m<m.

pe(C—L) BeC{p}

Entonces m — 3 < d — 1, y esto concluye la demostracién ]

3. Otros Avances del Problema de Poincaré

A continuacién damos un ejemplo donde se puede acotar el grado
de una curva algebraica invariante de una foliacién F en P? por el grado
de F, a pesar que la foliacién es dicritica.

Ejemplo 1. Considere las coordenadas homogéneas [z : y : z] de P2
y sea F, [3] la foliacién definida en coordenadas afines z = 1 por la
1-forma

w = (yP(z,y) + z""*)dz ~ zP(z,y)dy

donde P es un polinomio homogéneo de grado v y P(0,1) # 0. La
foliacién es de grado v + 2. Las singularidades de esta foliacién son dadas
por las ecuaciones yP(z,y) + z¥*? = 0 y zP(z,y) = 0 en el plano afin
z = 1 cuya tnica solucién es el punto [0 : 0 : 1], en el infinito hay
otra singularidad [0 : 1 : 0], sus nimeros de Milnor correspondientes son
1+v+ (v+2)vy 2(v+3) respectivamente. Al hacer una explosién en el
punto [0 : 0 : 1], la transformada estricta de F, es la foliacién definida
por la 1-forma dz — P(1,t)dt, la cual tiene integral primera holomorfa
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d(z — [ P(1,t)dt) si denotamos por F(t) = [ P(1,t)dt tenemos que las
curvas racionales z — F'(f) + ¢ son transformada estrictas del pincel de
curvas ¥ % — z¥t1F(£) + ez”™! = 0. Observe que la solucién aislada
(3] de la foliacién es justamente cuando ¢ = 0. Ademads si consideramos
la funcién Gy = 2¥+? — 21 F(£), como tenemos

dw = —vPdx A dy

podemos deducir
v+
v

wAdG, = lGldw,

entonces G = m—?h es integral primera racional de la foliacién. En este
ejemplo puede apreciarse que el grado de la solucién aislada coincide con
el grado de la foliacién.

S 7 (S)

Figura 1: S es una separatriz aislada, la preimagen n*S = E U S est4 formada por
el conjunto excepcional E (no F-invariante) y la transformada estricta S dado por

la ecuacién F(t) = z. Por 1o tanto los puntos de intercepcién S N E estan dados por
la raices de ecuacién F(t) = 0.

La pregunta es entonces jbajo qué condiciones ain se satisface el
Problema de Poincaré? Con la finalidad de responder a esta pregunta,
Brunella en {1] consideré las separatrices no-dicritica, por ello, enten-
deremos a las separatrices que no pasan por las componentes dicriticas.
Para este tipo de separatrices Brunella mostré que una generalizacién
de la multiplicidad a lo largo de una separatriz, llamado el indice Gémez
Seade y Verjovski [9], denotado por GSV (F,S) es positivo, lo cual no es
verdad para las separatrices que pasan por componentes dicriticas. Me-
diante este resultado Brunella probé que el grado de una curva algebraica
no-dicritica es menor o igual a grado de la foliacién, méas dos.
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Aun queda por responder qué sucede con las separatrices que pasan
por las componentes dicriticas. Nosotros, Corral y el autor de este articu-
lo, en [8], introducimos la nocién de curvas algebraicas aisladas, éstas
son las curvas algebraicas que localmente son separatrices aisladas que
a continuacién pasamos a definir.

Consideramos una foliacién singular F de (C?,0) y un divisor a
cruzamiento normal D en (C2,0). Denotamos por Sing(F, D) el lugar
singular adaptado, esto es, los puntos singulares de F y los puntos donde
F y D no tienen cruzamiento normales. Diremos que un punto p €
Sing(F, D) es simple adaptado a D si p es una singularidad simple de
F, el divisor D # ( y todas las componentes de D a través de p son
no-dicriticas. La reduccidn ménima de singularidades [13] del par (F, D)
es el morfismo

7 M — (C%,0)

composicién de nimero minimo de explosiones de puntos tal que cualquier
singularidad de Sing(F’,E) es simple adaptado a E, donde F' es la
transformada estricta de F por 7 y E = 7~ 1(D U {0}) (ver [5]).

Nosotros decimos que una separatriz B de F es una separatriz ais-
lada de (F, D) si la transformada estricta B’ de B por 7 corta el divisor
excepcional E = 771(D U {0}) es una componente no-dicritica (ver [3]).
Cuando D = ), decimos que B que es una separatriz aislada de F.

Debemos destacar que las separatrices aisladas no son separatrices
no-dicriticas como muestra el Ejemplo 1. Y también no puede esperarse
que el indice de GSV sea positivo para este tipo de separatriz como un
ejemplo dado en [8] lo muestra.

A pesar de estas observaciones, nosotros mostramos que el grado de
una curva algebraica aislada invariante es aun limitada por una funcién
dependiendo sélo del grado de la foliacién. La estrategia es mostrar que el
numero de ramas y el nimero minimo de explosiones para desingularizar
es acotado por el nimero de Milnor de la foliacién. Luego mostramos que
el indice GSV es acotado inferiormente por una cota dependiendo sélo
del nimero de Milnor.

Para concluir, debemos destacar que existen otros articulos dedica-
dos al Problema de Poincaré, con puntos de vista diferentes mas intere-
santes, dentro los cuales podemos citar [2], [11] y [14] .
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