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INVARIANCIA DEL TENSOR
CURVATURA EN ESTRUCTURAS
H-EQUIVALENTES

Rodrigo Martinez y Cristino Guzmdn

Resumen
Dos estructuras: = (M,V,g) y = (M,V,q) tales que:

{ (Vug)(V,W) = A(U,V,W), AU, V,W) € C®(M)
S(U,V)=VyV ~VyU = [U,V]

(1)
S(U,V)=VyV =VyU - [U, V], UV,Wex(M),

son H-equivalentes, si existe una aplicacion
H : x(M) x x(M) — x(M),
tal que:

VoV =VyV + H{U,V). (2)
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Se analiza el caso cuando:

AUV, W) =0, 5(U, V) =y OQU)V - QWV)U), S(U,V) =0,
donde € A(M), ~ € C>®(M)y H(U,V) tiene componentes:

HE = a6} + BQ;6f, a,B € C*(M) (3)

Para lograr la invarianza del tensor curvatura en estas estructuras

[1ye )]

H-equivalentes, se introduce el tensor “p” con componentes

pij = Vil + 10y, v =(a-B) (4)

que permite establecer la relacién entre los tensores de curvatura Ry R,
dada por:

—t
Rfjk = R, +alpji — pij)0f + 5(ij5f - Pik5f), (5)

para luego demostrar una invariancia del tipo:

,ijk (R) = ’ijk (_)

Introduccion

El estudio de las estructuras H-equivalentes [1], ha permitido re-
solver problemas abiertos en la mecanica desde el siglo antes pasado y,
particularmente generalizar los espacios {2-transformables [3]. Con ellas,
se ha logrado geometrizar espacios con conexién afin, donde la propiedad
de invariancia de elementos que describen su geometria, tal como su cur-
vatura escalar, se conserva. Cuando se relaciona la curvatura con un
tensor definido en funcién de una 1-forma, se logra una invariancia entre
las curvaturas mucho mds generalizada, pues se logra a través del tensor
curvatura generalizado de Weyl. Este trabajo trata esta temadtica y la
teoria que se desarrollard permitird luego, con ciertas propiedades adi-
cionales sobre las 1-formas, cotejar los resultados obtenidos con los ya
establecidos en la teoria de curvatura.
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1. Nociones Previas

En principio, se utilizaran las siguientes designaciones:

M - Variedad diferenciable con coordenadas locales en cada z € M :
{xl, “ .. ,xN}'

C*(M) - Anillo de las funciones infinitamente diferenciables sobre M.

x(M) - Algebra de Lie de los campos vectoriales U, V, W, etc, que son
C>(M).

T(M) - Espacio tangente a M con base {9; = %;}, i=1N.
A(M) - Algebra de Grassman de las 1-formas ) sobre M.

N
hit; = Zh’[i - Convenio de suma de Einstein.

iz}
Las definiciones y resultados siguientes estdn establecidos en [1] y

[2].

Definicién 1 La aplicacidn V : x(M) x x(M) — x(M), que o cade
par (U, V), le corresponde un campo vectorial VyV; que es C°(M)-
lineal respecto a U; IR-lineal respecto a V y ademds cumple

Vu(fV)=UHV + fVuV, (1.1)

para toda f € C°°(M), define la derivada covariante de V' en la direccion
de U.

Observacién: La forma bilineal T : x(M) x x(M) — x{M) tal que

{ LU V)=VyV-UV (12)

F(aua]) = F‘Z (‘T)an - a’iaiv

se conoce como conexidn afin. Se observa entonces de (1.2) que existe
una relacién biunivoca entre V y T'; por esto, de ahora en adelante V se
llamara conexién afin, y a la pareja Ay = (M, V), espacio con conexién
afin.
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Definicién 2 Sea Ay = (M, V) un espacio con conexidn afin. Se de-
fine en este espacio una métrica formal “g” como el tensor g(U, V') que
satisface:

9(0:,0;) = gij(z) € C®(M), zeM (1.3)

{ g(U, V) =g(V,U), U,V e x(M)
lg| #0

det(gij(z))

De (1.3) se deducen que existen g** tales que g**gi; = 6%- Tensor de
Kronecker. La tripleta u = (M, V, g) se lamara estructura con conezion
afin.

En el estudio de la geometria de p = (M, V, g) los campos vecto-
riales de torsién S y curvatura R juegan un papel fundamental. Por esto,
en términos de la derivada covariante, se pueden definir como:

S(U,V)=VyV —-VyU - [U, V] (1.4)
R(U’ V)W = [VU, VV]W - v[U,V]VV, (15)

para todo U, V,W € x(M) y [,]: C®°(M) = C>*(M), tal que
[UVIf =0V () - VUL, (1.6)

para toda f € C°(M), define el corchete de Lie.

Definicién 3 Las estructuras p = (M,V,g) y i = (M,V,g), definidas
por:

{ o) < A1) € o) W
SU,V) = VyV — VyU — [U, V] :

{ _(_TV—UQ)(V,WQ =0 _ (1 ])

S(U,V)=VyV —-VvU - [U, V], o

son H-equivalentes, si eziste una aplicacion H : x(M) x x(M) —
x(M), tal que
HU,V)=VyV - VyV. (1.9)

Un resultado importante lo constituye el siguiente lema, donde se
muestran relaciones entre H,S vy S y entre H,R y R.
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Lema 1 Seanpu = (M,V,g) yi = (M,V,g), estructuras H-equivalentes,
entonces

g(HU, V), W) + g(V,H(U,W)) = A(U,V,W) (1.10)

SU,V)=8U,V)+ H(V,U) - HU,V) (1.11)
RU, VYW = R(U,VYW + (VvH)([U,W) —

(VoH)(V,W) + H(S(V,U),W) (1.12)

9(R(U, VYW1, Ws) + (W1, R(U, V)W) = 0. (1.13)

La prueba de este Lema puede verse en {2].

2. Invariancia del Tensor Curvatura en
Estructuras H-Equivalentes

La invariancia del tensor curvatura se logra en aquellas estructuras
que son H-equivalentes con las estructuras de Lyra, las cuales se definen
a través de las relaciones:

{ (VUg)(VaW) =0

S(U.V) = ${QU)V - QV)UY, (2.1)

donde ¢ € C®(M), Q € A(M). En [1], se han analizado una serie de
propiedades para estas estructuras, de las cuales se pueden resaltar:

Lema 2 En las estructuras de Lyra se tiene:
a{R(U, V)W + d(¢eQ)(U,VW} =0, (2.2)
donde ¢ es la suma ciclica respecto a V,U,W y
dUU, V) =UQV)) - V(QU)) — Q([V, V] (2.3)

con L € A(M), d es la derivada exterior de Q.
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De aqui, evidentemente se obtiene que si w = ¢Q € A(M) es tal
que dw = 0, entonces las estructuras de Lyra coinciden con las estruc-
turas Riemannianas con torsién no simétrica, ya que S(U,V) # 0y
o{R(U,V)W} = 0, caracteristica propia de estas estructuras.

“ vl

Se introduce ahora el tensor , definido por:

p(U, V) = (Vu)(V) + 12U)Q(V). (24)
Del estudio de este tensor [2], se tiene el siguiente resultado:
Lema 3 Si (2.4) es dado, entonces se tiene:

dQU, V) + Q(S(V, 1)) = p(U, V) — p(V,U) (2.5)
(Vup)(V,W) = (Vyp)(U,V) = QR(V,U)W) +
+p(S(V,U), W) +{Q(V (UW) QW)p(V, W) +
QW) U, V) }, (2.6)

Como consecuencia se tiene que si vy = 0 y la estructura g =
(M,V,g) es de Lyra, entonces:

dQU, V) =p(U,V) - p(V,U) (2.7)
Vup)(V, W) — (Vvp)(U, W) = H{R(V, U)W + ¢p(V,W)U}. (2.8)

Caso ESPECIAL:

Sean u = (M,V,g) y 1 = (M, V,g) estructuras con conexién afin
V y V. Supongamos que pu estd definida por:

{ (Vug)(V, W) = 2a00(U)g(V, W) + B(Q(V)g(W,U) + QW)g(U,V)
SU,V)=0, aB€R

y E estd definida por (2.1), con ¢ = (a — ). Ellas, as{ definidas, son
H-equivalentes y el campo vectorial H, tiene componentes

HY = a6 + 89,67, (2.9)

ahora, si en (2.4) suponemos que ¥ = a— (3, entonces entre las curvaturas
R y R se tiene la relacién tensorial

Ry = Rz]k + a(pji — pij)0f + B(pjrdf — pidl). (2.10)

42



Esto se logra sustituyendo (2.9) y (2.1) en la relacién (1.12) del
Lema 1.

Las siguientes designaciones nos permitiran definir el Tensor de Weyl
generalizado, el cual serd clave para lograr la invariancia de los tensores
curvatura.

Designemos por

Qix(R) = aRk + bRy, (2.11)

p a
“=F bzm, p=a+p(1-N)

Rik - Rfﬂk: R= Rikgika

entonces el tensor:

K (B) = Bijy, + Qi (R) — Qi (R)6k + B(Qjk (R)S] — Qik(R)(é,‘i), |
2.12
es conocido como el Tensor de Weyl Generalizado.

Podemos establecer entonces el siguiente

Teorema 1 i en las estructuras H-equivalentes pu y [t se cumplen (2.9),
(2.1) y ademds (a® — p?) # 0. Entonces los tensores de curvatura R y R
son invariantes bajo la accion del tensor generalizado de Weyl; es decir:

’Cz]k( ) = ’Cijk (R) (213)

Demostracion
En (2.10) se hace la contraccién £ = j y sumamos desde 7 = 1 a N, para
obtener:

Tl = Rfjk Rfjk = a(pri — pik) + BN — D)pix,

poniendo T] k= = T y usando las designaciones anteriores para a, by p

resulta:
0T + aTk;

Pik = a2_p
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0 equivalentemente

pir = a(Rix — Rix) + b(Rki — Rii),

introduciendo (2.11), se deduce,

pik = Qit(R — R) = Qux(R) — Qu(R), (2.19)
luego, sustituyendo (2.14) en la relacién (2.10) y usando (2.12), se con-
cluye .

’ijk(R) = Kijx(R).
0
Ejemplos

1.- En las estructuras proyectivas se preserva la invariancia de los ten-
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sores curvaturas, bajo el tensor generalizado de Weyl. En efecto:

Dos estructuras g y &z son proyectivas si las ecuaciones de las
geodésicas de estas estructuras tienen las mismas soluciones; es
decir,

VvV =M@V, VvV =A@V,
donde A1 y A2 son curvas en M, tales que

dh; .
dt = )\i(t) = V()\,(t)), 1= 1,2

En [2] se prueba que pu y & son H-equivalentes si y solo si,
HE + Hf, = ¢(ud5 +Q,6F),
comparando con (2.9) se deduce que ¢ = a+ y el Tensor de Weyl

generalizado toma la forma

Kip(R) = Ry +ala—Db)(Ri; — Ry) + (2.15)

+B {(aRix + bRi:)8; — (aRjk + bRy;)8; } .

La relacién (2.15) y (2.10), demuestra la invariancia del tensor cur-
vatura respecto a las aplicaciones geodésicas. Ademads si se cumple
R;; = Rj;, entonces (2.15) se transforma en
¢ _ pt R ¢ ¢
Kije(R) = Ry + (_N':_I_)(gikdj = gjk0;),

relacién conocida como el Tensor de Curvatura Concircular.



2. En las estructuras conformes H-equivalentes con las estructuras de
Lyra, se cumple el teorema anterior. En efecto:

Las estructuras conformes (o de Weyl), son una subclase de las
estructuras H-equivalentes a las estructuras de Lyra, que se ca-
racterizan por:

{ (Vug)(V,W) =20U)g(V,W)
S(U,V) =

El tensor K tiene las componentes:

K4 (@®) = By + Qun(B) — Qis(R))SE + Qi (RS — Que(R)S%,

donde _
1+ %)Rik + -]%Rki
(N -2) ’

Qi(R) = N > 2.

Ahora, cuando 2 € A(M) es cerrada, entonces

Qi (R) = Ry,

V-2
por consiguiente,
—t — —
K:z]k(R) Rijk + ij (R(Sf - Qik (R)(S]l’

conocido éste como el Tensor de curvatura conforme.
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