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INVARIANCIA DEL TENSOR 
CURVATURA EN ESTRUCTURAS 

H -EQUIVALENTES 

Rodrigo M artínez y Gris tino Guzmán 

Resumen 

Dos estructuras: f1 =(M, '\1, g) y Ji= (M, '\1, g) tales que: 

{ 
(Vug)(V, W) = A(U, V, W), A(U, V, W) E C00 (M) 
S(U, V)= 'luV- 'lvU- [U, V] 

(1) 

{ 
(Vug)(V, W) =O 
S(U, V)= 'luV- 'lvU- [U, V], U, V, W E x(M), 

son H -equivalentes, si existe una aplicación 
H: x(M) x x(M) ---7 x(M), 

tal que: 

'luV = 'luV + H(U, V). (2) 
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Se analiza el caso cuando: 

A(U, V, W) =O, S(U, V)= 'Y(D(U)V- D(V)U), S(U, V)= O, 

donde n E A(M), 'Y E C00 (M) y H(U, V) tiene componentes: 

Ht = o:Dioj +(3D jo~, a, (3 E C00 (M) (3) 

Para lograr la invarianza del tensor curvatura en estas estructuras 
H-equivalentes, se introduce el tensor "p" con componentes 

(4) 

que permite establecer la relación entre los tensores de curvatura R y R, 
dada por: 

(5) 

para luego demostrar una invariancia del tipo: 

lntrod ucción 

El estudio de las estructuras H-equivalentes [1], ha permitido re
solver problemas abiertos en la mecánica desde el siglo antes pasado y, 
particularmente generalizar los espacios n-transformables [3]. Con ellas, 
se ha logrado geometrizar espacios con conexión afín, donde la propiedad 
de invariancia de elementos que describen su geometría, tal como su cur
vatura escalar, se conserva. Cuando se relaciona la curvatura con un 
tensor definido en función de una 1-forma, se logra una invariancia entre 
las curvaturas mucho más generalizada, pues se logra a través del tensor 
curvatura generalizado de Weyl. Este trabajo trata esta temática y la 
teoría que se desarrollará permitirá luego, con ciertas propiedades adi
cionales sobre las 1-formas, cotejar los resultados obtenidos con los ya 
establecidos en la teoría de curvatura. 
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l. Nociones Previas 

En principio, se utilizarán las siguientes designaciones: 

M - Variedad diferenciable con coordenadas locales en cada x E M 
{x\··· ,xN}. 

C 00 (M) -Anillo de las funciones infinitamente diferenciables sobre M. 

x(M) - Algebra de Lie de los campos vectoriales U, V, W, etc, que son 
C00 (M). 

T(M) -Espacio tangente a M con base {8i = 8~, }, i = 1, N. 

1\(M) - Algebra de Grassman de las 1-formas n sobre M. 

N 

hil!i = Lhil!i - Convenio de suma de Einstein. 
i=l 

Las definiciones y resultados siguientes están establecidos en [1] y 
[2]. 

Definición 1 La aplicación \7 : x(M) X x(M) --+ x(M), que a cada 
par (U, V), le corresponde un campo vectorial \7uV; que es C 00 (M)
lineal respecto a U; IR-lineal respecto a V y además cumple 

\7u(f V)= U(f)V + f\7uV, (1.1) 

para toda f E C00 (M), define la derivada covariante de V en la dirección 
de U. 

Observación: La forma bilineal r : x(M) X x(M) --+ x(M) tal que 

{ 
f(U, V)= \7uV- UV 
r(ai,aj) = fij(x)8n- aiai, 

(1.2) 

se conoce como conexión afín. Se observa entonces de (1.2) que existe 
una relación biunívoca entre \7 y f; por esto, de ahora en adelante \7 se 
llamará conexión afín, y a la pareja AN = (M, \7), espacio con conexión 
afín. 
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Definición 2 Sea AN = (M, 'V) un espacio con conexión afín. Se de
fine en este espacio una métrica formal "g" como el tensor g(U, V) que 
satisface: 

{ 

g(U, V)= g(V, U), U, V E x(M) 
g(oi, Oj) = 9ij(x) E C00 (M), X E M 
det(9ij(x)) = 191 =f. O 

(1.3) 

De (1.3) se deducen que existen gik tales que gik9ki = ó}- Tensor de 
Kronecker. La tripleta f.L =(M, 'V,g) se llamará estructura con conexión 
afín. 

En el estudio de la geometría de f.l = (M, 'V,g) los campos vecto
riales de torsión S y curvatura R juegan un papel fundamental. Por esto, 
en términos de la derivada covariante, se pueden definir como: 

S(U, V)= 'VuV- 'VvU- [U, V] 

R(U, V)W = ['Vu, 'Vv]W- 'V¡u,v]W, 

para todo U, V, W E x(M) y [,]: C 00 (M)-+ C 00 (M), tal que 

[U, V]f = U(V(f))- V(U(f)), 

para toda fE C 00 (M), define el corchete de Lie. 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

Definición 3 Las estructuras f.l = (M, \7, g) y Ji = (M, \7, g), definidas 
por: 

{ 
('Vug)(V, W) = A(U, V, W) E C00 (M) 
S(U, V)= 'VuV- 'VvU- [U, V] 

{ 
('Vug)(V, W) =O 
S(U, V)= 'VuV- 'VvU- [U, V], 

(l. 7) 

(1.8) 

son H -equivalentes, si existe una aplicación H x(M) X x(M) ---+ 
x(M), tal que 

H(U, V)= 'VuV- 'VuV. (1.9) 

Un resultado importante lo constituye el siguiente lema, donde se 
muestran relaciones entre H, S y S y entre H, R y R. 
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Lema 1 Sean¡..t =(M, 'V,g) y"ji =(M, 'V,g), estructuras H-equivalentes, 
entonces 

g(H(U, V), W) + g(V, H(U, W)) = A(U, V, W) (1.10) 

S(U, V)= S(U, V)+ H(V, U)- H(U, V) (1.11) 

R(U, V)W = R(U, V)W + (\lvH)(U, W)-

(\luH)(V, W) + H(S(V, U), W) (1.12) 

La prueba de este Lema puede verse en [2]. 

2. Invariancia del Tensor Curvatura en 
Estructuras H-Equivalentes 

La invariancia del tensor curvatura se logra en aquellas estructuras 
que son H -equivalentes con las estructuras de Lyra, las cuales se definen 
a través de las relaciones: 

{ 
(\lug)(V, W) =O 
S(U, V) = <P{D(U)V- !1(V)U}, 

(2.1) 

donde <f¡ E C 00 (M), !1 E /\(M). En [1], se han analizado una serie de 
propiedades para estas estructuras, de las cuales se pueden resaltar: 

Lema 2 En las estructuras de Lyra se tiene: 

u{R(U, V)W + d(<f¡D)(U, V)W} =O, (2.2) 

donde u es la suma cíclica respecto a V, U, W y 

dD(U, V)= U(!1(V))- V(!1(U))- !1([V, V]) (2.3) 

con !1 E /\(M), d es la derivada exterior de !1. 
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De aquí, evidentemente se obtiene que si w = </>D E A(M) es tal 
que dw = O, entonces las estructuras de Lyra coinciden con las estruc
turas Riemannianas con torsión no simétrica, ya que S(U, V) i- O y 
a{ R(U, V) W} = O, característica propia de estas estructuras. 

Se introduce ahora el tensor "p", definido por: 

p(U, V)= (VuD)(V) + 1D(U)D(V). (2.4) 

Del estudio de este tensor (2], se tiene el siguiente resultado: 

Lema 3 Si (2.4) es dado, entonces se tiene: 

dD(U, V)+ D(S(V, U)) = p(U, V)- p(V, U) (2.5) 

(Vup)(V, W)- (Vvp)(U, V)= D(R(V, U)W) + 
+ p(S(V, U), W) + 1{D(V)p(U, W)- D(U)p(V, W) + 

+ D(W)dD(U, V)}, (2.6) 

Como consecuencia se tiene que si 1 = O y la estructura Ji = 
(M, V,g) es de Lyra, entonces: 

dD(U, V) = p(U, V) - p(V, U) (2. 7) 

(Vup)(V, W)- (Vvp)(U, W) = D{R(V, U)W + </>p(V, W)U}. (2.8) 

CASO ESPECIAL: 

Sean ¡..t =(M, V,g) y Ji= (M, V,g) estructuras con conexión afín 
\7 y \7. Supongamos que ¡..t está definida por: 

{ 
(Vug)(V, W) = 2aD(U)g(V, W) + (J(D(V)g(W, U)+ D(W)g(U, V) 
S(U, V)= O, a,/3 E IR 

y Ji está definida por (2.1), con 1> = (a- /3). Ellas, así definidas, son 
H-equivalentes y el campo vectorial H, tiene componentes 

(2.9) 

ahora, si en (2.4) suponemos que 1 =a- /3, entonces entre las curvaturas 
R y R se tiene la relación tensorial 

e -e e e e 
Rijk = R;jk + a(pj;- Pij)ók + fJ(PjkÓ; - P;kój). (2.10) 
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Esto se logra sustituyendo (2.9) y (2.1) en la relación (1.12) del 
Lema l. 

Las siguientes designaciones nos permitirán definir el Tensor de Weyl 
generalizado, el cual será clave para lograr la invariancia de los tensores 
curvatura. 

Designemos por 

(2.11) 

a= 2 2' a - p 
p a 

b = ¡32 2 , p = a+ /3(1 -N) 
-p 

entonces el tensor: 

Kfik(R) = Rfik + a(Qii(R)- Qj;(R))Jf + f3(Qjk(R)Jf- Qik(R)Jj), 
(2.12) 

es conocido como el Tensor de Weyl Generalizado. 

Podemos establecer entonces el siguiente 

Teorema 1 Si en las estructuras H -equivalentes J.L y 'ji se cumplen {2.9), 
{2.1) y además (a2

- p2 ) =J: O. Entonces los tensores de curvatura R y R 
son invariantes bajo la acción del tensor generalizado de Weyl; es decir: 

(2.13) 

Demostración 
En (2.10) se hace la contracción e= j y sumamos desde j = 1 a N, para 
obtener: 

poniendo r¿k = T;k y usando las designaciones anteriores para a, by p 
resulta: 
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o equivalentemente 

Pik = a(Rik - Rik) + b(Rki- Rki), 

introduciendo (2.11), se deduce, 

Pik = Qik(R- R) = Qik(R)- Qik(R), (2.14) 

luego, sustituyendo (2.14) en la relación (2.10) y usando (2.12), se con
cluye 

o 

Ejemplos 

1.- En las estructuras proyectivas se preserva la invariancia de los ten
sores curvaturas, bajo el tensor generalizado de Weyl. En efecto: 
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Dos estructuras ¡_t y Ji son proyectivas si las ecuaciones de las 
geodésicas de estas estructuras tienen las mismas soluciones; es 
decir, 

V'vV = )q(t)V, 

donde .-\1 y .-\2 son curvas en M, tales que 

d).i . 
dt = .Ai ( t) = V(.Ai (t) ), i = 1, 2. 

En [2) se prueba que ¡_t y Ji son H-equivalentes si y solo si, 

Hi~ + Hji = tj¡(DiJj + DiJf), 

comparando con (2.9) se deduce que tf¡ = a+ (3 y el Tensor de Weyl 
generalizado toma la forma 

RLk + a(a- b)(Rij- Rji)Jf + (2.15) 

+(3 { (aRik + bRki)c5J- (aRjk + bRkj)Jf}. 

La relación (2.15) y (2.10), demuestra la invariancia del tensor cur
vatura respecto a las aplicaciones geodésicas. Además si se cumple 
Rij = Rji, entonces (2.15) se transforma en 

KLk (R) = Rfjk + (N~ 1) (gikÓJ - 9jkc5Í), 

relación conocida como el Tensor de Curvatura Concircular. 



2. En las estructuras conformes H-equivalentes con las estructuras de 
Lyra, se cumple el teorema anterior. En efecto: 

Las estructuras conformes (o de Weyl), son una subclase de las 
estructuras H -equivalentes a las estructuras de Lyra, que se ca
racterizan por: 

{ 
(V'ug)(V, W) = 2D(U)g(V, W) 
S(U, V)= O. 

El tensor K tiene las componentes: 

donde 
1 - 1 

Q. (R) = (1 + -¡;¡)Rik + -¡;¡Rki 
zk (N- 2) ' N> 2. 

Ahora, cuando n E /\(M) es cerrada, entonces 

por consiguiente, 

conocido éste como el Tensor de curvatura conforme. 
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