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EL MODELO DE
BLACK-SCHOLES

Jorge Richard Chdvez Fuentes

Resumen

Se presenta el modelo de Black-Scholes, a través del mds
popular de los contratos financieros, esto es, la opcidn de
compra europea. Se establece la formula de valuacion
martingala para reclamos contingentes en general y se
muestra una aplicacion de ella mediante la obtencion del
precio del contrato call. Al final se establece también la
ecuacion de Black-Scholes, que es una ecuacion diferencial
parcial no lineal de seqgundo orden, y que constituye una
forma alternativa para la preciacion de activos derivados.
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Introduccion

En el presente articulo hacemos una breve exposicién del modelo de
Black-Scholes. Nuestro interés principal radica en explicar rapidamente
en qué consiste el modelo y por ello presentamos una versién simplifi-
cada del mismo. Asi por ejemplo, trabajamos con una integral de Itd
definida sobre el espacio H2 y no sobre el méas amplio £2, lo que nos
permite liberar al modelo de oportunidades de arbitraje. No abordamos
tampoco el problema teérico de la completitud de los mercados, es de-
cir, el problema de la existencia de estrategias replicantes para contratos
contingentes, pues en nuestro caso particular ella es construida explicita-
mente dentro del proceso de obtencién de la ecuacién de Black-Scholes.
De otro lado, tanto la tasa de interés del mercado cuanto los coeficientes
que definen el precio del stock son considerados como constantes dentro
del modelo.

A pesar de las simplificaciones aludidas, nuestro trabajo es matemaéti-
camente formal con el uso inevitable del célculo estocdstico, mas es-
pecificamente del calculo de It6. La teoria de la integracidén estocastica
de It es presentada en muchos textos; por ejemplo podriamos citar al-
gunos pocos: Stochastic Calculus and Financial Application de Steele,
Stochastic Differential Equation and Application de Friedman, Browni-
an Motion and Stochastic Calculus de Karatzas and Shreve. Bueno pues,
comencemos nuestra escursién.

1. Sobre el Bono y el Stock

Sea T > 0 un nimero real fijo. El intervalo 7 = [0,T] represen-
tard el intervalo de tiempo a lo largo del cual se desarrolla el fenémeno
econémico que describimos en este articulo. El mercado financiero es-
tara representado por la tupla (, F, P, F, u,0,7) donde (2, F, P) es un
espacio de probabilidad completo y F' = (F})te- es una filtracién de di-
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cho espacio. Los distintos estados del mercado estan representados por el
conjunto €, F es la familia de eventos y P es la medida de probabilidad,
que representa la percepcién comiin compartida por todos los agentes
del mercado acerca de la evolucién de éste. La filtracién F modela la in-
formacién que se va acumulando a medida que transcurre el tiempo. Por
ejemplo, en el instante t € T los agentes econémicos disponen del paque-
te de informacién F; € F y, entonces, la historia completa del mercado
desde el inicio hasta el momento actual es observada en dicho instante.
Los términos p,0 y r son parametros del modelo que estan relaciona-
dos con el sistema de precios S, que enseguida describimos. Antes de
esto, mencionemos que la incertidumbre del mercado esta generada por
la presencia de un proceso de Wiener con valores en R, que se manifiesta
en el precio del stock.

El modelo de Black-Scholes (en adelante simplemente el modelo B-
S) considera dos activos basicos: el bono, que representamos con la letra
B, y el stock, que representamos con la letra S. Estos activos financieros
son aquellos en base a los cuales se generan las transacciones financieras
del mercado, asi como también en base a los cuales se determina el
precio de los distintos productos financieros, conocidos como derivados
financieros.

El precio del bono en el instante ¢, B(t), evoluciona con el tiempo
seguin la ecuacién diferencial ordinaria

dB(t) = rB(t)dt
{ B(0) >0 (1)

donde r es una constante positiva que representa la tasa de interés del
mercado. La solucién de (1) es B(t) = B(0)e™, donde B(0), la condicién
inicial, es un monto inicial depositado o pedido prestado de una cuenta
monetaria. Algunos autores le llaman a este activo cuenta monetaria de
mercado, reservando el término bono, mas bien, para un tipo de contrato
financiero que promete un pago seguro en una fecha futura, como los
bonos que emiten los estados por ejemplo. Nosotros seguiremos usando
el término bono por ser una expresion més simple y de un uso igualmente
extendido en la literatura.

La dinamica del precio del stock est4 descrita por la ecuacién dife-
rencial estocastica

{ dS(t) = uS(t)dt + oS (t)dW (t) (2)
S(0) >0
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donde los coeficientes p y ¢ > 0 son constantes y S(0), el precio inicial del
stock, es una variable aleatoria cuadrado integrable e independiente del
proceso de Wiener W.! Si dividimos esta ecuacién por S(t) obtenemos
la expresién

ds(t

—5(—55)_) = pdt + odW (1) (3)
a partir de la cual podemos hacer una interpretacién intuitiva de los co-
eficientes i y 0. El cociente dS(t)/S(t) puede entenderse como la tasa de
rentabilidad instantdnea de una inversién en stocks, de donde, tomando
esperanzas a ambos lados de (3), esta ecuacién nos estaria indicando que
1 es el valor esperado de esta tasa de rentabilidad instantinea y o su
variabilidad.

Se sabe que la (tnica) solucién de (2) es el proceso definido por
1
S(t) = S(0)exp|(n— 50*)t +oW(t)|, te T (4)

conocido como proceso geométrico de Wiener. Esta forma especial del
precio del stock parece haber sido introducida por primera vez por el
economista Samuelson (ver [10]), en 1965, y es incorporada luego por
Black y Scholes en su articulo [1] de 1973, donde publican su famosa
férmula que establece el precio de una opcién europea.? Este modelo para
el precio del stock estd basado en la hipétesis de que en promedio el stock
se comporta como un bono, pero posiblemente con una tasa de interés

o= (u- 502) superior a la de aquel, como una suerte de compensacién a

la inversi6n de riesgo. El problema de un modelo adecuado para el precio
del stock ha sido largamente estudiado desde la década de 1960, como
bien nos lo hacen saber Musiela y Rutkowski en (8], citando una larga
lista de referencias adecuadas para el lector interesado en este asunto.

Nosotros, por supuesto, seguimos la tendencia establecida por el modelo
B-S.

Antes de finalizar esta seccién, mencionemos algunas hipétesis adi-
cionales del modelo de B-S. En cuanto al stock, se supone que no pa-
ga dividendos a lo largo del horizonte de tiempo 7, y en cuanto a las

!Esta condicién sobre S(0) se impone para asegurar la existencia de la solucién de
la ecuacién (2) (ver [5])

2Por este trabajo Scholes gané el premio Nobel de economia de 1995. Para en-
tonces, Black ya habia dejado de existir.
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transacciones financieras se asume que no estin sujetas a ninguna tasa
impositiva, que no generan costos de transaccion y que pueden realizarse
infinitamente sin ninguna limitacién. A veces todas estas condiciones se
resumen diciendo simplemente que el mercado estd libre de fricciones.

2. Portafolios y Reclamos Contingentes

Definicién 2.1. Un portafolio de inversiones 8 es un par (a, 3) de pro-
cesos estocdsticos adaptados (a la filtracion F) y medibles tales que

P(/Ot |ae(u)|du < +oo): 1 A E(/Ot |ﬂ(u)12du) < 400 (5)

Un portafolio de inversiones, o simplemente un portafolio, tam-
bién se llama estrategia de inversiones. Para cada par {(w,t) en Q x T,
O(w,t) = (a(w,t), B(w,t)) representa la posicién del inversionista en el
estado w y en el instante t. Concretamente a(w,t) y 8(w,t) representan
la cantidad de unidades del bono y el stock que el inversionista posee
en dicha posicién. Las condiciones de integrabilidad (5) se imponen para
que tengan sentido las integrales involucradas con los procesos a y /3 res-
pectivamente. En particular, la segunda condicién define el espacio H?2
de procesos adaptados y medibles sobre el cual trabajamos la integral
de It6 (ver [9])

Definicién 2.2. El valor del portafolio 8, que denotamos por V5, se
define en todo instante t como el producto interno de 8(t) por el sistema

de precios S = (B(t), S(t)):
V5(t) = 8(t) - S5(t) = a(t)B(t) + B(t)S(2) (6)

En lo que sigue suprimiremos el subindice 8 de la expresién V5, déndose
por entendido que V (t) alude al valor del portafolio 8 en el instante ¢.

Definicién 2.3. Se dice que el portfolio 8 es autofinanciado si para cada
t €T se cumple

t t
Vi) = V(0) + /0 o(w)dB(u) + /0 B(w)dS (u) (7)

113



La forma diferencial de esta ecuacién integral es

dV({t) = a(t)dB(t) + B(t)dS(t)
(a(t), (1)) - (dB(2),dS(t))
0(t)dS(t)

La iltima igualdad, dV (t) = 6(t)dS(t), se conoce como la condicién de
autofinanciamiento y expresa la idea intuitiva de que el valor instantaneo
de un portafolio autofinanciado sélo puede modificarse como consecuen-
cia de un cambio instantdneo en el sistema de precios S. Esto implica
que después de la inversién inicial, V(0), para la puesta en marcha de la
estrategia # no estd permitido ni el ingreso ni la salida neta de capital
del portafolio. La estrategia misma va generando su propia riqueza y es
esta la razén por la cual se dice que ella es autofinanciada.

Definicion 2.4. Un reclamo contingente europeo, o un T reclamo con-
tingente, es un contrato financiero que tiene una funcion de pago aleato-
ria Y sobre ) que se hace efectiva en el momento de maduracién T del
contrato.

Representamos este contrato financiero por su funcién de pago Y, y
por razones técnicas se exige que ella sea F, —medible, asi como P—inte-
grable?. Nétese en particular que la condicién de que Y sea F, —medible
nos estd indicando que en el instante ¢t = T el valor del contrato Y es
completamente conocido.

El ejemplo tipico de un T'—reclamo contingente es la opcién de com-
pra (o de venta) europea. Este contrato se establece sobre el stock y
deriva de él su precio.

Contrato Call (European call-option). Una Opcién de compra europea
es un contrato financiero que le da a su poseedor (titular) el derecho, mas
no la obligacién, de comprar una unidad del stock al precio de contrato
K (también lamado precio de €jercicio) en el momento de maduracién
T del contrato.

Se especifica que la opcién es europea para distinguirla de la ame-
ricana (y de otras opciones llamadas exdéticas) que pueden ser ejercidas
en cualquier instante t del horizonte 7.

31Las razones técnicas de estas exigencias se aclaran més adelante.
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Si S(T'} > K la opcidn serd ejercida, pues le generard a su titular
una ganancia equivalente a Y = S(T') — K. Efectivamente, en el instante
T el titular de la opcién adquirird una unidad del stock al precio de
ejercicio K y en ese mismo instante podra venderlo al precio de mer-
cado S(T) quedandose con la diferencia S(T") — K. Por el contrario, si
S(T) < K entonces no se ejercerd la opcidn, pues en este caso ella no
producird ningin beneficio a su titular. La opcién, entonces, fenece sin
valor, es decir, Y = 0. La funcién de pago de un contrato Call es pues

Y = (S(T) - K)* = maz{(S(T) - K),0}

y su grafica es

(SOKY

L

K st

La opcién de venta europea (European put-option) es completa-
mente andloga al contrato Call, pero en este caso el derecho del titular
consiste en vender, y no en comprar, una unidad del stock a quien escribe
o lanza el contrato. La funcién de pago de un contrato Put es

Y = (K - S(T))" = maz{(K — S(T)),0}

y su grafica es

(K-s(0)"

>

S

Definicién 2.5. Un portafolio replicante del contrato Y es un portafolio
8 autofinanciado que cumple la igualdad

PV(T)=Y)=1
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El portafolio 6 replica al contrato Y cuando alcanza el valor del
contrato en el momento de maduracién 7. Nétese que para que esta
definicién tenga sentido debe exigirse que Y sea F,.— medible.

Definicién 2.6. Sea 8 un portafolio autofinanciado. Se dice que 6 es un
portafolio de arbitraje, o que es una oportunidad de arbitraje, si satisface
las siguientes condiciones ‘
1.V(0)=0

2V(TY)>0 A PV(T)>0)>0

Un portafolio de arbitraje es una estrategia de negocio que permite
generar dinero con cierta chance a partir de una riqueza inicial nula. En
términos del lenguaje econémico dirfase que tal estrategia es un perfecto
lonche gratis. Puede verse un ejemplo de tal portafolio, dentro de un
modelo general de B-S, en [9], pdg. 148.

Evidentemente los portafolios de arbitraje deben ser evitados por el
modelo tedrico, pues la prictica real del mercado no soporta tales estrate-
gias. Por esto, se impone distinguir una categoria especial de portafolios
que no generen oportunidades de arbitraje. Tales portafolios se llaman
admisibles 0 més exactamente se dice que un portafolio 8 autofinanciado
es admisible si su proceso de valor descontado, V*(t) = e "V (t), es un
proceso martingala respecto a cierta medida de probabilidad Q*. En la
siguiente seccién se muestra que, dentro del modelo de B-S que estamos
desarrollando, todo portafolio 6 autofinanciado es admisible, en otras
palabras, nuestro mercado est4 libre de arbitraje.

3. La Medida Martingala

Debido al teorema de Guirsanov, sabemos que bajo la medida de
probabilidad @, que tiene por densidad

dQ _ 1(r—p)? r—p
7p = €| ~5 3 T+ = W(T)

el proceso

4Ver (8]
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W(t) = W(t) 1—;—Bt, teT 8)

es también un proceso de Wiener con respecto a la filtracién F' y la
nueva medida de probabilidad Q. Pues bien, resulta que esta medida
de probabilidad @ torna al precio descontado del stock en un proce-
so martingala, razén por la cual la medida @ se conoce como medida
martingala, veamos.

Proposicién 3.1. Si S*(t) = e""S(t) es el precio del stock, descontado
a la tasa de interés r, entonces S*(t) es un proceso martingala (respecto

aFyQ)

Prueba. Puesto que dS(t) = uS(t)dt + 0 S(t)dW (t), entonces, debido a
la férmula de It6, tenemos

ds*(t)

d(e™"S(t))
= —re "tS(t)dt + e~"tdS(t)

= —re TIS(t)dt + e (,uS(t)dt + aS(t)dW(t))
= S*(¢) [(u —r)dt + o—dW(t)}
—~— r — ” ,
y reemplazando dW por dW + —a—dt se tiene

ds*(t) = S*(@) [(,u —r)dt + adW(t) +(r— ,u)dt]

S*(£)odW (t)

de donde, por ser W un proceso de Wiener (respecto a F' y (), entonces
S* es un proceso martingala en tanto que es una integral estocdstica de
Ito O

Proposicién 3.2. Si 0 es un portafolio autofinanciado, entonces su va-
lor descontado V*(t) = e ™V (t), es un proceso martingala (respecto a

FyQ)
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Prueba. Igual que en la prueba de la proposicién anterior, haciendo uso
de la férmula de It6, tenemos

I

dV*(t) d(e "tV (1))

= —re "V (t)dt + e "tV (¢)

= —re ( (t)B(t) + B(t)S t)) dt+
et (a(t)dB(t) + B(t) t))

= -re ( ()B(t) + B(t)S(t) )dt+
et (a(t)rB( )dt + B(t)dS( t))

= —re "IB(t)S(t)dt + e~ "t B(t)dS(t)
= B(t)d(e™S(?))

= B(t)dS*(t)

= Bt)oS* ()W (t)

La dltima ecuacién, dV*(t) = B(t)oS* (t)dﬁ;(t), por la misma razén
anterior muestra que el proceso V* es un proceso martingala [

Proposicién 3.3. Si 8 es un portafolio autofinanciado, entonces él no
puede generar oportunidades de arbitraje

Prueba. Partamos suponiendo lo contrario, es decir, que 8 genera opor-
tunidades de arbitraje. Por lo tanto

1. V(0) =

2.e77TV(TY>0 A Qe "TV(T)>0)>0

donde estamos utilizando el hecho de que P y @ son medidas de proba-
bilidad equivalentes (ver [9]).

Como 8 es autofinanciado, entonces por la proposicién anterior, su
proceso de valor descontado, V*(t) = e~ "tV (t), es un proceso martingala.
De aqui, denotando la esperanza con respecto a @ por E* (como es usual
en la literatura) y aplicando propiedades de la esperanza condicionada,
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tenemos
E*(VX(T)) = EX(E*(V*(T)|F.)) = E*(V*(0)) = E*(V(0)) =0

es decir,
E*(e”"TV(T)) =0

Pero esta tltima igualdad contradice la condicién (2) de arriba, y por lo
tanto  no puede generar oportunidades de arbitraje O

4. Valuacion Martingala

Dado el contrato Y, jcudl es el precio justo que éste debiera tener?
De lo que se trata por supuesto es de encontrar un precio o valor del
contrato que calce bien para ambas partes, tanto para el lanzador cuanto
para el comprador del mismo.

Para analizar esta cuestién, veamos las cosas por un momento des-
de la perspectiva de quien lanza el contrato. Como en el instante de
maduracién T la obligacién Y debe ser satisfecha, entonces el lanzador
intentard cubrirse, es decir, protegerse frente a cualquier eventualidad
con un portafolio 8 que alcance el valor del contrato Y en el instante de
maduracién T. Es decir, construird un portafolio replicante 8 tal que

Por consiguiente, el precio que fijard el lanzador del contrato serd lo
minimo necesario para echar a andar tal estrategia replicante. Es decir,
el precio del contrato Y en el instante ¢ debera ser igual al valor del
portafolio replicante 8 en ese instante. Por otro lado, es claro que el
futuro titular del contrato Y no pagara mas de tal cantidad. Asi pues, si
@ es un portafolio replicante del contrato Y y V es su proceso de valor,
entonces el precio del contrato Y estard dado por

pt)=V(t), teT
y como V* es un proceso martingala (respecto a F y @), entonces

e "tV (t) = V*(t) = EX(V(T)|F)
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de donde
V(t) = E*(e"V*(T)|F)

con lo que finalmente se tiene

p(t) = V(t) = E*(e " TVY|F,) (9)

Notar que la férmula (9) implica que si dos portafolios 8; y 85
autofinanciados replican el mismo contrato Y, entonces ellos tienen el
mismo proceso de valor. Notar ademds, que es necesario exigir que la
variable aleatoria Y sea () integrable, para que tenga sentido la férmula
de valuacién expresada en (9).

Aplicacién. La ecuacién (9) que hemos obtenido es conocida en la
literatura como férmula de valuacién martingala. Apliquemos esta férmu-
la para calcular el precio del contrato Call. A partir del precio del stock
dado en (4) se tiene

InS(T) =InS(0) + (n — —;-a?')T +oW(T)
yparat < T
maa:nwmyup—%ﬁn+awu)
Asi pues,
msaj—mSm:4u—%ﬂxT—o+away—Wu»
o también
S(T) = S(t)eap|(n = 50")T ~1) +o(W(D) - W) (10)
Ahora bien, de la ecuacidén (8) de la seccidn anterior tenemos

W@:Wm+ﬁ%ﬂt
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y reemplazando en (10) conseguimos
S(T) = S(t)exp|(r — —;—oz)(T —t)+ U(W(T) - W(t))] (11)

W(T) - W(t)
Vi

Haciendo 7 = (r — 302), t =T ~ty Z =
(11) queda

, la ecuacién

S(T) = S(t)exp(F T+ oViZ)
donde, dada la informacién actualmente disponible F; y bajo la medida
de probabilidad @, Z es una variable normal estdndar: Z ~ N(0,1). Por

consiguiente, el precio del contrato Call, segiin la férmula de valuacién
martingala (9), es

_ ptoo " - +
p(t) = e“”/ [S(t)ezp(? t+oVitz) — K] p(z)dz (12)

—0o0

donde ¢ es la densidad de la variable aleatoria Z, esto es,

p(z) = —\/= -T

Lo que resta por delante son cuentas rutinarias para calcular p(t). Con-
tinuemos entonces.

El integrando de (12) desaparece cuando
S(t)exp(Ft +oViz) < K
0, equivalentemente, cuando
InS(t) +7t+oViz <InK

lo que es cierto si y sdlo si

t)
oVt

ln(—sf({—) -7t

z < = Zo
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Por consiguiente la integral (12) puede ser escrita como

/ = [S(t);zp(? T+o0Viz) - K] i o(z)dz

— 00

= /z+oo S(t)exp(r t+a\/¥z dz—K/+oo<P(z
_ %/ Ooexp[o\/_z——z]dz—K/ o(2)dz

_ SWempEd [ T 1 e
= T S / e“’[ (= aVEys

%a%“] dz — KN(—2z,)

(13)

= S(t)exp(rt) /+°0 \/—;—_;ezp[—-;—(z - a\/i)z] dz — KN(—z,)

donde la expresién N(—z,) representa la distribucién acumulada de Z
1 1 =
hasta z, y el integrando —= exp|—=(z — a\/i_,‘ 2] no es otra cosa que
y g T p[ 5( ) q

la densidad de la variable aleatoria Z' ~ N (a\/?, 1). Normalizando Z’,

esto es, haciendo 2’ = 2z — oVt y utilizando la simetria de la distribucién
normal, la ecuacién (12) puede escribirse de la siguiente manera

t—20 -
p0) =50 [ e - Ke N (=) (14
—00
Ahora bien, para seguir la notacién usual de la literatura, hagamos

In(28) + (r + Lo?)(T - t)
ovT —t
d2 = dl—o'\/T—t

con lo que, finalmente después de reemplazar en (14) tenemos

d =

p(t) = SAN(dy) — Ke " TN (dy) (15)

que es el precio del contrato Call que Black y Scholes encontraron en su
famoso articulo
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5. La Ecuacién de Black-Scholes

Cuando la funcién de pago del contrato ¥ es una funcién (con
ciertas caracteristicas que se especifican més abajo) del precio final de
stock, digamos g{(S(T)), entonces Nielsen muestra en [9] que el precio
del contrato Y es una funcién p = p(t, 9(t)) del instante t en el cual se
establece el contrato y del precio del stock en dicho instante (ver ecuacién
15). Ademads, dicha funcién es de clase C™ y por lo tanto puede aplicarse
la férmula de It6 sin ninguna preocupacién. Especificamente se tiene:

Si Y es un T-reclamo contingente y ¢ : Ry — R es una funcién
medible que cumple la siguientes caracteristicas

(1) Y = g(5(T))
(2) g es localmente integrable, es decir,

b
/ |g(z)|dz < 400 Va,be Ry

(3) g satisface la condicién de crecimiento polinémico, esto es, para algin
B > 0 se cumple
|g($)| S 1 +$ﬁ’ T > To,

Entonces, dadas estas condiciones, se tiene

{p(t,S(t)) = V), te[0,T]
p(T, 5(T)) 9(8(T))

donde p es infinitamente diferenciable®

Notar que la funcién g(z) = (z — K)*, que define la funcién de pago
del contrato Call, satisface las condiciones (1), (2) y (3) de arriba.

Lo que haremos enseguida es utilizar este resultado general para
derivar la ecuacién de B-S. Como V (t) = p(t, S(t)) es infinitamente dife-

renciable, entonces podemos aplicar la férmula de 1t6 a Z(t) = p(t, S(¢)):

2@) = [n,SO) + SOt S0) + 30X SO per(t, SO
dt + o S(t)p (t, S(8))dW (¢) 1)

5V(t) es el valor martingala del contrato Y
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Sea 8(t) = (a(t), B(t)) un portafolio replicante del contrato Y. Por
la condicién de autofinanciamiento tenemos

dp(t, S(2)) = dV () = B(t)dS(t) = a(t)dB(2) + B1)AS(H)  (2)

Como dZ(t) = dp(t,S(t)), entonces (2) es una reformulacién del
diferencial dZ. Desarrollemos esta ecuacién

dZ () a(t)dB(t) + B(t)dS(t)
a(t)B(t)rdt + B(t) [uS(t)dt + o S(t)dW (t)

il

a(t)B()r + ﬂ(t)uS(t)] dt + B(t)oS(t)dW (3)

Comparando (1) y (3) e identificando términos tenemos

pe(t,5(8) + uSt)p:(¢,5(2)) + 302(5(t))2pm(t, S()

= a(t)B(t)r + B(t)pS(t) (4)
aS(t)ps(t, S(t)) = B(t)aS(¢) (5)

Adems3s,
a(t)B(t) + B(t)S(t) = p(t, S(t)) (6)

De (5) se tiene
B(t) = pa(t, S(t)) (7)

y sustituyendo en (6) obtenemos

olt) = [p(t,s<t>> —px(t,S(t»su)] (B(6)~ ®

Ahora, sustituyendo (7) y (8) en (4) y simplificando algo la notacién
conseguimos

1
pe(£,8)+uSp. (£,5)+ -2-0252pm(t, S) = l:p(t,S)—pm (t,S)S] B~ 'Br+p.(t,5)uS

de donde

pe(t, S) +rSp. (¢, S) + %azszpm(t, S)=rp(t,S), te[0,T[ P-cec

6El modelo B-S es completo y por lo tanto est4 asegurada la existencia del portafo-
lio replicante (ver [9])
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Yy por supuesto

P(T,5(T)) = g(5(T))

De manera pues que el precio del contrato Y es una solucién de la

ecuacion diferencial parcial no lineal conocida como la ecuacién de Black-
Scholes (B-S):

1 2,..2
(B—S) . { pe(t,@)+raep. (t,x)+ -2'0' T pm(t,x) =  rp(t,x), z€Ry, te [0,T]
p(T,z) = g(z), z€Ry (9)

Existen métodos probabilisticos que permiten resolver esta ecuacién
(ver por ejemplo [7]). Técnicas analiticas usuales, usando transformada
de Fourier, también pueden ser aplicadas, como lo hace por ejemplo Steel
en [11]. Cuando (9) es aplicada para encontrar el precio del contrato Call,
se obtiene la solucién, tnica, que hallamos por medio de la férmula de
valuacién martingala en la seccién 5.

Finalmente, hacemos notar que en nuestro proceso de obtencién de
la ecuacién B-S se ha establecido explicitamente el portafolio replicante
en las ecuaciones (7) y (8).
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