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LA CATEGORIA DERIVADA DE 

LOS PRO-SUPERCOMPLEJOS 

Christian Valqui1 

Resumen 

La categoría derivada es una construcción que invierte 
ciertos morfismos. Las herramientas requeridas se reducen al 

máximo en este trabajo para dar detalladamente esta 
construcción en el caso de pro-supercomplejos. También se 
muestra que es suficiente analizar a los objetos inyectivos. 
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Introducción 

En el presente trabajo detallaremos la construcción de la categoría deriva­
da de la categoría de pro-supercomplejos. La construcción general de una 
categoría derivada consiste en invertir formalmente un cierto conjunto 
de modismos, usualmente se inverten los que inducen isomorfismos en 
homología. Esta construcción se encuentra por ejemplo en [6]. Sin em­
bargo en [6] no se detallan tanto los cálculos, de modo que los cálculos 
en el presente trabajo pueden servir también para verificar los resultados 
en [6]. El resultado principal es la buena definición de la composición 
y la asociatividad, lo cual nos asegura que la categoría derivada V es 
efectivamente una categoría. Además se prueba que esta categoría es 
equivalente a una subcategoría de la categoría homotópica: La formada 
por los objetos inyectivos. 

1 Definiciones y Resultados Previos 

La categoría de pro-supercomplejos está formada por sistemas in­
versos de complejos Z/2-graduados de espacios vectoriales (sobre C). 
Decimos que una aplicación f : A -t B de pro-supercomplejos es una 
equivalencia débil, si induce un isomorfismo 

Hom(B, Z) -t Hom(A, Z) 

para todo supercomplejo Z, visto como pro-supercomplejo constante. 
Otras caracterizaciones de la equivalencia débil se pueden ver en [11]. 
Una secuencia exacta corta O -t A -t B -t C -t O es localmente split si 
es isomorfa a una secuencia exacta corta que en cada nivel es una suma 
directa. En particular, una secuencia exacta localmente split induce una 
secuencia exacta 

O -t Hom(C,D) -t Hom(B,D) -t Hom(A,D) -t Ext(C,D) -t ... 
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Si D es inyectivo (por ejemplo si es constante) esto es una secuencia 
exacta corta. 

Lema 1.1 Sea 

O-tA-4B-4e-tO 

una secuencia corta localmente split de pro-supercomplejos. 

1. e es débilmente contráctil {::} f es una equivalencia débil. 

2. A es débilmente contráctil <=? g es una equivalencia débil. 

3. Sea O -t A' -t B' -t e' -t O otra secuencia exacta corta local­

mente split de (super)complejos de pro-e-espacios de modo que el 
diagrama 

o ----+ A ----+ B ----+ e ----+ o 

htl h21 1 h3 

o ----+ A' ----+ B' ----+ e' ----+ o 

conmute. Si dos de h1 , h2 , h3 son equivalencias débiles, entonces 

también lo es el tercer morfismo. 

Demostración: Esto se ve directamente aplicando para un supercom­
plejo constante Z el funtor H om(-, Z) y verificando las afirmaciones en 
la secuencia exacta larga en homología correspondiente a la secuencia 
exacta corta 

O -t Hom(e,Z) -t Hom(B,Z) -t Hom(A,Z) -t O 

para los dos primeras afirmaciones y aplicando el lema de los cinco (ver 
(5]) a las dos secuencias en el tercer caso. O 
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2 La Categoría Derivada 

La categoría derivada V tiene como objetos a los supercomplejos de 
pro-e-espacios y como morfismos en H omv(A, B) a clases de equivalencia 
de ternas (f, r, X) con 

A--tX+--B 
j T 

donde r es además una equivalencia débil. Las clases de equivalencia 
se establecen según la siguiente relación de equivalencia: (f, s, X) ,...., 
(g, t, Y) si y solamente si existe un diagrama conmutativo en K (la ca­
tegoría homotópica): 

donde u es una equivalencia débil. 

La composición está dada por [(!, s, X)] o [(g, t, Y)] := [(§o J, so t, Z)] 
donde la existencia de g, s y Z en el diagrama conmutativo en K 

z 

;/~ 
X y 

;/~/.~ 
A B e 

está garantizada por el lema 2.2. 
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Proposición 2.1 1. ..-.- es una relación de equivalencia. 

2. La composición está bien definida. 

3. La composición es asociativa. 

Para demostrar la proposición que en [6) es parte de una definicion, 
veremos primero los dos lemas siguientes, que en [6) son parte de los 
axiomas de sistemas multiplicativos. 

Lema 2.2 Sean s, g morfismos en PS 

donde S es una equivalencia débil. Entonces existen s, g, e de modo que 
s es una equivalencia débil y talque el diagrama 

conmute salvo homotopías. 

Demostración: Ponemos C := Cgoó según la siguiente construcción: 
c. es el cono de mapeo des y s- 1c. la antisuspensión de c •. Esto es, 
(S- 1Cs)n = (Cs)n+l, as-le. = -8°•. Sea 6: s-1Cs ~ B E9 s- 1 E~ B 
la proyección al primer sumando, que es un morfismo de complejos de 
cadenas. Ahora C := Cgo&, esto significa que como pro-e-espacio, 

teniendo como diferencial: 

8°(b,e,f) = (8°•(b,e),8f+go6(b,e)) = (-8b,8e+sb,8f+g(b)). 
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Definimos s y g por medio de: 

s(f) = (O, o, J) => 8sf = s8f 

g(e) =(O, -e, O) => 8ge = g8e 

Demostraremos que el diagrama conmuta salvo homotopía: Definimos 
h : B ---t e de grado 1 poniendo h(b) = (b, O, O). Se ve que 

8h(b) = (-8b,sb,g(b)) 

h8(b) = (8b, O, O) 

(h8 + 8h)(b) = (0, sb, g(b)) =so g(b) - g o s(b) 

con lo cual se tiene que s o g ::::: g o s, que es lo que se tenía que probar. 
Finalmente vemos que s es equivalencia débil: 
Sea Z constante. Como s es equivalencia débil, se tiene que 
H.(Hom(e8 , Z)) =O. Ahora la secuencia exacta corta split 

s 
O ---+ F ---+ e9 oó ---+ es ---+ O 

y el lema 1.13 demuestran que s es una equivalencia débil. O 

Lema 2.3 Si para un morfismo f : A ---t B existe un e y una equi­
valencia débil S : e ---+ A talque f o S ::::: o, entonces existe un D y una 
equivalencia débil t : B ---+ D talque t o f ::::: O. 

Demostración: La idea es completar con t el siguiente diagrama: 

e,p 
~ 
¡ t 

o--B~B 

i ¡/ l<P 
e----;-+- A -es 

Sabemos que f S ::::: o, esto significa que existe un h : e ---+ B de grado 1 
con f s = h8+8h. Definimos f/1 :es ---+ B poniendo f/J(c, a) := h(c) + f(a). 
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Se verifica que esto es un morfismo de cadenas, de hecho es un caso 
especial del morfismo inducido en los conos de mapeo, identificando B 
con el cono de mapeo de la aplicación O : O --+ B. 

Ahora tes la inclusión canónica t : B --+ e<l> e:: Ses EB B e:: e EB SA EB 
B, es decir t(b) = (O,O,b). Se sabe que tes un morfismo de complejos. 
Además t es equivalencia débil: 
Como s es equivalencia débil, tenemos que es y por lo tanto también 
Ses son debilmente contráctiles, esto es, H.Ham(es, Z) =O para todo 
Z constante. La secuencia exacta corta split 

O --+ B ..!t eq, --+ Ses --+ O 

y el lema 1.11 nos da que t es una equivalencia débil. 
Si definimos finalmente h : A --+ D = e<l> poniendo h(a) = (0, a, O) 
tenemos que (ha+ ah)(a) = (O, aa, O)+ (0, -aa, f(a)) = (O, O, f(a)) = 
t o f(a). Por lo tanto ah+ ha= t o f, es decir, t o f::: O. D 

Corolario 2.4 Si 

9 t 
B--e···········>Y 

i 1 i k 

X~A___!!_,.D 

conmuta en K luego de componer con la equivalencia débil s, es decir 
g f S ::: khs 1 entonces existe t : e --+ Y de modo que el diagrama conmuta 

luego de componer con t, es decir tgf::: tkh. 

Demostración: basta aplicar el lema anterior a gf- kh. D 

Demostración: (De la prop. 2.1) Veamos que "' es una relación de 
equivalencia: La simetría y reflexividad son obvias. Para la transitividad 
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supongamos que tenemos los siguientes diagramas conmutativos en K: 

que nos dan (!, s, X) "' (g, t, Y) "' (h, r, U). Usando el lema 2.2 pode­
mos completar con flechas punteadas que serán equivalencias débiles el 
diagrama (conmutativo en K) : 

z1 ........... ,... z3 

l + 
Y-Z2 

y obtenemos 

A 

f z3 h 

/~ 
x--z1 z2-u 

~/ 
S 

y 

tt 
B 

Esto asegura que (!, s, X) "' (h, r, U). O 
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Comentario 2.5 Si t : X -+ Y es una equivalencia débil, entonces 

(!, s, X) "" (tj, t8, Y), como se ve en el diagrama: 

Ahora veremos que la composición está bien definida: Supongamos que 
hemos definido la composición de dos distintas maneras (el lema 2.2 no 
asegura la unicidad): 

A B e 
Tenemos que demostrar que (gd, 81t, Z1)"" (g2j, 82t, Z2). 
Para esto completemos con equivalencias débiles 8 3 ,84 (lema 2.2) el dia­
grama: 

... ··· 

Además tenemos que 84928 :::::: 83918 (pues 84928 :::::: 84829 :::::: 83819 :::::: 
8391s) y entonces el corolario 2.4 nos dice que hay un pro-supercomplejo 
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z4 y una equivalencia débil Ss : z3 -+ Zs de modo que SsS492 ::::: SsS391· 
Obtenemos finalmente: 

(g¡f, S¡t, Z¡) (s3g¡f, s3s1t, Z3) 

(s3g¡f, s4s2t, Z3) 

(sss3g¡f, sss4s2t, Z4) 

(ssS492f, sss4s2t, Z4) 

(g2f, s2t, Z2) 

Estas equivalencias se obtienen siguiendo los morfismos en el diagrama 

A B e 

Queda como ejercicio escribir las equivalencias correspondientes a la de­
mostración de la asociatividad en el diagrama (las ,...., junto a una flecha 
indican equivalencias débiles): 
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A B e D 

3 Reducción a lnyectivos 

Finalmente mostraremos que la categoría derivada se puede des­
cribir usando resoluciones inyectivas. Primero demostramos que todo 
pro-supercomplejo admite una inyección localmente split a un inyectivo 
y luego veremos que los modismos entre inyectivos corresponden a los 
modismos entre ellos en la categoría derivada. Esto es suficiente para 
verificar que la categoría derivada es equivalente la subcategoría plena 
de la categoría homotópica formada con los objetos inyectivos. 

Teorema 3.1 Para todo pro-supercomplejo X existe un pro-supercomple­

jo X inyectivo y una inclusión (localmente split) T :X -+ X que es una 
equivalencia débil. 
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Demostración: Ponemos Jn := EB~=l X k, lo cual nos da un pro-super­
complejo J = (Jk) con a-J la proyección canónica. Tenemos una inclusión 
localmente split 
X Y J dada en cada nivel por Xn H (o-nl (xn), ... , O"n,n-l(xn), Xn)· La 
retracción local está dada por 7rn(X¡, ... , Xn) := Xn. 
La secuencia exacta corta localmente split que corresponde a esta in­
clusión 

0--tX--tJ!!tQ--tO 

da para todo pro-e-espacio A la secuencia 

O -t H om(A, X) -t H om(A, J) -t H om(A, Q) -t 

-t Ext(A, X) -t Ext(A, J) -t Ext(A, Q) -t O 

Como Ext(A, J) = O para todo A, también es Ext(A, Q) = O, por lo 
tanto el cociente Q es inyectivo. Esto nos dice finalmente que como 
pro-e-espacio Cp ~ SQ EB J es inyectivo. Se verifica directamente que el 
cociente de la inclusión de X en la suspensión del cono de mapeo de p 

es la suspensión del cono de mapeo de la identidad de Q: 

O -t X 4 SCp -t SC!dq -t O 

Ponemos X . - SCp y el mismo argumento usado ya varias veces 
(aplicar H om( -, Z) a la secuencia exacta corta y luego ver la secuencia 
exacta larga en homología) nos lleva a la conclusión de que la in­
clusión T : X -t X es una equivalencia débil, que era lo que queríamos 
demostrar. O 

Corolario 3.2 Todo morfismo en H omv(A, B) puede ser representado 
por (f, t, X) con X inyectivo. 

X 

~T 
A-Y-B 9 S 
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Demostración: Si el representante es (g, s, Y) se toma r y X según 
el teorema de modo que X es inyectivo y la inclusión r : Y '---+ X es 
una equivalencia débil. Por el comentario 2.5 se sabe que (!, t, Y) '"" 
(rg,rs,X) = (f,t,X) O 

Proposición 3.3 Si M, N son supercomplejos de pro-e-espacios inyec­
tivos y f : M -t N es una equivalencia débil, entonces f es una equiva­
lencia homotópica. 

Demostración: Como M y N son inyectivos, también será inyectivo 
e,~ SM EB N. Pero entonces H.(Hom(e1,e1)) =O lo cual significa 
que Idc1 ~O, es decir e¡~ O. Esto dice que e1 =O en K y por lo tanto 
f es un isomorfismo en K, es decir, es una equivalencia homotópica. O 

Teorema 3.4 Si N es inyectivo como pro-e-espacio, entonces 
HomK(M,N) ~ Homv(M,N). 

Demostración: Definimos <p : H om K (M, N) -t H omv (M, N) asig­
nando [/] H [(f,IdN,N)]. Veremos que es una biyección: Está bien 
definido pues si f ~ g, entonces 

M 

/~ 
N--N-N 

~t/ 
N 

es conmutativo en K, donde todas las flechas de N a N son la identidad, 
y por lo tanto (!,Id, N)"' (g,Id,N). 
<pes sobre: Sea [(f,s,X)] E Homv(M,N). Incluimos a X con una 
equivalencia débil t en un inyectivo I: 
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Sabemos que (f, s, X) ,...., (tf, ts, I). Como ts es una equivalencia débil 
entre dos inyectivos, es un isomorfismo en K por la proposición 3.3. Sea 
[g] su inverso en K, es decir [g) = [ts)-1 . Entonces 

Ver la figura: 

<t?([g oto f]) = [(gtf,ldN,N)] 

= [(tsgtf, ts, I)] 

= [(tf, ts, I)] 

= [(f,s,X)) 

M....!!!:!._N-N 

1 
Id 

tts 
I 

Veamos finalmente que <p es inyectiva: Sea <p((f]) = <p([g]), es decir, 
(f, Id, N) ,...., (g, Id, N). Esto significa que existe un diagrama conmuta­
tivo en K: 

Podemos asumir que X es inyectivo y que las flechas horizontales son 
iguales a u. Por la proposición 3.3{X y N inyectivos) u es una equiva­
lencia homotópica, es decir, existe u- 1 , el inverso módulo homotopía, de 
u. Del diagrama vemos que uf~ ug entonces u- 1uf ~ u- 1ug =? f ~ g, 
es decir [/] = [g]. O 
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Abstract 

The derived category arises when we invert formally certain morphisms. 
The tools needed for this purpose are reduced to a mínimum in this ar­
ticle, giving the detailed construction in the case of pro-supercomplexes. 
It is also shown that one can restrict to injective objects. 

Key words: Pro-categories, derived category, triangulated categories. 
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