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LA CATEGORIA DERIVADA DE
LOS PRO-SUPERCOMPLEJOS

Christian Valqui!

Resumen

La categoria derivada es una construccion que invierte
ciertos morfismos. Las herramientas requeridas se reducen al
mdximo en este trabajo para dar detalladamente esta
construccion en el caso de pro-supercomplejos. También se
muestra que es suficiente analizar a los objetos inyectivos.
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Introduccion

En el presente trabajo detallaremos la construccién de la categoria deriva-
da de la categoria de pro-supercomplejos. La construccién general de una
categoria derivada consiste en invertir formalmente un cierto conjunto
de morfismos, usualmente se inverten los que inducen isomorfismos en
homologia. Esta construccién se encuentra por ejemplo en [6]. Sin em-
bargo en [6] no se detallan tanto los cdlculos, de modo que los célculos
en el presente trabajo pueden servir también para verificar los resultados
en [6]. El resultado principal es la buena definicién de la composicién
y la asociatividad, lo cual nos asegura que la categoria derivada D es
efectivamente una categoria. Ademds se prueba que esta categoria es
equivalente a una subcategoria de la categorfa homotépica: La formada
por los objetos inyectivos.

1 Definiciones y Resultados Previos

La categoria de pro-supercomplejos estd formada por sistemas in-
versos de complejos Z/2-graduados de espacios vectoriales (sobre C).
Decimos que una aplicacién f : A - B de pro-supercomplejos es una
equivalencia débil, si induce un isomorfismo

Hom(B,Z) - Hom(A, Z)

para todo supercomplejo Z, visto como pro-supercomplejo constante.
Otras caracterizaciones de la equivalencia débil se pueden ver en [11].
Una secuencia exacta corta 0 -+ A - B = C — 0 es localmente split si
es isomorfa a una secuencia exacta corta que en cada nivel es una suma
directa. En particular, una secuencia exacta localmente split induce una
secuencia exacta

0 - Hom(C,D) - Hom(B,D) -+ Hom(A, D) — Ezt(C,D) — ...
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Si D es inyectivo (por ejemplo si es constante) esto es una secuencia
exacta corta.

Lema 1.1 Sea
0s4ahBSC0

una secuencia corta localmente split de pro-supercomplejos.
1. C es débilmente contrdctil & f es una equivalencia débil.
2. A es débilmente contrdctil & g es una equivalencia débil.

3 Sea0 - A - B' = C' - 0 otra secuencia exacta corta local-
mente split de (super)complejos de pro-c-espacios de modo que el

diagrama
0 y A »y B » C > 0
S [
0 y A » B’ y C' y 0

conmute. Si dos de hy, ha, hs son equivalencias débiles, entonces
también lo es el tercer morfismo.

Demostraciéon: Esto se ve directamente aplicando para un supercom-
plejo constante Z el funtor Hom(—, Z) y verificando las afirmaciones en
la secuencia exacta larga en homologia correspondiente a la secuencia
exacta corta

0—- Hom(C,Z) - Hom(B,Z) - Hom(A,Z) = 0

para los dos primeras afirmaciones y aplicando el lema de los cinco (ver
[5]) a las dos secuencias en el tercer caso. O
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2 La Categoria Derivada

La categoria derivada D tiene como objetos a los supercomplejos de
pro-c-espacios y como morfismos en Homp(A, B) a clases de equivalencia
de ternas (f, 7, X) con

A y X < B
f T !

donde 7 es ademis una equivalencia débil. Las clases de equivalencia
se establecen segin la siguiente relacién de equivalencia: (f,s, X) ~
(g,t,Y) si y solamente si existe un diagrama conmutativo en K (la ca-
tegoria homotdpica):

AP
N

donde u es una equivalencia débil.

La composicién estd dada por [(f,s,X)] o [(g,t,Y)] :=[(go f,50t,2Z)]
donde la existencia ‘de J,3 y Z en el diagrama conmutativo en K

XyZXY
INAN

estd garantizada por el lema 2.2.
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Proposicién 2.1 1. ~ es una relacidn de equivalencia.
2. La composicion estd bien definida.
3. La composicidn es asociativa.

Para demostrar la proposicién que en [6] es parte de una definicion,
veremos primero los dos lemas siguientes, que en [6] son parte de los
axiomas de sistemas multiplicativos.

Lema 2.2 Sean s,g morfismos en PS

E
|
B—T>F

donde s es una equivalencia débil. Entonces existen §,§,C de modo que
3 es una equivalencia débil y talque el diagrama

?
F

g
_—

by —— by

—
g

conmute salvo homotopias.

Demostracién: Ponemos C := Cyos segin la siguiente construccién:
C, es el cono de mapeo de s y S1C, la antisuspensién de Cs. Esto es,
(S71C)n = (Co)nt1, 05 C: = —8% . Sea §:S"'C, 2 Ba®S~'E - B
la proyeccién al primer sumando, que es un morfismo de complejos de
cadenas. Ahora C' := Cj.s, esto significa que como pro-c-espacio,

C=Cuos 28(SHCs))®F=C;®dF2SBOEGF
teniendo como diferencial:

(b, e, f) = (8% (b,e),8f + g o 6(b,e)) = (—Db, e + sb,df + g(b)).
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Definimos § y g por medio de:

5(f)=1(0,0,f) = 05f=30f
gle) = (0,—e,0) = Oge= goe

Demostraremos que el diagrama conmuta salvo homotopia: Definimos
h: B — C de grado 1 poniendo h(b) = (b,0,0). Se ve que

ho(d) = (8b,0,0)
(hO + 8h)(b) = (0, sb, g(b)) = 50 g(b) — g o s(b)

con lo cual se tiene que 3o g ~ g o s, que es lo que se tenia que probar.
Finalmente vemos que 3 es equivalencia débil:

Sea Z constante. Como s es equivalencia débil, se tiene que
H.(Hom(C,,Z)) = 0. Ahora la secuencia exacta corta split

0—>F—§>Cgoa—+Cs—+O

y el lema 1.13 demuestran que § es una equivalencia débil. O

Lema 2.3 Si para un morfismo f : A = B existe un C y una equi-
valencia débil s : C — A talque f o 8 ~ 0, entonces existe un D y una
equivalencia débil t : B — D talque to f ~ 0.

Demostracién: La idea es completar con ¢ el siguiente diagrama:

Co
A
t

1d
— B —

o

—C,

0
c
Sabemos que fs ~ 0, esto significa que existe un h: C — B de grado 1
con fs = hd+0h. Definimos ¢ : C; — B poniendo ¢(c,a) := h(c)+ f(a).

8

10
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Se verifica que esto es un morfismo de cadenas, de hecho es un caso
especial del morfismo inducido en los conos de mapeo, identificando B
con el cono de mapeo de la aplicacién 0: 0 —» B.

Ahora t es la inclusién canénicat: B - Cy 2 SC; @B =2 C@® SA®
B, es decir t(b) = (0,0,b). Se sabe que t es un morfismo de complejos.
Adema3s t es equivalencia débil:
Como s es equivalencia débil, tenemos que C; y por lo tanto también
SC, son debilmente contractiles, esto es, H,Hom(Cjs, Z) = 0 para todo
Z constante. La secuencia exacta corta split

0+B5Cy—8C, >0

y el lema 1.11 nos da que ¢ es una equivalencia débil.

Si definimos finalmente h : A - D = C, poniendo h(a) = (0,a,0)
tenemos que (hd + dh)(a) = (0,0a,0) + (0, —da, f(a)) = (0,0, f(a)) =
to f(a). Por lo tanto dh + hd =t o f, es decir, to f ~ 0. O

Corolario 2.4 Si

conmuta en K luego de componer con la equivalencia débil s, es decir
gfs ~ khs, entonces existet : C — Y de modo que el diagrama conmuta
luego de componer con t, es decir tgf ~ tkh.

Demostracién: basta aplicar el lema anterior a gf — kh. O

Demostracién: (De la prop. 2.1) Veamos que ~ es una relacién de
equivalencia: La simetria y reflexividad son obvias. Para la transitividad

11
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supongamos que tenemos los siguientes diagramas conmutativos en K:

NG N

X—> 7 <«——Y Y—>Zy—1U
s t t r
B B

que nos dan (f,s,X) ~ (g,t,Y) ~ (h,r,U). Usando el lema 2.2 pode-
mos completar con flechas punteadas que serdn equivalencias débiles el
diagrama (conmutativo en K) :

A > 73
Y A
Y—2,
y obtenemos
A
f Zs h

Esto asegura que (f,s, X) ~ (h,r,U). O

12
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Comentario 2.5 Sit : X — Y es una equivalencia débil, entonces
(f,8,X) ~ (tf,t8,Y), como se ve en el diagrama:

A
.
XLty <Liy

N

B

Ahora veremos que la composicién estd bien definida: Supongamos que
hemos definido la composicién de dos distintas maneras (el lema 2.2 no
asegura la unicidad):

A Z3

92
ng s1 ISZ
X Y
f 8 t
9
A B c
Tenemos que demostrar que (g1 f, s1t, Z1) ~ (g2 f, sat, Z2).

Para esto completemos con equivalencias débiles s3, s4 (lema 2.2) el dia-
grama:

Z3

83 4 ‘. 84

7z, A
x %
Y

Ademas tenemos que s4928 =~ 83915 (pues $4g28 =~ S4829 = 838519 =
$3g18) y entonces el corolario 2.4 nos dice que hay un pro-supercomplejo

13
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Z4 y una equivalencia débil s5 : Z3 = Zs de modo que s58492 >~ S55391-
Obtenemos finalmente:

(g1f,s1t,2Z1) ~ (s391f,s351t, Z3)
~ (s3g1f,8452t, Z3)
~ (s55391f,858452t, Z4)
~ (s55492f,858452t, Z4)
~ (g2f,s2t, Z2)

Estas equivalencias se obtienen siguiendo los morfismos en el diagrama

Zy

Z3
RN

Z 92 Zy

<
81

X Y

b s t
9
A B C
Queda como ejercicio escribir las equivalencias correspondientes a la de-

mostracién de la asociatividad en el diagrama (las ~ junto a una flecha
indican equivalencias débiles):

14
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Us

1 >< 1~
NCATN AN

3 Reduccion a Inyectivos

Finalmente mostraremos que la categoria derivada se puede des-
cribir usando resoluciones inyectivas. Primero demostramos que todo
pro-supercomplejo admite una inyeccién localmente split a un inyectivo
y luego veremos que los morfismos entre inyectivos corresponden a los
morfismos entre ellos en la categoria derivada. Esto es suficiente para
verificar que la categoria derivada es equivalente la subcategoria plena
de la categoria homotdpica formada con los objetos inyectivos.

Teorema 3.1 Para todo pro-supercomplejo X existe un pro-supercomple-

jo X inyectivo y una inclusién (localmente split) 7: X — X que es una
equivalencia débil.

15
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Demostracion: Ponemos J, := @’;:1 X, lo cual nos da un pro-super-
complejo J = (J;) con o7 la proyeccién canénica. Tenemos una inclusién
localmente split
X < J dada en cada nivel por z,, — (0n1(Z0n),--+,0nn-1(Tn),Zs). La
retraccién local estd dada por w,(zy,...,Z5) := Zy.
La secuencia exacta corta localmente split que corresponde a esta in-
clusién

0+X-2J5Q-0

da para todo pro-c-espacio A la secuencia
0 — Hom(A,X) - Hom(A,J) - Hom(A,Q) —

— Ext(A,X) — Ezt(A,J) - Ext(A,Q) - 0

Como Ezxt(A,J) = 0 para todo A, también es Ezt(4,Q) = 0, por lo
tanto el cociente @ es inyectivo. Esto nos dice finalmente que como
pro-c-espacio C, = SQ @ J es inyectivo. Se verifica directamente que el
cociente de la inclusién de X en la suspensién del cono de mapeo de p
es la suspensién del cono de mapeo de la identidad de Q:

0 X < 8Cp = SCraq = 0

Ponemos X := SCp y el mismo argumento usado ya varias veces
(aplicar Hom(—, Z) a la secuencia exacta corta y luego ver la secuencia
exacta larga en homologia) nos lleva a la conclusién de que la in-
clusién 7: X — X es una equivalencia débil, que era lo que queriamos
demostrar. O

Corolario 3.2 Todo morfismo en Homp(A, B) puede ser representado
por (f,t,X) con X inyectivo.

b

A—>Y <8

16
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Demostracién: Si el representante es (g,3,Y) se toma 7 y X segin
el teorema de modo que X es inyectivo y la inclusién 7 : ¥ — X es
una equivalencia débil. Por el comentario 2.5 se sabe que (f,t,Y) ~
(rg,78,X) = (f,t,X) O

Proposiciéon 3.3 Si M, N son supercomplejos de pro-c-espacios inyec-
tiwos y f : M — N es una equivalencia débil, entonces f es una equiva-
lencia homotdpica.

Demostracion: Como M y N son inyectivos, también serd inyectivo
Cs = SM @ N. Pero entonces H,(Hom(Cf,Cy)) = 0 lo cual significa
que Idc, ~ 0, es decir Cy ~ 0. Esto dice que C; = 0 en K y por lo tanto
f es un isomorfismo en K, es decir, es una equivalencia homotépica. O

Teorema 3.4 Si N es inyectivo como pro-c-espacio, entonces
Homg(M,N) = Homp(M,N).
Demostracién: Definimos ¢ : Homg(M,N) — Homp(M,N) asig-

nando [f] — [(f,Idn,N)]. Veremos que es una biyeccién: Estd bien
definido pues si f ~ g, entonces

SN
N

es conmutativo en K, donde todas las flechas de NV a N son la identidad,
y por lo tanto (f,Id,N) ~ (g,Id, N).
¢ es sobre: Sea [(f,s,X)] € Homp(M,N). Incluimos a X con una
equivalencia débil ¢ en un inyectivo I:

Mt x<——n
1t
I

17
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Sabemos que (f,s,X) ~ (tf,ts,I). Como ts es una equivalencia débil
entre dos inyectivos, es un isomorfismo en K por la proposicién 3.3. Sea
[g] su inverso en K, es decir [g] = [ts]~!. Entonces

w(lgote fl) = l(gtf,Idn,N)]
= [(tsgtf,ts,I)]
= [(tf,ts, D)
= [(f,s X)]
Ver la figura:
if
M JI ~—N

Veamos finalmente que ¢ es inyectiva: Sea ¢([f]) = ¢([g]), es decir,
(f,Id,N) ~ (g,1d,N). Esto significa que existe un diagrama conmuta-

tivo en K:
SN

N—>X<—N

PN P

N

Podemos asumir que X es inyectivo y que las flechas horizontales son
iguales a u. Por la proposicién 3.3(X y N inyectivos) u es una equiva-
lencia homotépica, es decir, existe u™!, el inverso médulo homotopia, de
u. Del diagrama vemos que uf ~ ug entonces u~luf ~ u~lug = f ~ g,
es decir [f] = [g]. O

18
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Abstract

The derived category arises when we invert formally certain morphisms.
The tools needed for this purpose are reduced to a minimum in this ar-
ticle, giving the detailed construction in the case of pro-supercomplexes.
It is also shown that one can restrict to injective objects.

Key words: Pro-categories, derived category, triangulated categories.
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