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COMPORTAMIENTO 
, 

ASINTOTICO DE UN SISTEMA 
ACOPLADO DE ECUACIONES 

DISPERSIVAS 
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Resumen 

Se demuestra que el problema de valor inicial asociado con 
el sistema acoplado de ecuaciones de Korteweg-de Vries 

{ 
8tU + 8~u + o:8~V + uP8xU + vP8xV = 0 

8tV + 8~V + o:8~u + vP8xV + 8x (uvP) = 0 

para p 2: 4, tiene única solución global y su comportamiento 
asintótico satisface 

sup (1 + t) 113 IIU (t) llw < +oo. 
tE(O,oo( 

00 
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Introducción 

Nuestro objetivo en este artículo es estudiar el comportamiento asintótico 
en el tiempo de las soluciones del sistema acoplado de ecuaciones gene
ralizadas de Korteweg-de Vries 

{ 

8tU + 8~U + a8~V + uP8xU + vP8xV = 0 
8tV + 8~V + a8~U + vP8xV + 8x (uvP) = 0 
u (x,O) = uo, 
V (x,O) = Vo. 

(1) 

donde u = u (x, t) y v = v (x, t) son funciones con valores reales para 
x E R, t 2': O, a es una constante real tal que lal < 1 y p 2': 4 es un 
número entero. El sistema tiene la estructura de un par de ecuaciones 
de Korteweg-de Vries generalizadas, acopladas a través de los efectos 
dispersivos y no lineales, y es un caso particular del sistema derivado 
en [7) como un modelo para describir la interacción de ondas largas 
débilmente no lineales. 

Mediante la teoría de Kato para ecuaciones de evolución cuasi li
neales del tipo hiperbólico [10), se demuestra la buena formulación local 
del problema (1). Para estudiar el comportamiento asintótico de la solu
ción del sistema (1), demostramos un resultado de existencia de solu
ción global para valores grandes de p. Esto se logra para datos iniciales 
pequeños, usando estimados del conmutador que involucran derivadas 
fraccionarias. Con el método de la fase estacionaria analizamos el sis
tema lineal asociado con (1) y entonces, usando la ecuación integral 
asociada con el problema, demostramos el teorema 10. 

Las notaciones usadas son las frecuentes: por n; (R) = J-S LP (R), 
sER y 1 :::; p:::; oo, representamos al espacio de Sobolev de orden s con 
base en LP (R), donde la norma es II·IIH· = IIJ 8 ·11LP y 1 8 representa al 

p - ( 2)~ ~ potencial de Bessel de orden -s definido por Js f (~) = 1 + 1~1 f (e). 

En el espacio producto H~ (R) = n; (R) X n; (R) consideramos la 

norma 11·11~. = ll·llt. + ll·llt •. Cuando p = 2 tenemos los espacios 
p p p 
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de Sobolev H 8 (R) = H!J. (R) en los que el producto interno y la nor
ma son representados por (-, ·) 8 y ll·lls' respectivamente. Para dos ope
radores A y B, el conmutador es dado por [A, B] = AB- BA. Así, 
[J 8

, f] g = JB (fg)- f JBg, en donde fes considerado como un operador 
de multiplicación. 

Las siguientes proposiciones serán utilizadas en la tercera sección, 
sus demostraciones se pueden consultar en [9), [13) y [15), respectiva
mente. 

Proposición l. Si J,g E S(Rn), s >O y 1 < p < oo y, entonces 

y 

II[Js; f] YIILP ~e (118/lbl ps-lYIILP2 + IIP fllu3 11Yib3) 
donde P2, P3 E ]1, oo[ y P1, P4 son tales que ..L + P

1 = -P
1 = ..L +.l... 

PI 2 P3 P• 

Proposición 2. Sean ao, a1, (31 :?: O que satisfacen 

ao + a1 - fJ1 :?: 1 , ao :?: fJ1 o a1 :?: fJ1 

y 

ao :?: fJ1 si a1 = 1, a1 :?: fJ1 si ao = l. 

Entonces, tenemos 

sup ¡t (1 + t).B1 (1 + t- s)-"0 (1 + s)" 1 ds < +oo. 
o::;t::;+oo lo 

Proposición 3. Sea m(t) una función continua de valor real no negativa 
tal que existen constantes positivas a 0 , a 1 y (31 , fJ2 y 

m(t) ~ ao + a1m.B1 (t) exp (!32 m.B1+t(t)) 

para cualquier t en un intervalo conteniendo a t = O, donde (31 > l. Si 
m(O) ~ a 0 y el producto ao, a1 es suficientemente pequeño, entonces en 
el mismo intervalo m(t) es acotado. 
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l. El Problema Lineal 

Consideremos la parte lineal del sistema (1), es decir, 

{ 
8tu + 8~u + o:8~v = O 
8tv + 8~v + o:8~u = O 

con lo:l < 1 y las condiciones iniciales 

{ 
u (O)= uo 
v(O) = vo. 

El problema (2) - (3) vectorialmente tiene la forma 

{ 
8tU + AoU =O 
U (O)= Uo 

donde U= (u,v), Uo = (u0 ,v0 ) y el operador Ao es definido por 

(2) 

(3) 

(4) 

Teorema 4. El operador Ao : H8+3 (R) ~ H8 (R) -t H8 (R) es lineal 
con dominio denso y anti-adjunto en H8 (R), s ~ O. En particular, A 0 

y -A0 son operadores disipativos maximales en H 8 (R), s ~O. 

Prueba. La linealidad del operador A0 y la densidad de su dominio son 
inmediatas. Además, si U= (u1 ,u2 ) E H 8 +3 (R), se tiene 

así que A0 U E H 8 (R) cualquiera sea U E H 8 +3 (R). Además, si 
U= (u1,u2) E H 8 +3 (R) y V= (v1,v2) E H 8 (R) tenemos 
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por lo tanto, A0 es anti-adjunto. La última afirmación es consecuencia 
del corolario 2.4.9 de [6] D 

Teorema 5. El operador - A0 genera un semigrupo de contracciones 

{Wo (t)lt;:;:o en H8 (R), s ~O, tal que para todo U= (u,v) E H8 (R), 

( 

(E+ (t) +E- (t)) u+ (E+ (t)- E- (t)) v ) 
Wo (t) U= , 

(E+ (t)- E- (t)) u+ (E+ (t) +E- (t)) V 

(6) 

en donde E'/; (t) son los multiplicadores de Fourier definidos por 

_ e"±(elt 
E±(t)<p(Ü = -2-~(Ü (7) 

con 
(8) 

Además, {Wo (t)}t>o se extiende a un grupo de operadores unitarios en 
H 8 (R) y, cualquiera sea U0 E H 8 (R) la función 

Wo (·) Uo: Rri -t H 8 (R) 

es la única solución del problema de valor inicial (14) en 

Prueba. La primera afirmación es consecuencia del teorema 4 y el Teo
rema de Hille-Yosida-Phillips [6, Teorema 3.4.3]. Para demostrar (6), se 
resuelve el problema de valor inicial (14) tomando la transformada de 
Fourier en la variable espacial y se usa el Teorema 3.1.1 de [6]. D 

Teorema 6. Sea u0 E S(R) y E±(t)uo(x), entonces 

(9) 
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Prueba. Probaremos (9) para E+ (t). Tenemos 

Si u es solución de 

{ 
8tu (x, t) + 8~u (x, t) = 0 x, t E R 

u (x,O) = uo (x) 

entonces u (x, t) = St(x) * u0 donde St(x) = ~ Ai ( ~) y 

Ai (x) =fa ei(ex+e!3)d~ es la función de Airy. Haciendo el cambio de 

variable ~ = () , se tiene que 
{13t (1 +a) 

St(x) = 2v'21T{I~t(1+a)Ai ( {13t(~+a))' 

Ahora, verifiquemos el caso t = 1 es decir, 

IS1 (x)l ~c. (10) 

Definamos la función 'Po E eco (R) tal que 'Po = o donde IBI < 1, y 
cp0 = 1 para IBI 2': 2. Así, para probar (10) es suficiente demostrar que 

I (x) = IL e<I>.(!J)'Po (x) d()l <e, 

donde 1/Jx (B) = iBx + i03 para cualquier x E R. Si x > 2, la primera 
derivada de 1/Jx (B) nunca se anula en el soporte de 'PO· Entonces el re
sultado se obtiene integrando por partes. 
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Si x ~ -2, elegirnos ~1 y ~2 E C00 (R) tales que ~1 + ~2 = 1 con 
~1 ;::: O, ~2 ;::: O, el soporte de ~1 contenido en 

y ~2 =O en 

Así, 

I (x) ~ I1 (x) + !2 (x), 

donde 

Ij (x) = IL e<l>z(O)~o (x) ~i (x) dOI 

para j = 1, 2. Cuando ~2 (O) =/; O tenernos 131012 + xJ ;::: e' ( 3101 2 + x). 
Por lo tanto, integrando por partes se demuestra que 

Finalmente cuando O E A se sigue que 101 2
"' lxl, entonces 1 (d2 /dfJ2) <Px (O) 1 

;::: e lxl1/2 y 

l¡ (x) = IL ei(Ox+Oa),pxdOI 

donde vJx E CQ" (R), el soporte de vJx ~ An {IOI > 1} y fa J.,¡,~ (0)1 dO< 
e" con e" independiente de x. Para probar esto, observar que ,P' cambia 
de signo un número finito de veces independientemente de x. Usando la 
proposición 2 completarnos la prueba. O 

Antes de concluir con esta sección, notemos que en este caso no es 
posible resolver el problema (1) de manera tradicional, es decir, reducirlo 
a una ecuación integral y aplicar el teorema del punto fijo de Banach. 
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En efecto, es fácil verificar que (1) es, al menos formalmente, equivalente 
a 

U (t) = Wo (t) Uo -1t Wo (t- r) F (U (r)) dr 

en donde {W0 (t)}t>o es el semigrupo de contracciones en H 8 (R), s ~O, 
generado por el operador matricial - A0 y 

F (U) = (uP8xu + vP8xv, vP8xv + Ox (uvP)). (11) 

Ahora, si U E e ([0, T], H 8 (R)) entonces F (U) E Hs-l (R) y W0 (t- r) 
aplica Hs-l (R) en sí mismo y no en H 8 (R). En consecuencia, la apli-
cación 

(IJIU) (t) = Wo (t) Uo -1t Wo (t- r) F (U (r)) dr 

no transforma e ([0, T], H8 (R)) en sí mismo de modo que el teorema 
del punto fijo de Banach no puede ser aplicado. 

2. Buena Formulación Local 

En esta sección, presentaremos un teorema acerca de la buena 
formulación local del problema de valor inicial (1). El teorema se obtiene 
por aplicación del teorema de Kato [10] para ecuaciones de evolución 
cuasi lineales. 

Teorema 7. Si U0 E H8 (R) con s > !, entonces existen T0 = 
To (IIUoiiH.) >O y 

U E e ([0, T0 ], H8 (R)) n e1 ([0, T0], L2 (R)) 

única solución del problema de valor inicial ( 1). Además, U depende 
continuamente del dato inicial U0 en el sentido que la aplicación 

IJI: Uo E H 8 (R) f-+ U E e ([0, To], H 8 (R)) n e1 ([0, To], L2 (R)) 

es continua. 
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Como ya se mencionó, el teorema 7 es consecuencia del teorema de 
Kato. El contexto analítico-funcional de la teoría de Kato consiste de 
un par de espacios de Banach reflexivos X e Y, donde Y está contenido 
en X con la inyección continua y densa. El papel central en el teorema 
de Kato lo desempeña un isomorfismo suryectivo S : Y -+ X donde 
las normas de los espacios son elegidas de tal manera que S sea una 
isometría. La teoría se aplica al problema de valor inicial 

{ 
8tU(t)+A(t,U(t))U(t)=O, O~t~To (

12
) 

U (O)= Uo 

asociado con una ecuación de evolución cuasi lineal del tipo hiperbólico 
en un espacio de Banach X, en donde U0 E Y es un valor inicial dado. 
El teorema de Kato asegura que existe un T = T (IIUolly) E ]0, To] tal 
que (12) tiene solución única en e ([0, T], Y) n e1 ([0, T], X) siempre 
que ciertas condiciones sean satisfechas. Además, la función \11 : Y -+ 
e ([0, T], Y) n e1 ([0, T], X) que asocia a U0 la solución U es continua. 

Antes de aplicar el teorema hacemos la transformación 

U (t) = Wo (t) V (t) (13) 

donde {W0 (t)}t>o es el grupo de operadores unitarios en H" (R), s ~O, 
generado por el operador -A0 según el teorema 5. 

En la forma vectorial del problema (1), 

{ 
8tU (t) + AoU (t) + F (U (t)) =O 
U (O)= Uo 

(14) 

donde F (U (t)) está definido en (11), la sustitución (13) conduce al pro
blema de valor inicial 

{ 
8tV(t)+A(t,V(t))V(t)=O 
V (O)= Uo, 

que tiene la forma (12), en donde, si para Y = (y, z) y V = (<p, 1/J) 
escribimos f (t) = r+ (t) y+ r- (t) z, g (t) = r- (t) y+ r+ (t) z, u (t) = 

59 



G. Cruz y J. Montealegre 

y+ (t) cp +y- (t) 'ljJ y v (t) =y- (t) cp +y+ (t) '1/J, con y+ (t) =E+ (t) + 
E- (t) y y- (t) =E+ (t)- E- (t), tenemos que 

A (t Y) V (t) = Wo ( -t) ( fP (t) 8xu (t) + gP (t) 8xv (t) ) . 
' 2P+l gP (t) OxV (t) + Ox (u (t) gP (t)) 

Entonces, para aplicar el teorema de Kato se toma X = 1 2 (R), 
Y = H 8 (R) y S = (JS, JS). Los detalles de la demostración son como 
los presentados en [11] para la ecuación de Korteweg-de Vries, por eso 
no son presentados aquí. 

3. Existencia de Solución Global y su Com
portamiento Asintótico 

En esta sección demostramos que la solución local del problema (1) 
obtenida en el teorema 7 puede ser extendida al intervalo [0, +oo[, para 
esto será suficiente demostrar que '11 ( r) dada en (17) es acotada para 
todo r ~ O. Este será el caso si el dato inicial es elegido suficientemente 
pequeño, el comportamiento asintótico de la solución global en el tiempo 
está dada por 

sup (1 + t) 113 IIU (t)IIHl < +oo. 
tE[O,oo[ 1 

(15) 

Teorema 8. Si U0 E H8 (R) con s > ~' sea U la única solución del 
problema de valor inicial ( 1) obtenida en el teorema 7. Si p ~ 2, entonces 

sup IIU (t)IIH· ~e IIUoiiH· exp (e ¡To '11 (r) dr) (16) 
tE[O,To] lo 

donde, para U = (u, v) tenemos 

'11 (r) = llulli,:01 ll8xuiiLoo + llvlli,:01 
ll8xvl1Loo 

+ llvlli,:01 118xuiiLoo + llvlli,-:! ll8xviiLoo lluiiLoo · (17) 

60 



Comportamiento Asintótico de un Sistema de Ecuaciones Dispersivas 

Prueba. Probaremos (16) usando los resultados sobre conmutadores 
de la proposición l. Aplicando el operador J• a las dos ecuaciones del 
sistema (1) y usando las igualdades 

y 

tenemos 

y 

Entonces 

y 

J 8 8x (fgP) = p [JS,gP- 1 f] 8xg + pgP- 1 fJS8xg 

+ (JS ,gPJ 8xf + gP J 8 8xf· 

8d8V + 8;J8V + a8;J8
U + [J•, vP] 8xV 

(18) 

+vPJS8xv + p [J•,vP- 1u] 8xv (19) 
+pvP- 1uJ8 8xv + (JS, vP] 8xu + vP JS8xu =O. 

- (JSu, (JS, uP] 8xu)0 - (JSu,uP J 8 8xu)0 

- (JSu, (J8
, vP] 8xv) 0 - (J8 u, vP JS8xv) 0 

(20) 

- (J•v 83 JBv) -a (JBv 83 JBu) 
> X 0 ' X 0 

- (J•v, [JB, vP] 8xv)0 - (J•v, vP JS8xv) 0 

-p (J•v, [J•, vP- 1u] 8xv)
0

- p (J•v, vP- 1uJ"8xv)
0 

- (JSv, [J•, vP] 8xu)0 - (JSv, vP JS8xu) 0 . 

(21) 
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Sumando miembro a miembro las ecuaciones (20) y (21), notando que 

y 

obtenemos 

~8t [i!Jsuii~ + IIJsvll~] 
= - (JBu, [JB, uP]8xu)0 - (JBu, uP JB8xu) 0 

- (JBu, [JB, vP]8xv)0 - (JBv, [JB, vP]8xv)0 

- (JBv,vPJB8xv) 0 - p(J8 v, [JB,vP- 1u] 8xv)
0 

-p (J8 v, vP-1uJ8 8xv)
0

- (JBv, [JB, vP]8xu)0 

+p(Jsv,vP-18xvJsu)o. 

(22) 

Ahora, estimamos cada uno de los términos del segundo miembro de 
(22). Usando la desigualdad de Holder, la proposición 1, ps- 18xullo = 
iiulls, IIJBuPIIo :::; e llulli,-:a1 

llulls y 118xuPIILoo = p iiulli,-:o1 
ll8xuiiLoo e in

tegración por partes obtenemos 
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i(JBu, [JB, uP]8xu)oi < e (li8xuPIILoo ps- 18xullo 

+ IIJSuPIIo ll8xuiiLoo) iiulls 

< e llulli,-:a1 
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I(JSv,vP- 1uJS8.,v)ol ~ e 1( (p- 1) vP- 2u8.,v, (JSv)2 \l 
+e 1( vP-18.,u, (JSv)2) ol 

< e llvll~:,z ll8.,viiLoo lluiiLoo llvll; 
+e llvll~:,l 118.,uiiLoo llvll; (25) 

J(Pv,vP- 18.,vJ8 u)0 l < llvP-l8.,viiLoo IIPvllo IIPullo 
< llvll~:,l ll8.,viiLoo llvlls llulls · (26) 

Con los mismos procedimientos empleados para la deducción de 
(23), (24), (25) y (26) tenemos 

I(Pv, [JB, vP] a.,v)ol ~e llvll~:,l ll8.,viiLoo llvll;, (27) 

1 (JSv, vP JS8.,v)o 1 ~ e llvll~:,l ll8.,viiLoo llvll; , {28) 

1 (J8
U, [J8

, vP] 8.,V)ol ~ e llvll~:,l 118xviiLoo llvlls llulls' (29) 

I(Pv, [J8
, vP] a.,u)ol ~e llvll~:,l ll8.,uiiLoo llvlls, (30) 

J(Pv, [JS,vP-lu] 8.,v)0 l ~ e (11vll~:,1 ll8.,uiiLoo 

+ llvll~:,2 lluiiLoo ll8.,viiLoo) llvll; 

+e llvll~:,l ll8.,viiLoo llulls llvlls · 
(31) 

Entonces usando todos los estimados obtenidos en (23) al (31) se 
tiene que (22) es equivalente a 
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donde 

W (r) = llulli-:,1 iioxuiiLoo + llvlli-:,1 iioxviiLoo 
+ llvlli-:,1 iioxuiiLoo + llvlli-:,2 iioxviiLoo iiuiiLoo · 

Finalmente, integrando a (32) desde cero hasta t ~ To 

se obtiene que 

y aplicando la desigualdad de Gronwall en (33) se tiene que 

IIU (t)IIH· ~ IIUoiiH· exp (e fot w (r) dr) , (34) 

ahora tomamos el supremo en (34) 

sup IIU (t)IIH· ~e IIUoiiH· exp (e 1To w (r) dr) 
tE[O,To] O 

con lo cual concluimos la prueba del teorema 8. o 

Para extender la solución local del sistema (12) obtenida en el 
capítulo anterior es suficiente demostrar que la función llJ (r) dada por 
(17) es acotada para todo r 2:: O. 

Sabemos que si U es la solución del sistema no lineal (12) cuando el 

dato inicial es U0 E H 8 (R), s > ~' entonces 

U(t)=Wo(t)Uo+ j W(t-r)F(r)dr (35) 

donde 
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Teorema 9. Supongamos que en el problema (1), !al < 1 y p ~ 1 un 
número entero. Si U0 EH~ (R) n H 8 (R) con s ~ 2, entonces 

(37) 

y 

(38) 

Prueba. Por el teorema 5, U (t) = W0 (t) Uo para. t ~ O es la única 
solución del problema de valor inicial (2)- (3), donde {Wo (t)}t>o es un 
semigrupo de contracciones en H8 (R) generado por -A0 definido en (6). 

Observemos que por densidad la proposición 6 se cumple para Uo E 
H{ (R) n H 8 (R). Luego por (6) se deduce que 

IIU (t)llv,., ::; e [IJE+ (t) uoJJu,., + JJE- (t) uoJIL'"' 
+ IJE- (t) voJJL'"' + JJE+ (t) voJJL'"']. (39) 

Por el teorema 6 

IIU (t)llL'"' ::; e [c113 lluollu + C 113 lluollu + C 113 llvollu 

+ rl/3llvollu] 

< erl/3 [lluoiiLl + llvollul· (40) 

Ahora consideremos la derivada con respecto a la variable espacial del 
problema (2) - (3), 

at (axv) +a; (axv) + aa; (axu) =O (41) 

{ 

at Wcu) +a; (axu) + aa; (axv) =o 

axu (x, O) = axuo (x) 
axv (x, O) = axvo (x). 

Así (axu,axv) es la solución de (41), entonces con cálculos similares a 
los realizados para deducir (40), obtenemos 
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Por tanto, 

IIWo (t) UoiiH~ = llu (t)IILoo + 118xu (t)IILoo 
+ llv (t)IILoo + liaxv (t)IILoo 

< e (lluollu + ll8xuollu) C 1/3 

+e (llvollu + 118xvollu) t-1/3 

= e IIUoiiHl t- 113
' (43) 

1 

lo que prueba (37). Para probar (38), sea F = (JI, h) donde h = 
uP8xu+vP8xv y h = vP8xv+8x (uvP). Por la igualdad IIJs (uP8xu)IILt = 
lluP- 1 J 8 uaxullu válida para u,v E H 8 (R), s ~O y p ~ 1, la desigual
dad de Holder y la proposición 1 obtenemos 

II!IIIHt < llup-1 J (uaxu)llu + llvP-1J (vaxv)IILt 

< llup-1IILoo IIJ (u8xu)llu + llvp-1IILoo IIJ8xvllu 
< e (llup-1IILOO lluiiP IIJ8xul!p 

+ llvp-1IILoo llviiPIIJ8xviiL2) 
< e ( llup-111 Loo llull; + llvp-111 Loo llvll;) (44) 

y por cálculos similares tenemos que 

llf211H} ~ e (llvp-1IILoo llvll; + llvp-1IILoo llull2llvll2 

+ llvP-2IILoo llull2llv11;) · (45) 

de (44) y (45) se obtiene 

IIF (r)IIH~ ~ e [llup-1IILoo llull; + llvp-1IILoo llvll; 

+ llvp-1IILoo llull2llvll2 + llvp-2IILoo llull2llv11;) · 

< e IIU (t)llii-~ IIU (t)IIH2 

y concluye la demostración. 
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Teorema 10. Supongamos que en el problema (1), lal < 1 y p > 4 es 
un número entero, Uo E H~ (R) n H 8 (R) con s ~ 2. Si existe 8 > O tal 
que 

(46) 

IIUoiiH1 + IIUoiiH· < 8,entonces existe u E e ([0, oo[' H 8 (R)) única solu-
1 

ción global de ( 1) tal que 

sup (1 + t) 113 IIU (t)llw < +oo. 
tE[O,oo[ "" 

Prueba. Sea [0, T* [ el intervalo máximo de existencia de la solución 
U de (1). La desigualdad (38) muestra que para cualquier t E [0, T* [, 
U E H 8 (R) n H;, (R). Tomando la norma en H;, en la ecuación (35) y 

usando la desigualdad triangular 

IIU (t)IIH~ :::; IIWo (t) UoiiH~ + 1t IIW (t- r) F (r)IIH~ dr. (47) 

Las desigualdades (37) y ( 46) implican 

además, como {Wo (t)}tER es un grupo de contracciones tenemos 

IIWo (t- r) F (r)IIH~ = IIWo ( -1) Wo (1 + t- r) F (r)IIH~ 

< IIWo (1 + t- r) F (r)IIH~ 

< e(1+t-r)-1
/

3 IIF(r)IIH1· (49) 
1 

U san do los estimados ( 48) y ( 49) en ( 4 7) se tiene que 

IIU (t)llw :::; e8c1
/

3 +e ¡t (1 + t- r)- 113 IIF (r)IIH1 dr. (50) 
~ lo 1 
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De (38) 

IIF (r)IIHl ~e (1 + r)9¡¡u (t)ll~~l (1 + r)? ¡¡u (t)IIH2. 
1 00 

Definiendo la función m ( ·) por 

m (T) = sup (1 + t) 113 IIU(t)Jiw , 
o::;t~T oo 

(51) 

que es continua, no negativa y creciente, usando (51) y el teorema 8 sigue 
que 

JJF (r)JIH¡ ~ emp-l (T) (1 + r)? JIUoiiH2 exp (e 1r IJI (r) dr) (52) 

De (50) y (46) deducimos que 

JIU (t)JIH~ - eóc1
/

3 ~ eómP-l (T) exp (e 1t 1J1 (r) dr) x 

t .l !.::.z! J 
0 

( 1 + t - r)- 3 ( 1 + r) 3 dr 
< eómp-l (T) exp (emP (T)) x 

1t ( 1 + t - r)- t ( 1 + r)? dr 
< eómP-1 (T)exp(emP(T))(1+t)-t 

(53) 

donde hemos usado que w (r) ~e ¡¡u (t)ll~l , parap ~ 4 y la proposición 
1 p- 1 

00 

• • 1/3 
2 con (31 = ao = 3, a 1 = -

3
-. Ahora, multiplicando por (1 + t) a 

(53) obtenemos que 

(1 + t) 113 IIU (t)IIH~ < eót-113 (1 + t) 1
;

3 

+eómp-l (T) exp (cmP (T)) 

< e8 (1 + mp-l (T) exp (emP (T))] 

(54) 
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donde la función f (t) = t-113 (1 + t) 1
/

3 es decreciente y alcanza el máxi
mo valor cuando t se aproxima a cero. Además, la constante C es inde
pendiente de T. 

Tomemos el supremo a la desigualdad (54) 

sup (1 + t) 113 IIU (t)llw 
o::;t~T "" 

:::; sup C8{1+mP-1 (T)exp(cmP(T))}. 
O~T~T· 

Del teorema 8 se tiene 

m (T):::; sup C8 {1 + mP-l (T) exp (cmP (T))}, 
O~T~T· 

entonces la proposición 3 implica que 

m (T) :::; C8 + C8mp-l (T) exp (cmP (T)). 

Luego, m (T) es acotado para todo O :::; T :::; T*. Este estimado a priori 
y un argumento usual de extensión sigue la existencia y unicidad de la 
solución global. El comportamiento asintótico es inmediato de (51). O 
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Abstract 

In this paper we prove that the initial value problem associated with the 
coupled system of Korteweg - Vries equations 

{ 
8tU + 8~U + a8~V + uP8xU + vP8xV = 0 

8tV + 8~V + a8~u + vP8xV + 8x (uvP) = 0 

for p ~ 4, has a unique global solution and its asymptotic behavior in 
time satisfies 

sup (1 + t) 113 IIU (t)ilw < +oo. 
tE[O,oo[ "" 

Key words: Dispersive systems, Kato's theory, stationary phase, asymptotic 

behavior. 
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