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SINGULARIDADES SIMPLES
NO-DICRITICAS

Percy Ferndndez Sdnchez!

Resumen

En este articulo de divulgacion clasificamos las
singularidades simples no-dicriticas utilizando las técnicas de
Martinet [5]. Todo este material es inspirado en los
articulos: Cano-Cerveau [3], Cano [2] y Ferndndez-Mozo [4]
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Introduccion

Consideremos una foliacién F : w = 0 definida en una vecindad de 0 € C?
por una l-forma holomorfa w. El origen 0 es una singularidad de F si
w(0) =0.

Las singularidades de una foliacién son importantes para entender el
comportamiento (topolégico y geométrico) de las hojas en una vecindad
de estos puntos. Las singularidades maés sencillas son las singularidades
de campos lineales, y algunas singularidades que tienen parte lineal, como
por ejemplo aquéllas cuyos cocientes de sus autovalores no es real negati-
vo, dominio de Poincaré, y aquéllas donde este cociente es real negativo,
dominio de Siegel. Estas singularidades junto con algunas propiedades
diofanticas son linealizables. Sin embargo, las foliaciones que no tienen
parte lineal se les pueden aplicar un proceso, llamado reduccion de sin-
gularidades, que transforma estas singularidades en un nidmero finito de
singularidades con parte lineal y de comportamiento relativamente sim-
ple.

La singularidad 0 € C? es simple, si la parte lineal de w es no nula
y los autovalores Ay, A2 del campo dual de esta parte lineal satisfacen:

1. Simple: A\ #0, X2 #0y 32 ¢ QF.
2. Sillanodo: A =0y A2 Z06 A1 #0y Ay =0.

Por el Teorema de Seidenberg [6] toda singularidad se puede reducir
a singularidades simples mediante un mimero finito de explosiones.

Las singularidades simples han sido estudiadas muchos afios antes
de la publicacién del Teorema de Seidenberg, logrindose formas nor-
males para muchos tipos de estas singularidades; por ejemplo las formas
normales de Poincaré, Dulac y Siegel. Posterior a esta publicacién se ha
estudiado algunos aspectos dindmicos de estos tipos de singularidades
(1]. Cuando el ambiente tiene dimensién mayor a dos, aun no se conoce
una forma de reducir las singularidades, excepto cuando la foliacién es
de codimensién 1 y el ambiente donde esta definida la foliacién es tres,
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este resultado es debido a Cano y Cerveau [3] en el caso no-dicritico y
Cano [2] en el caso dicritico. Nos proponemos estudiar formalmente las
singularidades con parte cuadratica que aparecen después de un nimero
finito de explosiones, estas formas son llamadas simples y generalizan las
singularidades simples en dimensién dos.

Preliminares
Sea X una variedad compleja. Denotemos:

1. Ox,p (@x‘p) el anillo local de gérmenes de funciones holomorfas
(formales) sobre la variedad X en el punto p.

2. Ox,p (Ox,) el espacio de gérmenes de campos holomorfos (for-
males) sobre X en el punto p.

3. M = Mx, (M := Mx,) el ideal maximal del anillo Ox,,
(Ox,p)-

Mediante un campo vectorial holomorfo D € M6 X,p ¥ un entero
k > 1, tenemos inducida una derivacién:

Dk . M/Mk+1 - M/Mk+1
f+ ML 5 D(f) + ME,

De la igualdad M/ MK+ = M/ MK+ no hay inconveniente en susti-
tuir M por M en la definicién D*. Por la forma normal de Jordan, el
operador lineal D* puede escribirse como:

D* = D% + D% donde [D%,Dk)=0

Asi, D% y D% son derivaciones del espacio M/M*+1 como un Ox -
médulo. Por la unicidad de la descomposicién de Jordan podemos tomar
limites

Ds =1lim D%, Dy =lim D%,
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los cuales serdn campos vectoriales formales de X en p, estoes, Dg, Dy €
Ox p; ademas, satisfacen

D =Dgs+ Dy; [Ds,DN] =0
D es llamado semisimple (nilpotente) si Dy =0 (Dg = 0).

Proposicién 1. Sea D € /\;léx,p un campo vectorial semisimple y n =
dimX. Supongamos que eziste una secuencie (z},...,2}), 1 < s < n,
M-regular en Ox , tal que

D(z}) =Xz}, X €C, i=1,...,s.

Entonces eziste una secuencia regular de pardmetros (zi1,...,z,) de
Ox,p tal que

D(.’L‘,) = Nz, M€EC, i=1,...,n
Ty = xi; Ai=A2, i=1,...,s.
Prueba: (zi,...,7.) da una parte de una base de autovalores para los

DF*. Completamos esta base y tomamos limites cuando s — 0.

a
Sean D € MO x,p un campo formal anuldndose en el punto p, y
(z1,...,Z,) un sistema formal linealizable para Ds con autovalores A =
(A1,-..,An) respectivamente. Adoptaremos las siguientes notaciones:
I = (i1,...,ix) €eNF, of =x'i‘ :1:;;‘
n n
A= ) N, =)0
j=1 j=1
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Ahora por la Proposicién 1, Dg = Z;’zl /\jzja%. Luego,
J
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De esto se desprende que z!

son autovectores de Dg con autovalores
T;
(A, I) — A;. Escribamos Dy como una serie formal

Du=3 S aet L
17 B,

J=11I1>1

Por la condicién [Dg, Dy] = 0 tenemos

0=[D3,DN] ZZGI‘J[DS"T '———]—ZZ(UJ )\I ) ai

=11 i=1I>1

entonces ar j({A,I) —A;) =0paraj=1,...,ny|I| > 1de esto tenemos
que si ({(A, I) — A;) # 0 entonces ar,; = 0. Luego

D= DS+DN_Z,\ +Z > a“a:——; (1)

Fj=1 5>
(NI)=)x;

Esta férmula puede ser generalizada para dlgebras abelianas finitas
generadas de campos vectoriales formales.

Proposicién 2. Sea & C MOx, un dlgebra de Lie abeliano finita
dimensional. Entonces:

1. Ezisten dos dlgebras finitas dimensionales ®; y &, en MC:)X,,, tales
que

a) BC B, BBy y [@1,@2]:0.

b) Si D € &, (respectivamente D € &, ) entonces D es semi-
simple (respectivamente nilpotente).

2. Sea (z,...,z.) una secuencia M—regular en M@)x,p tal que para
todo D € 6

Ds(l‘i) = )\i(D).'E,', /\Z(D) € C, i=1,...,n
z; =x;, M(D)=M\{(D), paratodoD € Syi=1,...,s
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Prueba: Vea [3] 0O

Por la proposicién anterior existen coordenadas formales (z1,...,2n)
que linealizan Dg para todo D € &. Dado D € &, denote por A(D) =
(A(D), ..., An(D)) los correspondientes autovalores. Tomemos un cam-
po genérico Z € & como en la prueba de la proposicién anterior [3]. La
condicién {Zs, Dn] = 0 significa que D = Dgs + Dy puede ser escrito
como

a & )
D= Z,\j(p)mjc,j—x7 + Z > a,,j(D)xfb—z;.

nz1
(MD),I)=A;(D),¥ De®

Clasificacion de la Singularidades Pre-simples

Sea X una variedad compleja. Dado p € X, consideremos el subes-
pacio

D(w)(p) ={D(p): D€ Ox,p y w(D)=0}

de T, X. La codimensién de D(w)(p) en T, X es llamado el tipo dimen-
sional denotado por t = T(F,p).

Sea E C X un divisor a cruzamientos normales tal que las compo-
nentes irreducibles de F son no-dicriticas (F-invariantes).

Denotemos por e = e(E, p) el niimero de la componentes irreducibles
de E a través de p. Claramente e < t. Asi, podemos tomar coordenadas
(z1,...,%,) alrededor del punto p = (0,...,0) y A C {1,...,t} tal que
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y entonces w es escrito como

W= H z; Zbi(xl’ . wzt)(f:.i + Z bi(zl,‘ e ,Zt)d.'l:i) (2)

i€A i€A Yde{l,.. t}~A

Definimos el orden adaptado:
v(F,E,p) = min{v,(b;) :4...,t},

donde vp(b;) es la multiplicidad algebraica de b; en p. Definimos también
la, multiplicidad adaptada

u(F, E,p) = min{v,(bi) }ica U {vp(bi) + 1}iga.

Por definicién tenemos las siguientes desigualdades

v(F,E,p) < u(F,E,p) <v(F,E,p) +1.

Veamos algunos casos particulares
l.n=2,E={z;=0},t=2
dz
w=11 (bl(l‘l:xZ)?ll‘ + bz(zl,l‘z)dﬂ?2)
= by (21, z2)dz1 + 1o (21, 22)d2.
2.n=3,E={z12z3=0},t=3
d.’L‘l d:L'3
w=1I1T3 b1($1,$2,$3)z— + b2(z1, T2, 73)dT2 + bs(xl,fﬂz,wz);‘;
: 1

= .'l,'3b1 (1‘1,272,:173)(11131 + .’L‘l.’l,‘gbz(xl,mz,.'lta)d.’l:z -+ .’L‘1b3(.’l)1 y 132,.’173)d$3.
3.n=3,E={r123=0}t=3

dz d$3
W = T1T3 (b1 (x1,$2,$3)x—1 + ba(z1, z2,z3)dTs + b3(931,1‘2,$3)m—3
1

+b4(z1, 2, 3)dT4)
= z4b1 (21, T2, T3)dTy + T123b2 (21, T2, T3)dT2 + Z1b(T1, T2, T3)d2T3

+ 2:1.’1131)4(1)1,.’1:2, .’L‘3)d.’l}4.
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Definicién 1. Una singularidad p € Sing(F) es llamada pre-simple de
F adaptada a F si y sélo si una de las siguientes propiedades valen:

1. v(F,E,p)=0

2. v(F,E,p) = p(F,E,p) = 1 y existe un i tal que la parte lineal b}
de b; no depende solamente de las variables {z; : i € A}.

El lector puede observar que en dimensién 2 una singularidad simple
corresponde a una singularidad de multiplicidad 1 que no es nilpotente,
esto es, los campos cuya parte lineal tiene sus dos autovalores nulos.

Definicién 2. Una singularidad p € Sing(F) es llamada simple de F
adaptada a E si y solo si formalmente equivalente a una de las formas:

1. Existen A; € C,i=1,...,s, tal que

y paratodony,...,n, € NU{0} no todos nulos tenemos Z ni\; #0.

i=1

)

donde los pi,...,pr € N primos relativos, ¥(t) € C[[t]], con
¥(0) # 0; oy € C y para todo entero ng4q,...,n; € NU {0}
no todos nulos tenemos Y ;_, . ; nic; # 0.

2. Existe un entero k, 1 < k < s tal que

s k 8
dz; d
w=1]]z E — + (P .. P E ;
E 1 (i:lpl Ti vl ¢ )i=2 l

T
I
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Lema 1. Sea p una singularidad pre-simple para F adaptada a E con
vp(F) = 2. Entonces eziste un sistema regular de pardmetros (z,y, z) de
Ox p y dos campos formales conmutativos

0 0 8

0
D, .'z:az aaz, D, yay baz’ con  vp(a),vp(b) 21

tangente a F.
Prueba: Consideraremos los siguientes casos:

1. e(E,p)=2y v(F, E, p). Entonces existe un sistema de coordenadas
(z,y,2) tal que E: zy =0 y F es generado por

w= a‘i—x + bi—y +dz; con v{a),v(b) > 1.

d 15} 05}
Tomemos entonces Dy = z— —a—, Dy =

Or 0z

satisfacen las condiciones requeridas.

/)
ya—y - b-é-z-. Ellos

2. e(E,p) = 3. En este caso existen coordenadas z, y, z tal que E :
zyz = 0 y F es generado por

d
w=a"2 + bd—y + k;
z Yy z
En este caso D; = :1:5% - az% y Dy = yaiy - bzg—z- cumplen las

condiciones del enunciado.

3. e(E,p) y v(F,E,p) =1 = u(F, E,p) existen coordenadas conver-
gentes z, y, 2z tales que F es generado por

w= ad% + b%{ +ecdz; v(a) =1, v(b) > 1, v(c) > 1.

i/
Tenemos entonces 6—0(0) = 1, luego podemos escribir a = 2 +
z

i =1 a;;z'y’ + za', con v,(a’) > 1. Si consideramos

(S,t) = min{(z,]) : aij # O}a
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donde la relacién de orden es: (i,5) < (¢,5') si y s6losi (i +j <
'+3)6@GE+) =4 +3 yi>1i) Si(s,t) = co entonces z
divide a a. En caso contrario, un cambio de coordenada, z' =
2 + auz®yt, donde ay; = ay, transforma a de tal manera que
éste tenga (s',t') estrictamente menor que (s,t). Asi, mediante el
cambio de coordenada 2 = z + 3, astz®y?, podemos conseguir
que 2 divide a a. Luego, multiplicando w por una unidad, tenemos

que
dx

d;
w=2= +p 4 cdz; v(b),v(c) > 1.
T Y
Por la condicién de integrabilidad wAdw = 0 implica que Z también
divide a b. Por lo tanto, existen coordenadas convergentes x, y y
una formal 2 tal que F es generada por la forma

w= a_‘ff?_ + b-(-iy- + d_Az
x
En este caso puede tomarse Dy = 258—2 —cm% yD, = y(% —b:c(%.
d

Teorema 1 (Cano-Cerveau). Sea p una singularidad pre-simple de F
adaptada a E. Entonces p es una singularidad simple o:

I). Cuando t = 2 existe un sistema regular de coordenadas (z,y) de @x,,,
y un generador w cuya forma normal es:

w=z((my+xm)d§—-dy),m21.

IT). Cuando t = 3 existe un sistema regular de coordenadas (z,y,z) de
Oxp y un generador w cuya forma normal es:

x

w=1xY aymd—”—(mz+y'")gyu+dz), m>1, a#0.

w=ay (~(pz + 2Py L — (g2 + BzPy") L + d2), p,g 2 1, 0#£ f ¢ Q"
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Prueba:

I) Supongamos que ¢ = 2. Dividamos esta situacién en dos casos:

1) e(E,p) = 1 entonces existen coordenadas (z,y) con E: 2 =0y

d
w:a—z£+bdy, abeOx, (ab)=1

con v(a) > 1y z no divide a a. Dividimos nuestro andlisis en dos casos:

84

i)

ii)

v(b) = 0, asi podemos suponer que b = 1, es decir, F,, es generada

por D = x— — a—. Luego, por la Proposicién 1, existen coorde-

Oz Jy

nadas formales regulares, que continuamos denotando por (z,y),

tales que Dg(y) = Ay, donde A = S—Z(O) € C. De (2) tenemos:
7] 9 ;0
D p—rvg = — —— Q5 LPYY
Ds+Dn =g +Xyz. + igz aazy' 5 ()
1+/\]j—=)\

Si A =0 de (3) tenemos D = wi + )\y—a— + Zagquji.
oy i>2 ,

Or Jy
Si A= —‘;3 € Q" con p,qg € N primos relativos. Entonces el
campo D que genera F, es de la forma D = :r:i + /\y-2 +
5 Oz Oy
D apigin(@Py?)y 5.
izl %
. 9 2 m

SiA=m € Ntenemos D =z—=— + my— + amo 2™ =—.

oz By ’ Oy
Si)\z—;l-e%,mZ?entoncesD:wé%-i—%y(—%.
SideC- (NU4 UQ) entonces D = z% + )\y%.

v(b) > 1 entonces a tiene parte lineal que por un cambio lineal de
coordenadas podemos suponer que la parte lineal de a es y, esto
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es, a = y + a’ donde v(a) > 2. Luego el campo que genera F, es
0 0

D= bxa —(y+ a’)a—y. De esto tenemos que Dg = yc’)—y' Luego

de (2) tenemos

0 . 0 )
D=y—+ a0z — + i1 Ty —.
yay Z; 1T 1222 i0;1 By

Si hacemos u = ¥ ;5,ai00%" y v = 1+ )5, Gio;1 T tenemos que
la foliacién F es generada por la 1-forma

dr udy

la cual es una singularidad simple.

2) Cuando e(F,p) = 2 tenemos que existen coordenadas (z, y) regulares
E:zy=0y

dr dy
w=a— 4+ —.
T y
. 0 7]
Entonces F, es generada por el campo vectorial D = Too T aya—y.

Ahora procedemos como en el caso 1) para llegar, en cualquier caso, a
singularidades simples.

II) Supongamos ahora que ¢t = 2. Tomemos un sistema regular de coor-
denadas (z,y,2) de Ox , y dos campos vectoriales formales

0 é] 0 0
% %o D2=Vg 0

como en el Lema 1. Sean A y p los autovalores de D, y D, dados por

A= ——gg(0,0,0) yu= —%(0,0, 0). Por la Proposicién 2 podemos

D1=1I

escribir

a=z aijkz’y]zk, b=§ bijka:'y’zk
1,5,k i3,k
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donde

(asje, biji) # (0,0) implica i + A(k—1) = j +p(k = 1) = 0. (4)

Ahora analicemos los posibles valores de A y u:

1) \p#0, A\, u ¢ Q- UNT. De (4) tenemos

g 0 0 0
D,y -—.’E—a-;-k)\Za, D, —y—az"l"uZé;.

y del Lema 1 ¥, es generado por

Observe que necesariamente debe cumplirse A, i, —% g Qf. En
caso contrario, la foliacién es dicritica (considere explosiones con
centro en los ejes).

2) A\p#0, ¢ QT UNT, u=m € Nt esta foliacién es dicritica por
la observacién anterior.

) MAOXNEQTUNYT, u= —2, donde p y ¢ son primos relativos.
Este caso es analogo al caso 1.

4) \p#0 X =p,u=q¢€ Nt de (4) tenemos

o 15] 0 o
Dy =25+ (pz + aoqupy")-(;)-;, D, = T +(gz + bpqoz”y")a

Si aggp = bpgo = 0 tenemos una singularidad dicritica. Si agqp #

bpeo = 0, explotando el eje £ obtenemos una singularidad dicritica.
1

Si aggpbpso # 0, mediante el cambio de coordenada z — ag,,z
podemos suponer que aggp = 1. Si bpgo € Q, haciendo explosiones
con centro el eje z obtenemos de nuevo una singularidad dicritica.
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5) Ap#£0, A= —-13 € Q, u =m € Nt este caso es dicritico analogo
al caso 2.

6) \u#0,A=—-2€Q", p= -2 € N donde med(p,q,r) = 1. De
(4) existen a, # € C[[t]], con v(a),v(8) > 1 tal que:

_.9 (P i) 9.
Dl—zc'):v z(r+a(zyz))az,

7} q 0
Dy=y——z|(~- Pylz") ) =.
2 =v5 z(r+ﬂ(wyZ))az
Luego, F es generada por la 1-forma

d d d
o =op2 ((0+ralryt ) E + @+ r8@y )L 412 ).

Y A=0,p#0,p¢ Q- Nt. Este caso es andlogo al caso 1, pero
como A = 0 implica v,(F) = 0, este caso no es tomado en cuenta.
8) A=0,u#0, u=m € N, De (4) tenemos que
0 7] 0 i
Di=z2— - m_ Dy =y— m —_
1=og g Di=yg +(mz + fy™) o

Luego la 1-forma que genera F es:
d
w=uzy (aymd?z - (mz + ﬁym)?y + dz) .

Observe que a # 0 de lo contrario v,(F) = 1. Si § = 0 tenemos,

haciendo explosiones con centro el eje z, una singularidad dicritica.
Luego af # 0.

NA=0ypu= -f; € Q- donde p y g son primos relativos. De (4)
tenemos que existen a(t), B(t) € C[[t]], con v(a(t)), v(B(t)) > 1 tal
que

14} 0 d 0
=l _ 7,9y 2. =y — ., Y.
Dy xax za(ylz )82’ D, yc’)y z2B(ylz )62’

que es como en el caso 6.
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10) A = p = 0. También, por (4), a(t), B(t) € C[[t]] con v(a(t)) > 1y
v(B(t)) > 1 tales que

o] 0 0 0
D, = To= = za(z)a, D, = y&; - Zﬂ(z)‘a';,

y nuevamente estamos en una situacién andloga al caso 6.

O

Ejemplo 1. Las foliaciones casi-ordinarias cuspidales, son aquéllas de-
terminadas por 1-forma del tipo

w=d(22 + (2" y7)%) + (2" y? )*h(zP y? )dz, h(0) # 0,

donde med(p,q) =d, p=dp’,q=dq y he O§. Todas estas foliaciones
tienen una separatriz S analiticamente equivalente a la superficie casi-
ordinaria

2+ @ y?) =0,
ver Proposicién 1 de [4], donde

[d 2%>d
“1 2 2%<d

Supongamos que p y ¢ son pares, una forma de reducir las singularidades
de la foliacién F : w = 0, se logra de la siguiente manera:

Cuando 2k > d realizamos L'gﬂ explosiones. Y cuando 2k < d reali-
Zamos 2&;2‘1'—"’- = p'k + ¢'k explosiones que desingularizan S y estas
mismas explosiones reducen las singularidades de F, salvo que en el caso
2k = d se tenga

h(0) = £2 (\/Z + %) , donde t€l0,11nQ.
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Figura 1: Reduccién de las singularidades de foliaciones Casi ordirarias
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Abstract

In this article of diffusion, we classify the simple singularities using the
Martinet$ techniques [5]. Every paper is inspired in the articles: Cano-
Cerveau [3}, Cano (2] and Ferndandez-Mozo [4]

Key words: singularity, foliation, reduction of singularities

Percy Fernandez Sanchez

Instituto de Matemaitica y Ciencias Afines, IMCA
Universidad Nacional de Ingenieria, UNI
Pontificia Universidad Catdlica del Pert, PUCP

pefernanQpucp.edu.pe

90



