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Resumen 

Se obtienen aproximaciones numéricas a tres leyes de 
conservación usando programación matemática. Para ello se 
aplica el algoritmo de Seneta-Steiger para obtener soluciones 
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Introducción 

En el campo de las soluciones numéricas para ecuaciones diferenciales 
parciales, un tema muy importante, e interesante al mismo tiempo, es la 
aproximación numérica de leyes de conservación de la forma 

Ut +[!(u)], =O. (1) 

En general, las soluciones de interés de la ecuación (1) son dis
contínuas, convirtiéndola en una ecuación muy delicada. 

Varios métodos numéricos han sido usados para aproximar solu
ciones de (1), incluyendo métodos discretos como diferencias finitas (por 
ejemplo, el esquema de Lax-Friedrichs [6]), métodos de Galerkin usando 
elementos finitos y métodos de Riemann. 

En [7], se puede observar que ocurren dos tipos generales de proble
mas. Unos con efectos disipativos, que suavizan la solución en la vecindad 
del choque, y otros con efectos dispersivos, que hacen que la aproxi
mación oscile alrededor de la solución. 

Aquí, se investiga la posibilidad de aplicar programación matemática 
en la resolución de leyes de conservación. Se inicia considerando dos ecua
ciones diferenciales ordinarias 

u'(x) =0 y (u2 (x))' =O, 

muy relacionadas con las leyes de conservación. 

l. Algoritmo de Seneta-Steiger 
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Consideremos un sistema de n ecuaciones con k incógnitas: 

{ 

mnx¡ + · · · + mlkxk = Y1 

m21X1 + · · · + m2kXk = Y2 

mn¡X¡ + · · ·; mnkXk = Yn; 

(2) 
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en general, sin > k, no hay solución exacta para el sistema. Sin embargo, 
podemos minimizar el valor del vector r con 

k 

r; =y;- L m;jXj, i = 1, ... ,n. 
j=l 

(3) 

El valor mínimo de r depende de la norma usada. En nuestro trabajo 
minimizamos con respecto a la norma 1 

n 

llall 1 = L la;!; 
i=l 

es decir, que buscamos valores para los cuales 

n k 

L y;- 'L:m;jXj (4) 
i=l i=l 

sea mínimo. Un vector x que minimiza a (4) lo llamamos una solución 
l'1-óptima de (2). 

Se puede interpretar este mínimo en el caso de la aproximación de 
curvas como la combinación lineal de una colección fija de funciones. 
Así, si f : R ---t R es una función dada, <p1 , ... , I.{Jk son k funciones 
linealmente independientes y t¡, ... , tn E R son n puntos dados tales 
que y;= f(t;) y m;j = I.{Jj(t;); entonces buscamos (x1, ... ,xk) tal que, 

- k 
si f(t;) = L: Xji.{Jj(t;), la suma de las distancias verticales entre el valor 

j=l 

de f y su aproximado J en los puntos t 1 , ... , tn sea mínima. 

El estudio de la mejor aproximación a la solución de (2) en la norma 
l'1 tiene una historia larga. Laplace, en 1789, desarrolló un algoritmo para 
minimizar (2) con una sola variable independiente (k= 1): 

n 

L !Y;- m;xl 
i=l 
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Gauss, en 1809, estableció el siguiente teorema que caracteriza al
gunas soluciones f1 óptimas: 

Teorema: 

n 

Existe un r que minimiza L lril y que tiene k componentes nulas. 
i=l 

El lector interesado en una demostración del teorema anterior puede 
revisar [1]. 

Podemos plantear el problema de encontrar una solución f1 óptima 
en otra forma que será de utilidad más adelante. Supongamos que M 
tiene p columnas independientes p ~ k. Sea A una matriz (n- p) x n 
cuyas filas son ortogonales a las columnas de M, entonces AM = O. 

Ahora bien, sabemos que r =y- Mx por (3), entonces 

Ar =Ay E Rn-p. (5) 

El algoritmo de Seneta-Steiger [9] fue desarrollado para encontrar 
la solución f1-óptima de (5) cuando k es cercano a n para minimizar el 
costo computacional requerido. En este trabajo se usa el algoritmo de 
Seneta-Steiger para k = n - 1, el cual se presenta a continuación. 

Dada M= ( m;
11 

m
12 

ml,;n-l ) la matriz n x (n -1) con 

mnl mn2 mn,n-1 
columnas linealmente independientes; es decir, p = n - 1 y dado Y un 
vector de n componentes, encontrar el valor de x que minimiza 

r = (r1, ... ,rn)· 

Buscamos una solución f1-óptima; en este caso, por el Teorema de Gauss, 
sabemos que hay una solución con n - 1 componentes nulas y ésta es la 
que buscaremos. 
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Supongamos que las filas 1, 2, ... , n - 1 son linealmente indepen
dientes; entonces la última fila es combinación lineal de ellas. 

Así, existe a= (a¡, a2, ... , an-l, 1) tal que aM =O. 
Sea b =aY= a1Y1 + a2Y2 + · · · + an-lYn-1 + Yn E R. Así, ar =aY= b; 
pero T tienen- 1 componentes cero, entonces sea Ti la componente no 
cero; es decir, 

aT = aiTi 

y así, 

Ahora queremos seleccionar i para minimizar 

b 
con Ti=-; 

ai 

por lo tanto, la i será aquella para la cual iail, i = 1, ... , n es máximo. 
Para calcular a, resolvemos: 

( 

mu 

(aJ, ... ,an-d : 

mn-1,1 

m1,n-1 

) =(-m.,, -m.,, ... ,m. ,•-,) 

mn-1,n-1 

o tomando la traspuesta M, tenemos 

( 

mu 

ml,n-1 

mn-1,1 

)(~J~ ( 
mn-1,n-1 mn,n-1 

Hallando ia¡i = máxi lail se determina el valor de I tal que T¡ sea no 
nulo. Eliminando la fila I de la matriz M y de Y obtenemos la matriz M' 
de tamaño (n -1) x (n -1) y el vector Y' de tamaño n -1 y resolvemos 
el sistema M'x =Y' para determinar x. 
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2. Caso Lineal Ordinario 

Se plantea el problema 

u'(x) =O sobre (0, 1), u(O) = y0 , u(1) =y¡ (6) 

Con Yo # y1 el problema no tiene solución continua, pero sí un 
número infinito de soluciones discontinuas. Sin embargo, al considerar el 
problema singularmente perturbado asociado a (6) 

-E (u(x))" + (u(x))' =O sobre (0, 1), u(O) =Yo, u(1) = g¡, Yo# Y1 (7) 

se encuentra que tiene a 

( 
Yo- Yl ) ( X ) u(x, E) = e) exp(-) - 1 +Yo, 

1- exp < E 

como su solución. Una de las soluciones discontinuas de (6) se obtiene al 
tomar el límite de u(x, E) cuando f. -t O+; y viene dada por 

u(x,E) =Yo, 
u(1, E) = y1 

X E (0, 1) 
(8) 

Al considerar a (8) como la solución discontinua correcta, se pueden 
buscar métodos numéricos que la reproduzcan. Por otro lado, se sabe 
que para lograr una aproximación única de la solución físicamente re
levante de ecuaciones hiperbólicas, un procedimiento usual es resolver 
una aproximación numérica del problema parabólico singularmente per
turbado asociado. Considerando el caso estacionario, se puede aplicar a 
nuestro caso. 

Haciendo una aproximacwn por volumen finito sobre una malla 
igualmente espaciada de (7) obtenemos el sistema de n ecuaciones para 
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-3t:go + 7w¡- 5w2 + W3 + 2h(u¡- go) =O 

,i=2,3, ... ,n-l. 

Wn-3- 5Wn-2 + 7Wn-l- 3t:g¡ + 2h(g¡- Un-d =O 

Para una explicación de cómo se obtiene el sistema anterior, ver 
[3]. Ahora se aplica el algoritmo de Seneta-Steiger al sistema matricial 
n x (n- 1) 

7<+2h -5< o U¡ (3t: + 2h)go 
f-2h <+2h -f U2 t:go 
-f f-2h <+2h -f o 

= 

-f f-2h <+2h -f o 
-f f-2h <+2h Un-2 t:g¡ 

o -5< 7<-2h Un-1 (3t:- 2h)g¡ 

Se logra encontrar, para n=50, soluciones que coinciden con las solu-
dones exactas hasta un orden de w-4 . 

3. Caso N o Lineal Ordinario 

Sea la ecuación de Burgers no viscosa 

(u2 (x))' =O sobre (0, 1) (9) 

con las condiciones 

u(O)=go, u(1)=g¡, go=f.g¡. (10) 
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Aquí, al igual que en el caso anterior, existe un número infinito 
de soluciones discontinuas. Una de esas soluciones es el límite cuando 
f --+ o+ de la solución del problema singularmente perturbado asociado 
a (9) y (10) 

-E (u(x)t + (u2 (x))' =O sobre (0, 1), u(O) =Yo, u(1) = Y1 (11) 

cuya solución es 

u(x,E)=-atanh(a(x;C)), con a=Jy5-Eu'(O). 

Ahora bien, si Yo > Y1, la solución de (9) y (10) tiene un choque de 
compresión y viene dada por 

u(x) =Yo para O~ x < 1, u(1) = Y1, si IYol > IY1I 

u(x) =Yo para O ~ x < 0,5, 
u(0,5) =O si -Yo= Y1 
u(x) = Y1 para 0,5 < x ~ 1, 

u(O) =Yo u(x) = Y1 para O~ x < 1, si IYol < IY1I· 

Similarmente al caso anterior, haciendo una aproximación por vo
lumen finito sobre una malla igualmente espaciada de (11), obtenemos 
el sistema de n ecuaciones no lineales para ( u 1 , . .• , Un-d : 

F(u)= =O, i=2, ... ,n-l. 

Si se utiliza el método de Newton para encontrar la solución del 
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sistema iterativamente, se obtiene la expresión 

(8fi)l 
OUj u=u•. 

En este caso, DF(u8
) es la matriz n x (n- 1) dada por 

7<+4hu1 

-f. 

o 
y 

o 

-f. 

<-4hUn-3 <+4hun-2 -f. 

f. -5< 7<-4hun-1 

2h (ui) 2 + 3f.go + 2hg5 

f.go- 2h (ui)2 + 2h (u~) 2 

2h (u~) 2 - 2h (u~) 2 

2h ( u~_2 ) 2 
- 2h ( u~_3 ) 2 

€91- 2h (u~_ 2 ) 2 + 2h (u~_ 1 ) 2 

-2hgr + 3f.g1- 2h (u~_ 1 ) 2 
nxl 

(12) 

Para resolver el sistema (12), Lavery [5] utilizó en cada iteración el 
algoritmo de Seneta-Steiger. Así, considerando 

u0 =(u?) con u?= g¡ + (1- Xi)(go- g¡), 

para n = 50 y los casos con discontinuidades compresivas, es decir, 
g0 > g1 , se obtienen aproximaciones que coinciden muy bien con la 
soluciones exactas. 
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4. Ley Escalar de Conservación 

En vista de que el método funciona para los dos casos ordina
rios anteriores, ahora se quiere aplicar a la ecuación diferencial parcial 
hiperbólica 

1 2 
Ut + ( 2u )x = O, (13) 

con la condición inicial u(x, O) = u0 (x) y las condiciones de frontera 
u( O, t) = go(t), u(1, t) = g1 (t), considerando la ecuación singularmente 
perturbada 

1 2) 
Ut + 2 (U x = fUxx (14) 

con las mismas condiciones tanto inicial como de frontera. 
En este caso, la solución exacta se propaga constantemente a lo largo 

de las características definidas por ~~ = u(x, t) [6]. 

En general, las soluciones contienen discontinuidades a(t) que sa
tisfacen la condición de salto 

y la condición de entropía 

donde u+ y u_son los valores a la derecha y a la izquierda de la discon
tinuidad, respectivamente. 

Joseph, K. T. y Sachdev, P. L. [2] investigaron la ecuación (14) con 
datos iniciales y de frontera tipo Riemann. La resolvieron exactamente 
y estudiaron los límites asintóticos cuando t tiende a infinito o cuando el 
coeficiente de viscosidad, en este caso digamos e, tiende a cero. Luego, en 
[8] se investigó la ecuación de Burgers generalizada con amortiguamiento 
lineal encontrando una forma asintótica de las soluciones periódicas. 
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En este trabajo se resuelve (14) numéricamente para obtener una 
aproximación de la solución de (13). Para aproximar Ut y (~u2)x- Wxx 

se utiliza 

t,J t,J + • ,J • ,J 1 [u· ·+1 -u· · u·_¡ ·+1 -u·_¡ ·] 
Ut~2 k k 

y 

1 2 1 
(2u )x- Wxx ~ 2 [c5i,j + c5i,j+l]; 

donde 8i,j es el esquema de volumen finito aplicado en ti, dado por 

,k=2, ... ,n-1. 

En este caso se obtiene el sistema no lineal de n ecuaciones con n- 1 
incógnitas 

/i : -f.kUi-2,j+l + (2h2 + f.k- hkui-l,j+l) Ui-l,j+l + 
+ (2h2 + f.k + hku· ·+¡)u· "+1- f.ku·+l ·+1- b'Tl· ·=O l,] t,J '1. ,J .rt,J 

fn: f.kUn-3,j+l - 5f.kUn-2,j+l + {2h2 + 7f.k- hkun-l,j+l) Un-l,j+l
-bPn,j =O, 
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donde 

bp1,j = {2h2
- 7Ek- hku1,j) U¡,j + 5Eku2,j- f.kU3,j+ 

+ {2h2 + 3Ek + hk90 (ti)) 9o(tj) + ( -2h2 + 3Ek + hk9o(ti+I)) 9o(tj+I) 

para i = 2, ... n- 1 

bpi,j = f.kUi-2,j + {2h2- f.k + hkUi-l,j) Ui-l,j+ 
+ {2h2

- f.k- hkui,i) Ui,j + Ekui+l,i 

bpn,j = -f.kUn-3,j+5EkUn-2,j+(2h2 - 7Ek + hkun-l,j) Un-1,j+ 

+ {2h2 + 3f.k- hk91 (tj)) 91 (tj) + ( -2h2 + 3f.k- hk91 (ti+¡)) 91 (tj+I)· 

Sean para cada j = 1, 2, ... 

Uj = 

usando el método de Newton para obtener la solución de manera itera
tiva, se tiene el sistema 

DF(uj+1)[uj!iJ = DF(uj+l)[uj+l]- F(uj+l). {15) 

En este problema DF(uj+l) es la matriz n x (n- 1) dada por: 

2h2 +7<k+2hkuli+l -5<k <k o 
2h2 +<k-2hkuli+l 2h2+<k+2hku2j+l -<k 

-<k 

-<k 

-<k 2h2 +<k-2hkun-2i+l 2h2+<k-2hkun-lj+l 

o <k -5<k 2h2+7<k-2hkun-li+l 
nx(n-1) 
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hk (utjH)
2 + bp1,j 

-hk (ui,jH)
2 + hk (u2,J+1)

2 + tkgo(tj+l) + bp2,j 

( 

s+l l ul,j+l 
s+l 

u2,j+l 

s+l 
un-l,j+l 

con s = O, 1, 2, ... 

nxl 

Nuestro método consiste en resolver el sistema (15) usando el método 
de Seneta-Steiger para cada tiempo t =ti, j = 1, 2, ... , t final· Usaremos 
para s = O en el tiempo tj+l, u?,j+1 = ui,j. 

Para verificar los resultados, se usaron casos cuyas soluciones exac
tas son conocidas. Dichos resultados se clasificaron en tres grupos. En el 
primero, los casos con solución exacta continua, donde el método numéri
co aproxima de manera excelente, para todos los experimentos realizados, 
la solución exacta. En el segundo grupo, los casos de choque en los que se 
observa una buena concordancia entre las soluciones exactas y las apro
ximadas cuando n no es grande, observando que a medida que n crece, 
dígase n = 70, se obtiene oscilación cerca del choque. Y por último, en 

157 



S. Kas-Danouche 

el tercer grupo, los casos de rarefacción, en los cuales se obtienen solu
ciones aproximadas parecidas a las exactas pero cuando n no es grande, 
por ejemplo n = 10. A medida que n crece las aproximaciones presentan 
ciertas oscilaciones comparadas con las soluciones exactas. Esto es un 
indicio de que el esquema numérico aquí tiene cierta inestabilidad. Se 
espera seguir explorando otras vías para evitar dicha inestabilidad. 
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Abstract 
Numerical approximations are obtained to three consevation laws 
using mathematical programming. Particularly, the algorithm of Seneta
Steiger is applied to obtain i 1 optimum solutions of an nx(n-1) algebraic 
system. 
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