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TEORIA CUANTICA
EUCLIDIANA Y LAS
ECUACIONES ESTOCASTICAS

Juvenal Castromonte Salinas!

Resumen

En el modelo del oscilador armdénico se analiza la posibilidad
de que se originen ecuaciones estocdsticas en la mecdnica
cudntica. Para ello se hace extension analitica en el tiempo
real hacia el eje imaginario de la probabilidad de transicion
correspondiente al proceso de Ornstein - Uhlenbeck; como
resultado se obtiene el producto de la funcion de estado
bdsico y la funcién de Green de la ecuacion de Schrodinger
para el oscilador armdnico. También se estudia la posibilidad
de que se originen ecuaciones estocdsticas en problemas con
funciones propias superiores del hamiltoniano. Se muestra
que la mecdnica cudntica, a diferencia de la teoria
euclidiana, no puede ser interpretada en términos de
procesos estocdsticos.
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Introduccion

Los resultados obtenidos en [ [1], {2], [3]] solo responden al estado bésico
de los sistemas cudnticos. Para generalizar estos resultados, se toma una
solucién estacionaria Z,(z) cualesquiera de la ecuacién de Bloch en di-
reccién inversa en el tiempo

8 (eMtZ,(z))

5 =H (e*!Z,(x)) .

La ecuacién estocastica correspondiente sera

19 At
T —==—In(e*"Zy(x)) = ¢
55t (€' Zn(z) = ¢

El andlogo de la probabilidad de transicién se construye por el méto-
do de cambio de variable en la integral de Wiener. Tomando en cuenta
que la integracién se realiza sobre trayectorias con extremos fijos, se
obtiene

et Z,(x)

Wn($070;m7t) = 7 (zO)

Z(.’L‘o, O; x, t)

resultado obtenido en la forma establecida por el teorema de factori-
zacion [[1], (2]]. Adenids, Wy (zo,0; , t) también es solucién de la ecuacién
de Fokker-Planck

29w Lz =190
5t |25z non | = 1 52

oW, 120 9 162w,
oz

Aqui se hace notar que W, es una funcién de signo no definido para
n > 1, por esta razén, diremos que es un anilogo de la probabilidad
de transicién. Esta dltima afirmacién se puede hacer evidente con una
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ilustracién, que en este caso es el oscilador arménico; que paran =1 se
tiene

Ire

wit
WO(xOyO;xat)’

Zo

Wi(zo,0;z,t) =

donde se observa que, efectivamente, W; cambia de signo.

1. Mecanica Cuantica Euclideana

En [2] se mostré que la mecédnica cudntica, también, se puede
construir a partir de una extensién analitica en el semiplano complejo
derecho, incluyendo el eje imaginario. De manera que, la ecuacién de
Bloch se transforma en la ecuacién de Schrédinger, la probabilidad de
transicién y su andlogo se transforma en la matriz densidad que, a su vez,
satisface a la ecuacién de Fokker-Planck, pero con el tiempo imaginario.
La extensidn analitica se realiza para las soluciones de las ecuaciones de
Bloch y/o Fokker-Planck, mas no asi para la soluciones de la ecuacién
de Langevine. Para entender esta situacién, analizamos la medida de
Ornstein-Uhlenbeck y se busca su relacién con el oscilador arménico.

Para el oscilador arménico, de [2] se tiene

2nh (1 —e 2t
m 2w
Luego de su extensién analitica se obtiene la matriz densidad

_ —iwty2
exp{—%n’—i—————————(z Zoe ) 2w}

1 — g—2iwt

.2—71.—}2 1— e—2iwt
m 2w
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Para intervalos de tiempo infinitesimales 2 = §, donde el argumento

de la funcién d es x; — z;_1, de manera que £ — {wx = ¢ no representa
una ecuacién estocastica en el caso del oscilador arménico cudntico.

Ahora, se considera el caso de las soluciones estacionarias de orden supe-
rior de la ecuacién de Bloch en direccién contraria al tiempo, con ayuda
de las cuales se construye la superposicién de N de estas soluciones esta-
cionarias

N
t W
N ACNI (=y=2).

n=0

Esta superposicién responde al andlogo de probabilidad de transicién

Winy(2o,0;x,t) = n=0

2rh (1 — e~ 2wt
m 2w
De la extensién analitica, de la tltima expresién, se obtiene la matriz
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densidad

> m s V) ()
Q) (0,0 z, ) = — X
1 (o)

n=0

2k (z — zpe~™t)?
exp {"'n'{ 1 — e—2iwt 2w

27h (1 — e 2wt

m 2w
En este caso, tampoco se originan ecuaciones estocdsticas, la causa es la
misma que en el caso del estado bdsico.

X

Pero si el niimero de términos en la iltima expresién se incrementa
indefinidamente, es decir, N — o0, entonces

"/)*(270,0 T, t)

Q(zo,0; z,t) = 9" (20,0, 20,0)

’(,b(.’L‘o,O; z, t)’ (2)

donde ¥*(z0,0;z,t) y ¥(zo,0; z,t) son respectivamente, soluciones fun-
damentales conjugada y “directa”de la ecuacién de Schrédinger.

Ademas, la ecuacién (2) puede ser representada a través de integrales
por trayectorias. Para el caso del oscilador arménico se tiene

m [t 1 8S\?
Q(zp,0;z,t) = /Cexp{ 25/0 <:1:—E%) dr » x

2 t
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(3)
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Aqui pareciera que & — l% = ¢ es una ecuacién estocastica en teoria
cuantica. Pero, esto no eTa.si, toda vez que de (2) se tiene que la matriz
densidad es idénticamente nula. Sin embargo, la ecuacién (3) es una
ecuacion estocastica en una aproximacién cuasi-clasica.

Estos resultados muestran que a cada hamiltoniano le corresponde un
conjunto de ecuaciones estocdsticas, cada una de las cuales genera una
solucién estacionaria (con el mismo hamiltoniano) de la ecuacién de
Bloch, pero con el tiempo en sentido contrario.
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Abstract

In the harmonic oscillator model, is analyzed the possibility that it is
originated stochastic equations in the quantum mechanics. For it is made
analytic extension in the real time toward the imaginary axis the prob-
ability of transition corresponding to the process Ornstein - Uhlenbeck;
as result is obtained the product of the function of the basic state and
the Green’s function of the Schrodinger’s equation for the harmonic os-
cillator. The possibility is also studied that they originate stochastic
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equations in problems with superior eigen functions. It is shown that
the quantum mechanics, contrary to the Euclidean quantum theory, it
cannot be interpreted in terms stochastic processes.
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