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Resumen

En este articulo estudiamos la buena formulacion local del
problema de valor inicial asociado a un sistema de
ecuaciones de Korteweg-de Vries acopladas a través de los
efectos dispersivos y no lineales.

Utilizando el método de reqularizacion parabdlica probamos
la existencia y unicidad de solucion local, y las estimaciones
de Bona-Smith para demostrar la dependencia continua de la
solucion respecto de los datos iniciales.
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1. Introduccién

Cuando dos ondas solitarias se propagan en una direccién a lo
largo de interfases separadas verticalmente en un fluido estratificado con
velocidades de fase que difieren en una cantidad relativamente pequetia,
se observa que la energia es transferida de la onda m4ds rapida, que mo-
mentaneamente se encuentra adelantada, a la onda méas lenta, temporal-
mente atrasada. Bajo tales condiciones, la energia es intercambiada al-
ternativamente entre las ondas en la direccién opuesta a su propagacién,
dando como resultado saltos sucesivos. Con el fin de modelar esta inte-
raccién J. Gear y R. Grimshaw [4], usando las ecuaciones de Lagrange
para fluidos estratificados, construyeron el sistema de ecuaciones

{ Opu + O3u + ad3v + udpu + Budyv + Y9, (wv) = 0

O + ad3u + 3v + yubyu + v8,v + B0, (wv) =0 (8)

donde v = u (z,t) y v = v (z,t) son funciones con valores reales, (z,t) €
R x [0, +oo| y a, 8 y v son constantes reales. El sistema tiene la estruc-
tura de dos ecuaciones de Korteweg-de Vries acopladas a través de lo
términos dispersivos y los términos no lineales.

El objetivo de este articulo consiste en demostrar la buena formu-
lacién local del problema de valor inicial

Opu + 02u + ad3v + udpu + Bvdyv + Y0, (uv) = 0
Oy + ad3u + 83v + yudyu + v0zv + B0, (uv) =0
u(0)=¢
v(0) =,
cuando ® = (p,9) € H*(R) x H*(R) con s > 2. La nocién de buena
formulacién que seréd utilizada en este articulo incluye existencia, uni-
cidad, la propiedad de persistencia (es decir, la solucién describe un
curva continua en H° (R) x H® (R) siempre que & € H* (R) x H* (R)
y dependencia continua de la solucién respecto al dato inicial.

(P)

Con el fin de probar la existencia, unicidad y la propiedad de persis-
tencia de la solucién local se utilizard regularizacion parabdlica, es decir,
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se probara la buena formulacién local del problema de valor inicial re-
gularizado

Opu + 93u + ad2v + udu + Pvdv + 0, (uv) — ud2u =0
Oy + ad3u + 03v + yud,u + v9,v + B0, (uv) — pdiv =0
u(z,0) = ¢ ()
’U(.’L‘,O) = 1/)(‘77) )
y entonces sera demostrado que Hm+ (uy,v,) existe y es la tnica solucién
p—0

del problema (P).

(PR)

Como seré visto, la dependencia continua de la solucién local del
problema (PR) respecto del dato inicial no es aplicable cuando g — 07
por esta razén, para demostrar la dependencia continua de la solu-
cién del problema (P) respecto de los datos iniciales se utilizard las
estimaciones de Bona-Smith [3]. La idea es la siguiente, si U y Uy,
n € N, son las soluciones de los problemas (P) con datos iniciales ®
y ®, respectivamente, tales que lim &, = ® en H®*(R) x H*(R),

n—+00
se construirdn ®,,®,, € H* (R) x H* (R) tales que Hm+ ¢, =0y
n—0

lim+ ¢, =0, en H° (R) x H* (R), siendo el segundo limite uniforme
p—0

en n. Considerando U, y U, ,, las soluciones de (PR) con datos iniciales
®, v ®,n respectivamente, mostraremos que h’m+ Upn (t) = Un (t)

u—0

en H° (R) x H* (R) y que la solucién aproximada U, (t) depende con-
tinuamente de ®,, en H* (R) x H° (R). Entonces, la convergencia uni-

forme en n de ulinoh ®,n = @, implicard que ul—llr& Upn (t) = U(t) en

H*(R) x H® (R) y por tanto la dependencia continua.

Usamos las notaciones usuales. Por L? (R) representamos al espa-
cio de (clases de) funciones definidas sobre R cuya p-ésima potencia es
integrable, con la norma ||fll,, = ([ |f (z)[” dz) P 1< p < too.
Por L™ (R) representamos al espacio de las funciones definidas sobre R,
medibles y esencialmente acotadas con la norma

fllfe =inf{c>0:|{zxeR:|f(z)] >c} =0}.
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1. Introduccién

Cuando dos ondas solitarias se propagan en una direccién a lo
largo de interfases separadas verticalmente en un fluido estratificado con
velocidades de fase que difieren en una cantidad relativamente pequefia,
se observa que la energia es transferida de la onda més répida, que mo-
mentaneamente se encuentra adelantada, a la onda més lenta, temporal-
mente atrasada. Bajo tales condiciones, la energia es intercambiada al-
ternativamente entre las ondas en la direccién opuesta a su propagacién,
dando como resultado saltos sucesivos. Con el fin de modelar esta inte-
raccién J. Gear y R. Grimshaw [4], usando las ecuaciones de Lagrange
para fluidos estratificados, construyeron el sistema de ecuaciones

{ Opu + O2u + ad3v + udyu + Bvdv + 70, (uv) = 0

O + ad3u + v + yudyu + vOv + B0y (ww) =0 )

donde u = u (z,t) y v = v (z,t) son funciones con valores reales, (z,t) €
R x [0,+00] ¥y @, B3 y 7y son constantes reales. El sistema tiene la estruc-
tura de dos ecuaciones de Korteweg-de Vries acopladas a través de los
términos dispersivos y los términos no lineales.

El objetivo de este articulo consiste en demostrar la buena formu-
lacién local del problema de valor inicial

Opu + 0%u + adv + udyu + Pvdyv + 48, (uv) =0
O + ad3u + 93v + yudpu + v0,v + B0, (wv) =0
u(0) =¢
v(0) =9,
cuando @ = (p,9) € H*(R) x H*(R) con s > 2. La nocién de buena
formulacion que serd utilizada en este articulo incluye existencia, uni-
cidad, la propiedad de persistencia (es decir, la solucién describe una
curva continua en H* (R) x H® (R) siempre que ® € H* (R) x H* (R))
y dependencia continua de la solucién respecto al dato inicial.

(P)

Con el fin de probar la existencia, unicidad y la propiedad de persis-
tencia de la solucién local se utilizara regularizacion parabdlica, es decir,
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se probara la buena formulacion local del problema de valor inicial re-
gularizado

Oyu + O3u + adv + udu + Bvdv + 8, (wv) — pd2u =0
Bv + ad3u + 83v + yudu + v8,v + B, (uv) — pd2v =0
u(z,0) = ¢ ()
v(z,0) =9 (z),

y entonces serd demostrado que h’m+ (uy,v,) existe y es la Unica solucién

u—0
del problema (P).

(PR)

Como seré visto, la dependencia continua de la solucién local del
problema (PR) respecto del dato inicial no es aplicable cuando p — 07;
por esta razdn, para demostrar la dependencia continua de la solu-
cién del problema (P) respecto de los datos iniciales se utilizard las
estimaciones de Bona-Smith [3]. La idea es la siguiente, si U y Up,
n € N, son las soluciones de los problemas (P) con datos iniciales ®
y ¥, respectivamente, tales que lim &, = ® en H*®*(R) x H®(R),

n—+oo

se construirdn ®,,®, , € H* (R) x H* (R) tales que h’rg+ o, =2y
n—

lilg+ ®,, =0, en H° (R) x H* (R), siendo el segundo limite uniforme

n—

en n. Considerando U, y U, ,, las soluciones de (PR) con datos iniciales
®, v ®,n respectivamente, mostraremos que lim+U o) = Un(t)
u—0

en H° (R) x H* (R) y que la solucién aproximada U, (t) depende con-
tinuamente de ®, en H°(R) x H° (R). Entonces, la convergencia uni-

forme en n de lim ®,, = &, implicard que lim U, ,(t) = U(t) en
u—0+ u—0+

H*(R) x H*(R) y por tanto la dependencia continua.

Usamos las notaciones usuales. Por L? (R) representamos al espa-
cio de (clases de) funciones definidas sobre R cuya p-ésima potencia es
integrable, con la norma ||f]|,, = ([g|f (@) dx)l/p, 1 <p< +oo.
Por L* (R) representamos al espacio de las funciones definidas sobre R,
medibles y esencialmente acotadas con la norma

[fllpee = inf{c>0:{z € R:[f(z)] >} = 0}.
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se probara la buena formulacién local del problema de valor inicial re-
gularizado

Oyu + O3u + ad3v + udu + Bvdv + ¥, (uv) — pd2u =0
v + adu + 3 + yudu + v8,v + B8, (wv) — pd2v =0
u(z,0) = p(x)
U(:C,O) = 1/1(.’1:) ’
y entonces serd demostrado que Hn(}+ (uy,v,) existe y es la Unica solucién
s

del problema (P).

(PR)

Como sera visto, la dependencia continua de la solucién local del
problema (PR) respecto del dato inicial no es aplicable cuando u — 07;
por esta razén, para demostrar la dependencia continua de la solu-
cién del problema (P) respecto de los datos iniciales se utilizard las
estimaciones de Bona-Smith [3]. La idea es la siguiente, si U y U,,
n € N, son las soluciones de los problemas (P) con datos iniciales ®
y ®, respectivamente, tales que ldm &, = ® en H°(R) x H* (R),

n—+o00

se construirdn ®,,®, , € H® (R) x H* (R) tales que Hm+ o, =0y
u—0

lixg+ ®,n =@, en H® (R) x H* (R), siendo el segundo limite uniforme
p—

en n. Considerando U, y U, ,, las soluciones de (PR) con datos iniciales
®, vy ®,n respectivamente, mostraremos que lim+ Upn (t) = Un(t)
u—0

en H*(R) x H® (R) y que la solucién aproximada U, () depende con-
tinuamente de ®, en H* (R) x H* (R). Entonces, la convergencia uni-

forme en n de lim ®,, = ®, implicard que lim U,, () = U (¢) en
u—0+ u—0t

Hs (R) x H* (R) y por tanto la dependencia continua.

Usamos las notaciones usuales. Por LP (R) representamos al espa-
cio de (clases de) funciones definidas sobre R cuya p-ésima potencia es
integrable, con la norma ||f| .. = (Jg |f (@) da:)l/p, 1 <p < +oo.
Por L* (R) representamos al espacio de las funciones definidas sobre R,
medibles y esencialmente acotadas con la norma

[fllpw = inf{c>0:{z e R: |f(z)| > c}| = 0}.
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Para cada s € R, el espacio de Sobolev de orden s definido como la
complecién del espacio de Schwartz S (R) con respecto a la norma

i1, = ([ (1+168) |[Feo)f o) "

La transformada de Fourier de f es definida como

F0 -7 s

y la transformada de Fourier inversa de f es dada por

Floy = — [ it
f(x)—m/R £ € de.

Para s un ntmero real, representamos por H* (R) al espacio de Hilbert
H*® (R)xH* (R) con el producto interno ((u1,v1) , (u2, v2))ggs = (U1, u2),+

1

(v1,02), v la noma |(u, ). = (lul? + 0)2)”

Por J* = (1 — 85)3/2 y D = (—6%)3/2 representamos a los poten-
ciales de Bessel y Riesz de orden —s respectivamente. Si A y B son dos
operadores, entonces el conmutador es dado por [4,B] = AB — BA.
Asi [J%, flg = J°(fg) — fJ°g en la cual f es considerado como un
operador de multiplicacién.

Distintas constantes positivas seran representadas por C, ellag pueden
variar de linea a linea, siendo su dependencia de otros parametros mostra-
da cuando sea conveniente.

2. El Problema Lineal Regularizado
Consideremos el problema lineal asociado con (PR)

{ U (t)y+AU(t)=0, zeR, ¢>0 (LR)

U(0) = @,

10 Pro Mathematica, 20, 89-40, (2006), 7-39, ISSN 1012-8938
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donde U = (u,v), A, es el operador definido por

{ D(A,) = H*3 (R), s > 0 )

A, (u,v) = (03u+ ad3v — pd2u, adiu + 83v — ud2v) .

y ® = (,v). En esta seccién demostraremos el teorema 2, que asegura
la existencia de una solucién tnica para el problema (LR) y la validez de
la desigualdad (4), lo que es fundamental para el desarrollo de la seccién
3.

Proposiciéon 1. El operador —A,, es disipativo mazximal en H* (R),
s> 0.

Prueba. Si U € H**3 (R), entonces por definicién de —A4,, y pro-
piedades de la norma y el producto interno en H? (R}, tenemos

=AUl < [(@+ 12+ 2] 10 s

Entonces —A4,U € H* (R).
Ademiés, (—A U, U)yy. = —u ||8xU||%{S < 0, luego por [9, proposi-
cién 3.1], —A, es disipativo en H* (R).

Por dltimo, el operador I + A, es sobreyectivo, es decir, para cada
V € H* (R) existe U € H*"3(R) tal que (I + 4,)U = V. En efecto,
dado V = (u,v) € H* (R) definimos U = (f, g) por

7o) = (1+p€? — i) T(€) +iag®D (§)
(14 €2 —ig®)” + a2¢8

(1+pe? —i€%) 0 (€) +iag®u(€)

(1+ g2 ~ i%)” + a2¢8
y no es dificil ver que U € H**3 (R), por lo tanto, U es disipativo
maximal. O

9(8) =
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Teorema 2. Sipu > 0, el operador —A,, es el generador de un semigrupo
de contracciones {W, (t)},5, en H* (R), s > 0, tal que

(5 O+ B Qo (BEO-B O )
(} () Ex () + (B} (0 + B, (0) v

en donde E,f (t) son los multiplicadores de Fourier definidos por

Wu(t)<I>:<

— e (©)t

Ei (t)¢(6) = —5—8(&) con X; () =—pe’ +i*(1£a), (3)

y para cada t > 0 se tiene que W, (t) € L (H* (R),H**" (R)) con

1
W, () Qlliyyssr < Krt |1+ — [|1P||515 4
W, () Rl < oy [14 e 121 (@
para todo v > 0 y ® € H* (R). Ademds, cualquiera sea ® € H* (R) la
funcion
W, ()0: R — H* (R)
es la tnica solucidn del problema de valor inicial (LR) en

C ([0, +oo , H* (R)) N C* ([0, +oo[ ,H*7* (R)) .

Prueba. La primera afirmacién y la dltima son consecuencias de la
proposicién 1, el Teorema de Lumer-Phillips y la definicién de semigrupo.
Para obtener (2) y (3) es suficiente tomar la transformada de Fourier
en la variable espacial, resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias que resulta y usar propiedades de semigrupos de operadores.
A continuacién serd probada la desigualdad (4). Tenemos

W @) @l = (B () +E; 1) e+ (Bf (1) — Bz 1) %[5,
+(Bf () - Ex (0) ¢ + (Ef ) + Bz 0) ¢,
= I1 + I, (5)
en donde

L=||(Bf () + By () o+ (Bf (0) — Ex ) ¥|I%,,

12 Pro Mathematica, 20, 89-40, (2006), 7-89, ISSN 1012-3938
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L=|(Ef @) -E; @) e+ (B () +E, (1) z,/)Hirr :
Como MY = —pug? +i€3 (1 £ a), por la desigualdad triangular y
las desigualdades (a + b)> < 2 (@®+b?) yaa (1+87) < (1 +§2)r <
) (1 + §2r) resulta

heho < [ e ey (lpor+]iel )

vo [ eremeiarey (lpor+ 3@ ) de
®)

La primera integral del segundo miembro de (6) es acotada por
sup e~ 246"t ]|<I>||§I y la segunda integral, usando la desigualdad
€ER
£2re—2§2ut S 2~ TpTe™T (/Lt)_r ,
es acotada por 27"rTe ™" (ut) " ||<I>H%p Entonces, en (5) tenemos
2 - 2
W () @lfger < K2 1+ 20)™"] 21l

en donde

Kf = max < C sup 6_2”52t, Crie™" },
(eER

como se queria demostrar. O

3. Teoria Local del Sistema Regularizado

En esta seccién demostraremos que el problema de valor inicial
(PR) es localmente bien formulado en H® (R) si s > 2. Para esto con-
sideramos el problema de valor inicial (PR) en la forma

{ oU+AU+F({U)=0

U(0) = o, (PR)

Pro Mathematica, 20, 39-40, (2006), 7-39, ISSN 1012-8958 13
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donde U = (u,v),
F(U) = (u0zu + Pvoyv + ¥0; (uv) , yulzu + v0,v + 805 (wv))  (7)

o también

B u?  Bu? yu?  v?
F(U)—31<7+T+’YUU,T+?+,@UU> (8)
y @ = (¢,9).

Notemos que si i > 0 es fijo y U es solucién de (PR), entonces por
la férmula de Duhamel

Ut) =W, () - /0 W, (t— ) F (U (7)) dr. (EI)

Por lo tanto, toda solucién de (PR) es solucién de (EI). Nos interesa
saber si, reciprocamente, toda solucién de (EI) es solucién de (PR), para
esto, aplicaremos el teorema del punto fijo de Banach.

Supongamos que ® € H* (R) con s > % y® #£0.ParaT > 0
cualquiera, definimos el conjunto & (T') formado por las funciones U €
C([0,T],H* (R)) tales que

1U (&) = Wu () Pl < Pllgge, 0 <t <T
con la métrica

dUV) = swp [U(®) -V ()l para UV €&, (D).

Es claro que (& (T'), d) es un espacio métrico completo.

Para ® € H* (R) fijo, definimos la aplicacién © por
t

oU (t) = W, (1) & _/ W, (t—1)F(U(r) dr, te[0,T], (9)
0

cualquierasea U € &, (T). En la proposicién 3 estudiaremos las propiedades
de la aplicacién © definida sobre & (T).

14 Pro Mathematica, 20, 39-40, (2006), 7-89, ISSN 1012-8938
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Teorema 3. Sip >0y ® € H* (R) cons > 2, existe Ty, (|| @5 » 5, 1) €
[0,T] tal que © : & (Ty) — & (T,,) es una contraccion.

Prueba. Es obvio que cualquiera sea T > 0, la aplicacién ©
estd bien definida por (9).

Veamos la continuidad de ©U. Para ty € ]0,T] supongamos que
t < tg, por la continuidad fuerte del semigrupo {W, (t)},-, tenemos

18U (t) — OU (to)|lg.
< W () @ = Wy (t0) @l -

+ [N =) = Wt = 7)) F (U ()l
0

+ [t = to| sup [|[Wy, (to = 7) F (U (7))l - (10)

sto]

El primer sumando del segundo miembro de (10) converge a cero
cuando t — t; debido a la continuidad de la aplicacién W), (-) ®. Lo
mismo sucede con el segundo sumando por la misma razén y el teorema
de la convergencia dominada de Lebesgue. El 1ltimo sumando converge
trivialmente a cero cuando t — t;. Esto nos demuestra la continuidad
por la izquierda de tg. La continuidad a la derecha de #g, se sigue de
manera anéloga, y de ahf la continuidad en ¢g.

Veamos ahora que existe T7 = 71 (||®||g. ,s, ) € [0,T] tal que ©
definida sobre & (T}) tiene rango R (©) contenido en & (T1). Sean T > 0
yU € & (T), entonces para 0 < t < T, usando el teorema 2 y cambiando
la variable tenemos

2ut
19U () = Wi () Bl < Cllfe. [ (/14 7ar, ()

en donde C = C (s, ). Observamos que

2ut 1
/ \/1+;d7'§2[,ut+w/2p,t},
0

Pro Mathematica, 20, 39-40, (2006), 7-39, ISSN 1012-3958 15
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2Mt\/____f
lim C||®| . 14+ —dr=0,
t_l.%l+ H HH /0 + T T

implica que existe Ty = T (||®||g. » s, 1) € ]0,T] tal que

2uTy 1
C|® / 1+ —dr<1
2l [ 1+

siempre que 0 < t < T}

entonces

Asi en la desigualdad (11), para 0 < ¢ < T} tenemos
18U () = W (1) @llggs < [[®llgas -

es decir, OU (t) € & (T1). Por tanto, existe Ty = T (|| ®{|¢- , s, 1) € {0, T]
tal que R (©) C & (T1).

Ahora demostraremos que existe T, = T, (||®|gg.,5, 1) € [0,T1]
tal que © : & (T,) — & (T,) es una contraccién. En efecto, si U =
(u1,v1),V = (ug,vs) € & (T1) entonces

18U (t) — OV (#)llg < /0 W (¢ = 1) [E(U (7)) = F(V (1)]llgg d7-

Por el teorema 2 tenemos,

2ut 1
OV () - 8V Ol < Cl0lye [ 41+ drd(@.V).
0

Donde C = C (s, ). Tomando el supremo en [0, 73] obtenemos

2uTh 1
d(@U,@V)gCHfI’HHR/ J1+2drd(U,V).
0 T
2uTy 1
C’||<I>|{H/ \/1+;d7—>0cuando Ty — 0%,
0
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se sigue la existencia de T}, = T, (||®||g. , s, 1) € ]0,T1] tal que

2uTy,
0< A= CH<I>||HS/ \/14— dr<1

Asi, concluimos que
d(©U,eV) <A, V) con 0 <A<,
y nos permite afirmar que © es una contraccidn. (N
En la demostracién del siguiente teorerﬁa utilizaremos el teorema
del punto fijo de Banach para mostrar la existencia de solucién de la

ecuacién integral (EI) y un argumento de T. Kato y H. Fujita [7] para
mostrar la unicidad de la solucién.

Teorema 4. Sip >0y ® € H'(R), s > 2

5 entonces existen T, =

T, (|l > 5, 16) > 0 y una funcidn
U € C(0,T,], H* (R))
tnica solucidn real de la ecuacidn integral (EI).

Prueba. Por la proposicién 3 las hipétesis del teorema del punto
fijo de Banach se cumplen, entonces existe una tnica U, € & (T,) C
C(0,T,] ,H° (R)) tal que OU, = U,,, es decir,

OUL () =W, (98~ | W (t =) F(U (7)) dr =T, ()

para todo t € [0,T},].

Para la unicidad, sean U y V dos soluciones en C ([0,7,],H* (R))
de la ecuacién integral (EI). Para t € [0,T}] cualquiera, tenemos

IU@#) =V Ol <) sup, U (1) =V (")l

donde & (t) = 20”(1)” [ut +/2ut ] Como k es continua, creciente en

[0,400[, x(0) =0y th+rn K (t) = +o0, existe T* > 0 tal que & (T*) = 3.
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se sigue la existencia de T, = T, (|| @i, s, #) €]0,T1] tal que

2uT,
O<A= C||<I>||Hs/ \/1+ dr<1

Ast, concluimos que
d(0U,8V) < AU, V) con 0 < A <1,
y nos permite afirmar que © es una contraccién. |

En la demostracién del siguiente teorema utilizaremos el teorema
del punto fijo de Banach para mostrar la existencia de solucién de la
ecuacién integral (EI) y un argumento de T. Kato y H. Fujita [7] para
mostrar la unicidad de la solucién.

Teorema 4. Sipu >0y ® € H'(R), s > %, entonces existen T, =
T, (||®||gs » 8, 1) > 0 y una funcidn

UM € C([OvTM} ’Hs (R))
tdnica solucidn real de la ecuacidn integral (EI).

Prueba. Por la proposicion 3 las hipétesis del teorema del punto
fijo de Banach se cumplen, entonces existe una tnica U, € & (T,,) C
C([0,T,],H® (R)) tal que OU, = U,,, es decir,

OU, (1) = W, (1) ® -/O Wy (t ~7) F (U (7)) dr = Uy, (2

para todo t € [0,T},].

Para la unicidad, sean U y V dos soluciones en C ([0,7,],H* (R))
de la ecuacién integral (EI). Para t € [0,7),] cualquiera, tenemos

U@ =V @)lg <rE) sup, IUA(7) =V (")l »

donde « (t) = &lﬁlﬂi [t + +/2pt]. Como k es continua, creciente en

0,4+, x(0) =0y . liin K (t) = +oo0, existe T* > 0 tal que & (T*) = 1.
— T OO
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Sea T = min {T,,T*}, entonces « (t) < x(Ty) < k(T*) = } y para
te [O,Tl] tenemos

U -V ®lg- <5 suwp [U(T) =V (T)lg-,

TE[O,Tl]

[N

y tomando el supremo sobre ,[O,Tl], obtenemos

—

sup U(t) =V (Ollg. <5 sup [U() =V (D)l (12)
te[0,T1] r€[0.T4]

Por tanto, sup U (t) =V ()|l <Oyasi U=V en [0,T1].
t€[0,T,]

SiT; = T,, obtenemos la unicidad, pero si T, = T* definiendo
Ts = min {T,,2T*} sigue que T, < T,. Entonces, para t € Fl,Tg]
sigue que

) -V®lg <s(T2=T1) sup [U(1) =V (D)g.- (13)
7€[0,T2]

Como T < 2T*, T; = T*, tenemos
K (Tg — Tl) < gT™.
Luego de (13) resulta

v -vol < sup U () =V (7)llg- -

TE [O,Tz]

Do | —

Tomando el supremo en [O,Tg] obtenemos (12) en [O,Tg], luego U =V
en [0,T3). Si Ty = T}, obtenemos la unicidad, en caso contrario repeti-
mos el proceso para T3 = min {T},, 37 }. Como [0, Tu] es acotado, existe
n € N tal que T, < nT*, de ahi que U = V en [0,T,] concluyendo asf la
demostracion. O

Como consecuencia de la propiedad regularizante del semigrupo
{W, (1)}, demostrada en el teorema 2, probaremos que la solucién
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de la ecuacién integral (EI), encontrada en el teorema 4, es més re-
gular que el dato inicial, es decir, si ® € H* (R) con s > %, entonces
U,:10,T,] — H**" (R) es continua para todo r > 0.

Teorema 5. Sean >0y ® € H* (R), s > 2. La funcién U, obtenida
en el teorema 4 satisface

U,eC (]O,TH] JHS T (R))
para todo v > 0.

Prueba. Sea t € ]0,7,] y consideremos la ecuacién integral

Uu(t)zwu(t)cp—/o W, (t —7)F (U, (7)) dr = W, (£) ® + G (t).

(14)
Del teorema 2 se deduce que W, (-) ® € C (J0,T,,] , H**" (R)) para todo
r>0.
Supongamos que 0 < r < 1. Entonces,

2p.t 1
2
16 Olggsr <C sup 10 [ 1+ e

Entonces, porque T;I € [0,1], la integral f02“t WJ1+ T,.—1+1d7' es conver-

gente, en consecuencia G (t) € H**" (R) para cualquier r € [0, 1].

Ahora mostremos que G € C(]0,T,] , H**" (R)) si r € [0,1]. En
efecto, consideremos t € |0,T,,] y h > 0 tal que t+h pertenece al intervalo
10,7}, entonces

G (¢ +h) = G ()llggssr

t+h
< [ WL B =) F W D b

T / \Wi 6+ h— 1) = Wy (b — 7)] F (U (Dliggesr d7. (15)
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Sustituyendo s — 1 por s y r + 1 por r en (4) y cambiando la variable,
tenemos,

t+h
/t Wy (¢ 4+ h = 7) F (Uy (7)) lggesr

9 2uh 1
<C sup ||U,(r / ”1+—d7'.
r€]0,T,.] 10 () 0 Tl
2uh 1
/ ‘/1+md7—>0cuandoh—~>0+
0 T

porque %’—1 € [%, 1 [, obtenemos

Como

t+h
/ Wyt +h—71)F (U (7)) |lggssr dr — 0 cuando h — 0%,
¢

Por otro lado, la continuidad de ¢ € [0, +o00] — W, (t)® € H*t" (R)
para todo r > 0, la desigualdad (4), ,/1+ ﬁl—ﬂ- € L' (]0,2ut] ,R) y el

Teorema de la Convergencia Dominada, implican
t
/ [Wa(t+h—7)=Wu(t—1)]F U (7))lljgesr d7 — 0si h — 0F.
0

Asf en (15) tenemos que
G (t + h) — G ()|l gge+r — 0 cuando h — 0,

con lo que demostramos que G es continua por la derecha de . De la
misma forma se demuestra la continuidad por la izquierda de t.

Asi, de (14), probamos que U, € C (]0,T,] , H**"(R)) si0 <r < 1.
Usando lo probado y con el mismo procedimiento, demostramos
que G € C (]0,T,] ,H***" (R)) y con esto U, € C (]0,T,,], H*+? (R)).
Un argumento inductivo prueba que para cada n € N se cumple que
G € C(]0,T,,] ,H**"" (R)) con lo que el teorema queda probado. O

El teorema 5 es fundamental para demostrar que el intervalo de
existencia de la solucién del sistema regularizado es independiente de u.
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Existencia y Unicidad de Solucién Local del Problema
(PR)

Probaremos que el problema de valor inicial regularizado (PR) es
bien formulado locamente. Para esto primero demostraremos que la fun-
cién U, del teorema 4 es la Gnica solucién del problema regularizado en
H*3 (R). La prueba estd basada en el trabajo de R. Iério [5].

Teorema 6. Sean p >0y ® e H*(R), s > %, entonces la funcion U,
del teorema 4 satisface

Uu € C([0,7,],H* (R))nC* ([0,T,,] , H°* (R))
y es la dnica solucion de (PR). Ademds, para todo r >0
Uu € C(10,T.], H**" (R)) N C* ([0, T,.] . H""° (R))

Prueba. Veamos la existencia de una solucién. Del teorema 2 y la
teorfa de semigrupos tenemos,

BW, (£)® = —A,W, (t) 3,

parat > 0 en H*~3 (R). Para u > 0 , consideramos

t
Gt)= [ Walt =) F W () dr (16)
0
Para 0 <t < T, y h > 0 tal que t + h € ]0,T,] se sigue,

G(t+h)—G(t)

) - BB [ - P m)ar

+W,(t+h—cn) F(Uy(cn)).

Donde se ha usado que W, (k) — I es un operador lineal y el teorema
del valor medio para integrales de Bochner en el intervalo [t,t + k] con
cn € [t,t + Al
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Como —A,, es el generador del semigrupo {W,, (t)},-, tenemos

Jim ZCLL w60 PO, () ar

- A, /Ot W, (t 1) F (U, (7)) dr.
Ademés, ¢, € [t,t + h| implica que ¢, — £, cuando b — 07, por lo tanto
Tim W, (¢4 b cn) F (U (n) = W, (0) F (U, () = F (U ().
Asi, obtenemos

07 G (t) = —AuG (1) + F (U (1))

Anélogamente, para h < 0 conseguimos 0, G (t) = —A,G (t)+F (U, (¢)).
Asi B G(t)=0]G(t)=0,G(t) y

UL (1) = —AuUL(t) — F(Uu (1))

Como U, € C([0,T,],H* (R)) es solucién del problema (PR), —A4, €
LH*R),H*°R))y

-F (UIJ«) eC ([OvTu] 7HS—1 (R)) cc ([OvTu] aHs-g (R)) ’

sigue que ,U, € C ([0,T,] , H*=* (R)).
Para la unicidad, sea
VeC(0,T,],H (R))nC' ([0,T,], H** (R))
otra solucién de (PR), entonces la funcién V satisface
OGV()+AV(E)+F(V(t)=00<t<T, (17)

en H*~3 (R). Aplicando a continuacién W, (t — ) a V (t) y usando (17)
para 0 <t < T}, obtenemos

0 W, (t—T)V (1) = W, (t - 7) F (V (7).
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Integrando desde O hasta ¢ y teniendo en cuenta que V (0) = ®, tenemos
t

Vity=w,(t)® —/ W, —1)F(V(1))dr (18)
0

en H*=3 (R). Entonces el teorema 2 implica, como en la demostracién
del teorema 5, que el segundo miembro de (18) estd en H* (R). Por lo
tanto,

Ve (0, T, H (R) N C ([0,T,], H* " (R))

es solucién de la ecuacién integral (EI). Entonces la unicidad estable-
cida en el teorema 4 implica que V = U, en [0,T,] completando la
demostracién de unicidad.

La tltima afirmacién sigue inmediatamente del teorema 5. a

Establecemos a continuacién un resultado esencial para probar la
existencia de solucién local del problema de valor inicial (P). La exis-
tencia de un intervalo [0,7] independiente de u, en donde todas las
soluciones U, pueden ser definidas. Esto serd esencial para probar la
existencia del limite de las U, cuando g — 0%, el cual, como veremos
serd la solucién buscada de (P).

Teorema 7. Sean > 0, ® € H*(R) con s > 3 y U, la solucidn del
problema de valor inicial (PR) encontrada en el teorema 6. Entonces,
existe T = T (||®||gs ,s) > 0 tal que U, se puede extender al intervalo
[0,T). Ademds, existe p € C ([0,T],R) tal que

U, O <p), 0<t<T
sup p(t) < C(||®|lygs , 5, T) - (19)
(0,7}

donde p satisface

P (t) =2Cp% (t), t>0
p(0) = ||@|f3;. .
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También, si ® € H*" (R) parar > 0, entonces para cada p > 0 se tiene

sup 1Us Ollf3er < C (I1®llgge 58, T) (21)
en donde C (-,-,-) es creciente en cada uno de sus argumentos.

Prueba. Sea U, € C([0,T,],H* (R)) N C' ([0,7,] ,H*3(R)) la
solucién de (PR) dada por el teorema 6: Tenemos

3 Ul

2
e = 2(Uy, AU gs 20U, —F (Up))ggs -
De la proposicién 1 y de la teorfa de semigrupos sabemos que

<Uw _AHUH>HS <0,

por lo tanto

O NUulzre < 2(Ups =F (Ua)ars < 2|0 =F (U)re| - (22)
Si U, = (u,v), entonces por (7) tenemos
AU =F (U = (w,udeu); + B (4, v0:0)  + v (u, 8z (uv)),
+7 (v, u0zu)  + (v, v9v), + B (v, 0z (wv)), .
(23)
Como [J®, flg = J*(fg) — fJ*g, entonces
(u, vO,), = (Jou, [J°, 0] Ozv) 2 + (J°u, vI°0,v) 2, (24)
(u, 0z (wv)), = (J°u,[J%,u] Ogv) 2 + (Ju,uJ*Ozv) 2
+ (J¥u, [J%,v] Opu) 2 + (JPu,vJ°0pu) 2, (25)
(v, udzu), = (J%v,[J®,u] Ozu) 1o + (Jov,uJ®Opu) 2 , (26)
y
(v,00 (wv))y, = (J%,[J%,u]0xv) L2 + (J*V,uJ*O0) 2

+ (J%0, [J%, 0] Opu) 2 + (J°v, 00z u) . (27)
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Asi, reemplazando (24), (25), (26) y (27) en (23), asociando factores en
el producto interno (-,-) ., usando integracién por partes, la conmuta-
tividad de la derivada con el potencial de Bessel y estimando el segundo
miembro tenemos

U, =F U)ga.| < Cs Ul - (28)
Luego de (22) v (28) resulta
Oc Ul < 2G4 UG = 26 (11Ul ) (29)
donde ¢ (y) = C,y>/2, para y > 0.
|E4IPPE

Consideremos p!/2 (t) = o, T definida en el intervalo {0, 7]

con T* = F—II;T’ la solucién maximal del problema de valor inicial
®Mgs

{ p(t)=2((p(t), t>0 (30)

p(0) = ||@])2.

Entonces de (29), (30) y de la teoria de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias, tenemos que,

UL < p(2), t€[0,T*[N[0,T,].

Asi, para pu > 0, U, se puede extender (si fuera necesario) a un intervalo
[0,T). Esto prueba (19) como queriamos.

La desigualdad {21) se obtiene con los mismos argumentos anteriores
escribiendo s + r en vez de s. O

Dependencia Continua de la Solucién Local del Pro-
blema (PR) Respecto al Dato Inicial

Terminamos esta seccién mostrando que U,, depende continuamente
de ® € H* (R), s > 3, en el sentido que la aplicacién

& € H* (R) — U, € C([0,T], H* (R))

es continua.
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Teorema 8. Seanp >0, ® € H* (R) cons > 3 yU, € C([0,T],H* (R),
la solucidn del problema de valor inicial (PR) que satisface (19). Si
{@"},.>1 es una sucesion en H* (R) convergente a ® en H* (R) y {UZZ}n>
es una sucesion en C ([0, T,] , H® (R)) de soluciones de (PR) conU}} (0) =
®,,, entonces para todo T € 10,T] se cumple que para n suficientemente
grande U]} estd definida en [0,T)] y

1ir+n sup [|U; (t) = Un (t) ||y, = O-
n— OO[O,T]

Prueba. Del teorema 7, para todo n tenemos
2
U2 ()| e <pn () te0,Tn]. (31)

donde p, satisface

o () = 2062 (1), £>0
2
Pn (0) = ”@n”H y

en [0, T con T} = W y Tn, € ]0,T%[. Ahora, para T € ]0,T]

consideremos ¢ = ¢ (T, || ®

u-) > 0 tal que

T
418 = () 12l )
entonces, existe No = N (¢) tal que ||®, — ®||g. < € para n > Np.
Entonces de la definicién de p,, tenemos para n > Ny,

£+ |2l

,1/2 t) < = t), parate |0,T

pues de (32)

Cut (6 + | Bnllzre) < Co (¢ + [Bnllyg) T < Co [@nllgg. T < 1,

donde la dltima desigualdad sigue de la eleccién de 7. De este modo
tenemos,

Sup pn () <cC (S’Ta ”QHH?) : (33)
o)
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Asi, U} (t) puede ser extendida a [O,ﬂ, satisfaciendo (31).

Consideremos ahora U = (4,7) = U, — U? = (u—Up,v —vp),
entonces
— 2 —_ — —2
AT Ol < N0l 110U | g = 110U 5.

IA

12 C? —012 —2
e[O|gze + 52 10=U1g. — 26 [[02T .

conC =C (5,T, | ®g.), y para deducir la tltima desigualdad se ha uti-
lizado la desigualdad de Cauchy con &, con a = HUHH yb=C HB{U_“H

Eligiendo € = g—: obtenemos

— C? —, 2
AT O < SITO[:.

Integrando desde 0 hasta t, sigue que

— — c? ot
[T <170 + 5 [ 1T dr

Aplicando la desigualdad de Gronwall, tenemos

2
7Ol < 10O (1400 (5:7) ) = Cu T Ol

lo que muestra

sup [[UZ () = Up ()| < Coull®n — @l -
[o.T]

Esto concluye la demostracion. 0

La demostracién dada para el teorema 8 nos muestra que éste no
es aplicable cuando g — 07 pues en tal caso C,, = 4/1 + exp (%g) —

+00. Por esta razén, para tratar la dependencia continua de la solu-
¢ién respecto del dato inicial en el caso no regularizado, utilizaremos en
nuestra prueba a los estimados de Bona-Smith.
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4. Buena Formulacion Local del Problema
no Regularizado

En esta seccién probaremos los resultados principales del articu-
lo, a saber, que el problema de valor inicial (P) tiene tnica solucién
local v que dicha solucién depende continuamente del dato inicial. La
demostracién de este resultado estd basada en el articulo de R. Iério [5]
para la existencia y unicidad y en las ideas de J. Bona y R. Smith [3]
para la dependencia continua.

Existencia y Unicidad de Solucién Local

Teorema 9. Si ® € H* (R) con s > 2, existen T = T (||®||gg. ,$) >0 y

Uec(o,T],H (R)nC* ([0,T],H 3 (R))

dnica solucidn de (P). Ademds,

Ul <p(t), 0<t<T

sup p (t) < C (| @llgge , 5, T,) (34)
[0,7]

p satisface 20 y C (-,-,-) es creciente en cada uno de sus argumentos.
Ademds, si ® € HS*" (R) con r > 0, entonces

sup U () hg-1: < C ([l 5T @l (35)
Prueba. Si para cada p > 0, U, = (uy,v,) es la solucién de (PR)

con dato inicial ¢ dada por los teoremas 6 y 7 en [0, T}, existe U = (u, )

tal que

U(t)= lim U, (t) en L? (36)

u—0+

uniformemente en t € {0,T], también U € C ([0,T],L? (R)).
Ahora vamos a probar que

U@t)=w~ lim U, (t) en H*(R), (37)

u—0+
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uniformemente en ¢ € [0, T]. Para esto, por el teorema de representacién
de Riesz-Fréchet, consideremos & = (p,v) € H* (R) cualquiera. En-
tonces por la densidad de H?® (R) en H?® (R), para cada € > 0 existe
d. = (pe,¥:) € H* (R) tal que ||, — ||y, < &. Sean p,v > 0y U,
U, como antes. Usando (19) con C = C (|| ®}|¢. ,s,T) obtenemos

(UL (8) = U, (t), @)y

I UV”L2 H@eHst 3 (38)

para cada t € [0, T]. Como ¢ es arbitrario de (38) y (36) obtenemos (37).

Ademids U € C, ([0,T],H?* (R)), de la desigualdad (19) y puesto
que H* es un espacio de Banach tenemos

10 @)l < liming U Ollge. < 0 (8), ¢ € 0,7,

por lo que U (t) satisface (34).
Ademss U (t) satisface el problema (P) c.e.t. [0,T].

Para completar la demostracién de existencia debemos mostrar que
U e C([0,T],H* (R)), pues esto y el hecho que U satisface (P) c.e.t.
t € 10,T) implican que U € C* ([0,T],H*~3 (R)). Para esto probare-
mos antes la unicidad en C,, ([0,T],H* (R)) N AC ([0,T],H*3(R)).
En efecto , si U,U; € C, ([0,T],H* (R)) N AC ([0,T],H*"3 (R)) sa-
tisface (P) c.e.t. el intervalo [0, T}, definiendo U = (%,7) = U — Uy =
(w—ug,v — v1), tenemos que

Tl <. [ Tl ar teo
de donde, utilizando la desigualdad de Gronwall, sigue que

T ¢ 0, te[0,7T].

)z <

Luego U (t) = U; (¢) en L? (R) para t € [0,T].
Sea ahora @ = (p,¢) € S(R) x S(R), entonces

(U, ). < U= Utllge 12llgge. = 0.
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Como S(R) x S(R) es denso en H* (R}, obtenemos U (t) = Uy (¢)
en H® (R) para t € [0,T], y en consecuencia la unicidad en la clase
Cy ([0,T],H* (R)) N AC ([0,T],H*"3 (R)).

Probaremos ahora que U € C ([0, T},H?* (R)). Primero veamos que
U es continua a la derecha de 0 en H*(R). En efecto, como U €
Cy ([0,7],H?* (R)) es inmediato que

w— 11’1(1)1+ U(t)=® en H*(R), (39)
t—
y de (34)
limsup ||U (t)|| g < lim p2 (t) = [|D]|g- (40)
t—0t t—0+

y la afirmacién sigue de (39) y (40).

Veamos ahora que U es continua a la derecha de 7 € ]0,T[. En
efecto, definimos V' (z,t) = U(z,t+7) con t € [0,T — 7|, entonces
V €Cy ([0,T —7],H* (R)) N AC ([0,T — 7] ,H*~3(R)) y satisface

OV () + AV () + F(V () =0, cet.tel0,T] (41)
V{(0)=U(r)

que es esencialmente el problema estudiado, cuya solucién es tnica a la
derecha de cero, asi, U es continua a la derecha de 7.

Para la continuidad a la izquierda de 7 € ]0, T'], consideremos V (z, t)
=U(—z,7—t)cont e [0,7]. Asi, V satisface (41). Asi, V es continua a
la derecha de cero y por lo tanto U es continua a la izquierda de 7.

De esta forma U € C([0,T],H?® (R)), y como U satisface (P) en
H*~3 (R) entonces U € C! ([0, T],Hs~3 (R)).

La desigualdad (35) se obtiene de (40) y el estimado (21). O

Dependencia Continua de la Soluciéon Local Respecto
al Dato Inicial.

Como fue observado la demostracién del teorema 8 muestra que
éste no se puede aplicar para probar la dependencia continua de la solu-
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cién local del problema respecto del dato inicial (P). Por esta razén
utilizaremos a las aprorimaciones de Bona-Smith, tal como se indicé en
la introduccién.

Para construir las funciones . con las propiedades requeridas se
utiliza el siguiente teorema.

Teorema 10. Sean € C3° (R) tal que 0 < n(z) < 1, sop (n) C [-1,1]
ysi(z) =1—7(x) entonces v® (0) = 0, para todo k € N.
Sie>0yepe H (R), s >0, definimos

pe (@) = (n(c6) @) (), zeR. (42)

Entonces, p. € H* (R) ypara 0 <e <1,r >0, emistec = c(s,r,1) >0
tal que

[ eellsrr < e il (43)
loe — @l < e el (44)
Y
lim ¢. = ¢ en H*(R). (45)
e—0t

Ademds, si llm ¢" = ¢ en H® (R) entonces
n—-+00
Jim log =", =0, (46)
uniformemente en n.

El teorema 10, debido a J. Bona y R. Smith, fue utilizado en [3]
para demostrar la dependencia continua con respecto al dato inicial de
la solucién local de la ecuacién de Korteweg-de Vries. Sin embargo, es
oportuno mencionar que posteriormente se ha usado, con el mismo fin,
para otras ecuaciones dispersivas.

Teorema 11. Sean s > 2, 0 < § < e < 1 y ®5,2. € H®(R)
las aproximaciones de Bona-Smith para ©® dadas por el teorema 10.
Si Us y U. son las soluciones del problema de wvalor inicial (P) con
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datos iniciales ®5 y ®. respectivamente, entonces para T € [0,T)] existe
C=C(s,T,||®g.) >0 tal que

{Su% 1Us () = Us (t)lgg. < C (7% + || @5 — Pellpy.) (47)
0,7

dondeO§V<%.

Prueba. Primero probemos que si fuera necesario, Us v U, pueden
extenderse a [0,T]. En efecto, del teorema 9, tenemos

{ 1Us (Dllgr. < ps(t)  site[0,T5] (1)

U (®)|52e < pe(t)  site[0,T.]

Si T5,T. < T, de la definicién de ps y p. v de la proposicién 10, tenemos
que
{HOOET I SCOTINN . ()
Pe (t) S C <S7Tea ||¢)6||H*) S C (SvTa H(I)HH‘) N

Luego de (48), Us y U. pueden extenderse a [O,T satisfaciendo a (48)
en ese intervalo.

Consideremos U = (%,%) = U, — Us = (u. — us,v. — vs), entonces
U(O) = (I)g — (I)(; y

[T @ <T@ + ¢ [ 17 @ dr

Usando la desigualdad de Gronwall, la igualdad (44) con r = sy el hecho
que ¢ < §, resulta

[T Ol < Cee,
con C =C (s,T,|®|lyg)- Luego,

[sou% 1T @)l < Cse®. (50)
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Ahora, como U = (%,7) € H” (R), para r > 0, usando integracién
por partes y la desigualdad de triangular, obtenemos

501 D°T )5
< {D*", D°0; (ueh)) 12| + (D1, D* (W0:1)) - |
+ 18l (D°T, D*0; (veD)) 12| + |8 (D%, D® (V0,D)) 12|
+ [V (D*u, D* 0y (ueD)) 2| + || (DT, D* 0z (vsT)) 12|
+ IV (DD, D*0; (uel)) 12| + || (DD, D* (W0 )) fe|
+ (DT, D0y (veD)) 2| + (D, D® (v0,0)) 12 |
+ 18| (DD, D*0y (ve®)) 2| + |BI (DT, D* Oy (us¥)) 2] (51)

Estimando cada uno de los términos del segundo miembro tenemos que
= 2 2a0
o DT @I < 0 ([T @l + 1) 52

Integrando desde 0 hasta ¢, obtenemos
t
IDT Ol < T Ol + Cec® +0, [ [Ty ar

Asi,

1T ®ls + DT @

Sy t TT
Coe ™ + || @, — 0413, +CS/ 1T ()5, dr
0

1T @)

IA

Aplicando la desigualdad de Gronwall

1056 U 0l < (Coe™™ + 12 — sllzy.) €'
Cs (7 + ||®c ~ <I>511H_g)26t.

A

Al extraer la rafz cuadrada y tomar el supremo para t € [O,T], obte-
nemos (47). O
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Se concluye de los teoremas 10 y 11 que {Uc},, es una familia de
Cauchy en C ([0,T] ,H* (R)) , de ahi que existe V € C ([0,T] ,H* (R))
tal que

im U. =V enC([0,T],H°(R)). (53)

e—0t

Veremos a continuacién que V satisface el problema (P) y por lo tanto

V=U.

Teorema 12. Sean U. y U las soluciones del problema (P) en [O,ﬂ
con datos iniciales ®. y ® para € <1, como en el teorema 11. Entonces
11’%1+ U.=UenC ([O,ﬂ , H? (R))

E—

Prueba. Es suficiente probar que V satisface la ecuacién integral
asociada con el problema (P) en H*~3 (R). En efecto, como U, es solu-
cién de (P) con U, (0) = ®, tenemos que V (0) = & para t € [0,T
y

Ue (t) = Wo (£) @ — /Ot Wy (t—7)F (U (1)) dr en H 3 (R), (54)

para 7 € [0,t] una vez que lim,_,g+ U, =V,

lim Wo (t — 1) F(U. (1)) = Wo (t —7) F(V (1)) en H*"3(R) (55)

e—0t+
para 7 € [0,1].
[Wo (t = 7) F (Ue (7)) llggs-2 < g(7)
para alguna g € L' ([0,¢],R). En efecto,
[Wo (t = 1) F (Ue (7))l ggo-s < C

V(t):wo(tm—/o Wo (t — 7) F(V (1)) dr,

con la igualdad en H*~3 (R). Entonces V satisface el problema (P), y
por la unicidad probada en el teorema 9 tenemos que V = U. O
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Antes de demostrar la dependencia continua de U respecto a @, es
necesaric aln probar el siguiente resultado.

Teorema 13. Seane >0, s > % y 11141_1 D, = @ en H* (R). Entonces,
n—rToo

dado T €10, T existe No = N (T) tal que las soluciones U, , y Ue del
problema (P) en [0,T] con datos iniciales ®., y ®. respectivamente,
estin definidas en [O,T si n > Ny. Ademds, cada vez que n > Ny se
cumple que

sup ||Us,n (t) - Uelle <C; (EH_VV + ||(I)E,n - (D€||Hs) . (56)
te[0,T)

Prueba. Como en el teorema 11, se puede demostrar que U, puede
ser definida en [O,ﬂ y satisface (48) y (49). Probemos que lo mismo
sucede con Uy, Para esto consideremos ¢ = ¢ (T, || ®.]|g. ) > 0 tal que

T | Pellgge
¢ el = TR 67
Como
[@en = Pellgge = [(Pn — @) llgg. < C NP — Pl (58)
por (42) y (43) con r = 0, existe Ny = Ng (T) tal que
”q)a,n - q)s”Hs < C (59)

siempre que n > Ng. De esta forma, de la definicién de p, ,, la desigual-
dad (59) y el teorema 10, para n > No (T) tenemos,

| Pe,n |y C+12llg-
: < = pr(t)
1- C’st ||(I)s,n||Hs 1- Cst (C + H(I)HHs) T

=

(Pen (1))

para t € [0,T], pues de (57),

Cst ((+ [|®lg:) € CT (¢ + |®lgg) = CsT |2l g < 1,
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donde la dltima desigualdad es consecuencia de la eleccién de T en el
teorema 9. Entonces, de (60) para n > Ny (T') tenemos,

SUp pe,n (t) < C (5,7, || el ) -
o]

Luego, del teorema 9, si n > Ny (T) entonces U, , puede ser definida en
[0, T, satisfaciendo

Ve @) fae < pen (), € [0,T]. (61)

Veamos ahora que (56) se cumple. Para esto consideremos U =
Ue=Uen y @eyn — 0 = (SOE,n — P, Ve — ¥e), tenemos

[Ty < T O te 0.7
por lo que

sup [|Ue (t) —Uen (t)”Lz = sup HU(t)HLz <Cs ||<I>6,n - cI)€||L2 . (62)
o] o]

Ademas
00T W)y = € ([T Wl +%).

entonces integrando desde 0 hasta ¢ y aplicando la desigualdad de Gron-
wall, obtenemos

sy 2
[Uem (t) = Ue (8|55 < Cs (7% + | Bepn — Belgge) > t€[0,7T].

Al extraer la raiz cuadrada y tomar el supremo en [O,ﬂ , la desigualdad
(56) queda probada. O

Con los resultados anteriores podemos probar la dependencia con-
tinua. Para esto consideraremos las aproximaciones de Bona-Smith &, ,
y ®. asociadas a @, y P, respectivamente, y las soluciones U, ,, y U, del
problema (P) con datos iniciales ®. , y ®. respectivamente.
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Teorema 14. Seanp >0, ® € H* (R) cons > 3 yU € C ([0,T],H* (R))
la solucidn del problema de valor inicial (P) que satisface (19). Si {®n}, >
es una sucesién en H® (R) convergente a ® en H® (R) y {Un},,5, es una
sucesion en C ([0,T,], H® (R)) de soluciones de (P) con Uy, (0) = ®,.
Entonces, para todo T € 10, T existe No = Ny (T) tal que para n > Ny,
U, estd definida en [0,T] y

lim sup |Up (t) = U (t)||g. = 0. (63)

n—+00 [O,T]

Prueba. Como los estimados para ||Uy, (t)|4. son los mismos que
para || U, (t) |5, la existencia de No = Ng (T') tal que n > Np implica
que Uy, estd definida en [0,7T], se prueba como en el teorema 13. Sea
£€10,1], entonces como en (47), tenemos

sup “U&n (t) - Uen (t)“Hs <C (5% + ||(I)5,n - ‘1)6,n||Hs)
o]

con0<v < 3yC=C(sT,|®|g.). Porlotanto, si § — 0 obtenemos

sup ”Un (t) - UE,n (t)HHs < C (5
o]
Pero de (45) tenemos que lir(r)l+ ., = &, en H* (R), uniformemente en
E—

n. Luego

T + H(Dn - (DE,’I"LHHS) .

sup [Un () = Uepn (t)|lgge — O cuando £ — 0% (64)
o]

uniformemente en n. Entonces, para n > Ny consideremos,
WWn®)—U®llgs < Un(t) = Uen ()i
+ ||U5,n (t) - Ua (t)HH + ||Us (t) -U (t)”Hs .
Asi, de (56) y (58) sigue que
1Un @) —U (g < Un () = Uen (8) |5
+ Cs (51:"_1/" + Hée,n - Qslle)
+ U () = U ()l
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tomando el limite cuando € — 0%, de (64) y del teorema 12 sigue que

sup [|Un (t) - U (t)HHW < Cs “(I)n - (I)”Hs
te{0,7]

de donde obtenemos (63) inmediatamente. O

Referencias

1]

2]

38

J. Bergh, J. Lofstrom, Interpolation Spaces. Springer-Verlag, N.
York, (1970), 139-142.

J. Bona, G. Ponce, J.C. Saut, M. Tom, A model system for strong
inter action between internal solitary waves. Comm. Math. Phys.
143 (1992).

J. Bona, R. Smith, The initial-value problem for the Korteweg-de
Vries equation. Philos. Trans. Roy. Soc. London. Ser. A 278, 555-
601, (1975).

J. A. Gear y R. Grimshaw, Weak and strong interactions between
internal solitary waves. Stud. Appl. Math., 65, 235-258, (1984).

R.J. Iério Jr. On the Cauchy problem for the Benjamin-Ono equa-
tion. Comm. PDE, 11, 1031-1081, (1986).

R. J. Iério Jr., V. Iério, Fourier analysis and partial differential
equations. Cambridge University Press, New York, (2001).

T. Kato, H. Fujita, On the non-stationary Navier-Stokes system.
Red. Sem. Mat. Uni. Padova, 32, 243-260, (1962).

T. Kato, G. Ponce, Commutator estimates and the Euler and
Navier-Stokes equations. Comm. Pure Appl. Math. 41, 891-907,
(1988).

J. Montealegre, S. Petrozzi, Operadores dispativos mazimales. In-
forme de investigacién, N°2 Serie B, PUCP, (1998).

Pro Mathematica, 20, 89-40, (2006), 7-39, ISSN 1012-3938



Buena Formulacién de un Sistema Acoplado de Ecuaciones Dispersivas

[10] W. V. Nunes, O problema de Cauchy global para equagées disper-
swas com coeficientes dependentes do tempo. Tesis de Doctorado.
IMPA, Rio de Janeiro (1991).

(11] A. Pazy, Semigroups of linear operators and applications to partial
differential equations. Apllied Mathematical Sciences, 44. Springer
Verlag, New York (1983).

Abstract

In this paper we study the local well-posedness of the initial value
problem associated to a system of Korteweg-de Vries equations coupled
through both dispersive and nonlinear effects.

Using the method of parabolic regularization we prove the existence
of local solution and the estimates of Bona-Smith are used to prove the
continuous dependence of the solution on the initials data.

Key words: Dispersive systems, Local well Posedness, Estimates of Bona-
Smith.
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