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Resumen

En este articulo usamos la definicion de los conjuntos
(o, B)-sg-abiertos para definir la («, 5)-sg-compacidad y la
(o, B)-sg-conezidad de un espacio topoldgico (X, 1) sobre el
cual se tienen operadores o, 3 asociados a T. Se estudian y

se caracterizan los espacios («, 3)-sg-compactos y los

espacios (@, B8)-sg-conezxos ademds buscamos condiciones bajo
el cual se preserva la imdgen de espacios («, 3)-sg-compactos
y (a, B8)-sg-conexos mediante funciones.
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1. Introduccién

En [7] y [2] se introducen, respectivamente, en el contexto de
un espacio topoldgico (X, 7) las nociones de conjuntos semi-abiertos y
semi-cerrados. Usando tales conjuntos y de manera natural en [9] se de-
finen y estudian nuevos axiomas de separacién, denominados axiomas
de semi separacién. En [4] se presentan nociones tales como la de ope-
rador asociado a una topologia 7 sobre un conjunto X, conjunto a-semi-
abierto, las cuales se generalizan en [13], en donde se definen los con-
juntos {c, B)-semi-abiertos y («, 3)-semi-cerrados, asi como también se
estudian nuevos axiomas de separacién denominados axiomas de («,(3)
semi separacién. En este trabajo empleamos la nocién de conjunto («, 5)-
semi-cerrado para obtener una nocién mucho més amplia de conjuntos
cerrados generalizados, en términos de dos operadores «, 3, ademds in-
troducimos y estudiamos la nocién de conjunto (v, 3)-sg-compacto y
espacio (a, 8)-sg-conexo analizando su relacién con ciertas clases de fun-
ciones conocidas como funciones ((«, 8), (o, 8))-sg- irresolutas, las cuales
permiten caracterizar estos espacios; ademads se puede notar que esta
definicidn generaliza los espacios estudiados en [3].

2. Preliminares

En esta seccidn estudiaremos cierta terminologia y algunos resul-
tados basicos, los cuales se empleardn a lo largo de todo este trabajo.

Definicién 2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y o,B:P(X)—P(X)
operadores asociados a 7. Un subconjunto A CX se dice (o, 3)-semi-
abierto si para cada xEA, existe un conjunto (3-semi-abierto V tal que
zeV y a(V)CA. El complemento de un conjunto (a,3)-semi-abierto es
(a, B)-semi-cerrado.

La coleccién de todos los conjuntos (a,3)-semi-abiertos en X, se
denotara por (a,8)-SO(X,7) y la coleccién de todos los conjuntos («,3)-
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semi-cerrados en X, por (a,3)-SC(X,7). Observe que si 3 es un operador
mondétono (i.e. B(U) C B(V) siempre que U C V) y a = id, entonces
la coleccién (a,B3)-SO(X,7) coincide con la coleccién de los conjuntos
B-semi-abiertos, denotada por 8-SO(X,7).

En los siguientes lemas se recogen algunas propiedades fundamen-
tales de los conjuntos (,3)-semi-abiertos (resp. (a,3)-semi-cerrados).

Lema 2.1. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y a,3:P(X)—P(X) ope-
radores asociados e la topologia T sobre X. Si {A; : i € I} es una
coleccion de conjuntos (a, B)-semi-abiertos, entonces |J,c; A es (a, B)-
semi-abierto.

Demostraciéon

Dado z € |, Ai, luego z € A; para algtin j € I. Entonces, existe V; € B—
SO(X,7) tal que z € V; y a(V;) C A; C |J, A;. En consecuencia, dado
z € |J; Ai, existe V; € §—-SO(X, 1) tal que a(V}) C |J, A;. Concluyendo
asi que |J; 4; es (a, §) -semi-abierto. O

Corolario 2.2. Sean (X,7) un espacio topoldgico y o, : P(X) —
P(X) operadores asoctados a la topologia T sobre X. Si {A; : ¢ € I}
es una coleccion de conjuntos (a, §)-semi-cerrados, entonces (),c;A; es
(o, B)-semi-cerrado ‘

Estas dos proposiciones nos permiten definir de manera natural,
la (a,8)-semi-clausura y el (o,83)-seminterior de un subconjunto ACX
denotados por (a,3)-sCl(A) y (o,3)-sInt(A), respectivamente. De esta
manera, tenemos

(a, B) — sCI(A) = {ﬂF :AC FyFes(a,B) — semi — cerrado}

(a, B) — sInt(A) = {U V:VCAyVes(a,B) — semi — abierto}

En un espacio topolégico (X,7) para el el cual se tengan operadores
a,3:P(X) — P(X) asociados a la topologia de X, se tienen las siguientes
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propiedades de la («,8)-semi-clausura y el («,8)-semi-interior de un sub-
conjunto ACX, que engloban las usualmente conocidas como se observa
en el siguiente lema.

Lema 2.3. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, A, B subconjuntos de X
y o, B:P(X)—P(X) operadores asociados a la topologia T sobre X. En-
tonces:

(o) (o, B)—sInt(A) C (o, 8) — sInt(B) si ACB;

(b) (a,8) —sCl(A) C (o, 8) —sCl(B) si. AC B;

(c) A es (a,f)— semi-abierto < A= (a,p)— sInt(A);

(d) B es (a,B)— semi-cerrado < B =(a,f)— sCl(B);

(e) z€ (a,fF)—sInt(A) siy sdlo siexiste un subconjunto G
{(a, B) — semi-abierto tal que x € G C 4;

(f) z€(a,B3)—sCUB) siy solo sipara todo subconjunto G
(ar, B) — abierto tal que Tz € G, GNB #;

(9) X\((a,8) — sCl(A))) = (e, 8) — sInt(X\A) 'y

X\((@ 8) — sInt(A)) = (a, 8) — sCUX\A).

O

Definicién 2.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y «,3 dos operadores
asociados a . Un subconjunto A CX se dice (o, 8)-sg-cerrado si (o, 3)-
sCI(A)C U para todo U €(a, 8)-SO(X, T) tal que A CU. El complemento
de un conjunto (a, 3)-sg-cerrado es un conjunto («, B)-sg-abierto.

Observe que si en la definicién anterior tomamos o = 3 = ig4, obte-
nemos la nocién de conjunto cerrado generalizado (=g-cerrado) dada en
[8] por Levine. Mientras que al tomar oo = ig y 8 = Clx, el operador
clausura, obtenemos la definicién de conjunto semi cerrado generalizado
dada en [1]. También podemos notar que si en la definicién anterior se
cambia « por el operador identidad ig y el operador 3 se sustituye por
cualquier operador que sea mondtono entonces obtenemos los conjuntos
a-sg-cerrados descritos en [12]. Facilmente se puede mostrar que todo
conjunto {a,3)-semi-cerrado es un conjunto {a,3)-sg-cerrado.
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Proposicién 2.1. Todo (a, 8)-semi-abierto es {a, §)-sg-abierto.

Demostracién

Sea A € X un conjunto («,3)-semi-abierto, entonces X'\ A es un conjunto
(a,8)-semi-cerrado. Puesto que todo conjunto (a,3)-semi-cerrado es un
conjunto (a,B)-sg-cerrado, tenemos que X\ A es un conjunto (a,8)-sg-
cerrado y en consecuencia A es un conjunto (a,83)-sg-abierto. O

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco de la proposicién an-
terior no es cierto.

Ejemplo 2.1. Sea X = {a,b,c}, 7 = {0, X, {a}, {b},{a,b},{a,c}}. De-
finamos los operadores:

a(A) = Cl(4)

ClA) ,sibeA
B(A) =
A ,stbéd A

Entonces, tenemos que:
B—SO(X,7) = {0,X,{a},{b},{a,b},{a,c}},
(a,8) = SO(X,7) = {0, X, {b}, {a,c}}
Mientras que la coleccion de los conjuntos (o, B)-sg-abiertos es
{0,X,{b,c},{a,c},{a, b}, {c}, {b}}.

Observe que el conjunto unitario {c} es (o, 3)-sg-abierto y no es («, B)-
semi-abierto.

El siguiente teorema nos dice que en los espacios (o, §)-semi-T;

(véase [13]) los conjuntos («, 3)-sg-abiertos y los conjuntos («, 3)-semi-
abiertos coinciden.
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Teorema 2.4. Sea (X, 7) un espacio (o, 3)-semi-T1 y A un subconjunto
de X. Entonces A es {a, B)-semi-abierto st y sélo si A es un conjunto
(a, B)-sg-abierto.

Demostracién

(Suficiencia) Ver Proposicién 3.1.

(Necesidad) Supongamos que A no es un conjunto (o, 8)-semi-abierto.
Entonces X\A no es («, 8)-semi-cerrado y asi existe un punto z en
(ar, B) — sCUXN\AN(X\A). Luego X\A C X\{z}. Como (X, 7) es un es-
pacio («, 8)-semi-T1, {z} es un conjunto (e, 3)-semi-cerrado y por lo tan-
to X\{z} es (&, B)-semi-abierto. Pero la (o, 8) — sCI{X\ A) no esté con-
tenida en X\{z} porque {z} € (o, 8) — sCI(X\A). En consecuencia,
X\A no es (a, 3)-sg-cerrado y por lo tanto A no es (a, §)-sg-abierto.
Luego todo conjunto (e, 3)-sg-abierto es {«, 5)-semi-abierto. O

3. Espacios (o, #)-sg-compactos

En esta seccién emplearemos la nocién de conjuntos («, 3)-sg-
abiertos, para obtener nuevas formas de compacidad como la que des-
cribimos a continuacién.

Definicién 3.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y o, operadores aso-
ciados a 7. Un subconjunto B C X se dice (o, 8)-sg-compacto en X si,
para toda coleccion {Ax : A € V} de subconjuntos (o, 3)-sg-abiertos de
X tal que B C [J{A\ : A € V} existe un subconjunto finito V, de V tal
que B C [ J{Ax: A€ V,}.

Un espacio X se dice (a, 3)-sg-compacto si X es (a, 8)-sg-compacto en
el sentido de la Definicién 3.1.

Observe que si tomamos a = ig y 8 = Clx, la definicién anterior
es justamente la definicién de espacio sg-compacto introducida indepen-
dientemente por Caldas [3] y por Devi, Balanchandran y Maki [5].
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Teorema 3.1. Sea (X, T) un espacio topoldgico y o, B:P(X) — P(X)
operadores asociados a una topologia T sobre X . Si X (a, 3)-sg-compacto,

entonces todo subconjunto (a, 3)-sg-cerrado de X es («, 3)-sg-compacto
en X. ,

Demostracién

Sea A un subconjunto (a, 3)-sg-cerrado de X. Entonces X\ A es (a, 8)-
sg-abierto. Sea U = {Uy : A € V} un cubrimiento de A por conjuntos
(a, B)-sg-abiertos en X. Entonces U = U |J (X\A) es un cubrimien-
to de X por conjuntos (a, §)-sg-abiertos. Es decir, X = (IJ{Ux : X €
VHU(X\A). Como X es (a, §)-sg-compacto entonces U tiene un sub-
cubrimiento finito de X, digamos X :(Uf:1 Ux, )U(X\A), Uy, € U. Pero
Ay (X\A) son disjuntos; por lo tanto A C Uf:l Uy, Uy, €U. Asi, Aes
(o, B)-sg-compacto en X. O

Seguidamente introduciremos ciertas clases de funciones que tienen
importantes conexiénes con la nocién de («, 8)-sg-compacidad descrita
anteriormente.

De aqui en adelante, denotaremos por {X, 7, &, §) como un espacio dota-
do de dos operadores «, 3 asociados a la topologia 7.

Definicién 3.2. Sean (X, 1, a, 8),(Y, %, 0,8) dos espacios con operadores
asociados.

1. Una funcion f (X, 7)—(Y,¢) se dice ((a,3),(0,0))-sg-irresoluta
si f7Y(V) es (a, B)-sg-cerrado en (X,T) para cada subconjunto V
(0,0)-sg-cerrado en (Y, ).

2. Una funcidn f (X, 7)—(Y, ) se dice ((a, B), (0, 8))-pre-sg-continua
si f~YV) es (a, B)-sg-cerrado en (X, 7) para cada subconjunto V
(g, 6)-semi-cerrado en (Y, ).

Observe que si en la definicién anterior a = 0 =igy 8 =60 = Cl
entonces, obtenemos las definiciones de funcién sg-irresoluta y funcién
pre-sg-continua [3] y [6].
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Teorema 3.2. Sean (X, 7, ,3),(Y, 1, 0,0) dos espacios con operadores
asociados. Una funcion f:X — Y es ((a, B), (0,0))-sg-irresoluta si y sdlo
si, para cada (0, 8)-sg-abierto A de Y, f~1(A) es (o, 8)-sg-abierto en X.

Teorema 3.3. Sean (X,7,a, 3),(Y,9,0,6) dos espacios con operadores
asociados. Una funcién f:X —'Y es (o, B), (0, 8))-pre-sg-continua si y
sélo si, para cada (o,0)-semi-abierto A deY, f~1(A) es (o, B)-sg-abierto
en X .

Teorema 3.4. Sean (X, 7,0, 0),(Y,¥,0,0) dos espacios con operadores
asociados. Si f:X — Y una funcion ((o, B), (id, id))-pre-sg-continua,
sobreyectiva y X es un espacio (o, 3)-sg-compacto, entonces Y es com-
pacto.

Demostracién

Sea f:X — Y ((«o, B), (id, id) )-pre-sg-continua sobreyectiva. Sea X («,5)-
sg-compacto. Sea {G) : A € V} un cubrimiento abierto de Y. Entonces
{f7YG,) : X € V} es un cubrimiento (a,3)-sg-abierto de X, puesto
que X es (a,f)-sg-compacto, existe un subcubrimiento finito, digamos
{f"YG1),..., f Y(Gr)}. Como f es sobreyectiva entonces {G1, ..., Gn}
es un cubrimiento de Y, por lo tanto Y es compacto. g

Teorema 3.5. Sea f:X — Y wuna funcidn ((o, 8), (0, 8))-sg-irresoluta y
B un subconjunto de X que es («, 3)-sg-compacto en X, entonces f(B)
es (0, 0)-sg-compacto en Y.

Demostracién

Sea {Gx : A € V} cualquier coleccién de subconjuntos (o, 3)-sg-abiertos
en'Y tal que f(B)C |J{G, : A € V}. Entonces, B C {f1(G\): A € V}.
Luego, existe un subconjunto finito Vo de V tal que B C {f~1(Gy): X €
Vo}. Por lo tanto, f(B) C f(U{f"HGx) : A € V}) = f(B) C U{G»:
A€ Vy}. Ast f(B) es (0,0)-sg-compacto en Y. O
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4. Espacios (a, J)-sg-conexos

En esta seccién se extiende la nocién de conexidad de un espacio,
en el caso que se tengan operadores «, 8 asociados a la topologia 7 sobre
X, y encontramos que esta nocién generalizada tiene un comportamiento
anslogo a la nocién cldsica con respecto a las funciones descritas en la
Definicién 3.2.

Definicidén 4.1. Un espacio topoldgico X se dice que es (o, 3)-semiconexo
si X no puede ser escrito como una union disjunta de dos conjuntos
(o, B)-semi-abiertos no vacios.

Definicién 4.2. Un espacio topoldgico X se dice que es (a, 8)-sg-conezo
si X no puede ser escrito como una union disjunta de dos conjuntos
(a, B)-sg-abiertos no vacios.

Observe que todo espacio («, §)-semiconexo es un espacio (a, 3)-sg-
conexo.

Teorema 4.1. Sean (X, 7),(Y, ) dos espacios topoldgicos y o y B ope-
radores asociados a 7. Entonces las siguientes proposiciones son equiva-
lentes.

() X es (a, B)-sg-conezo.

(i) X y @ son los unicos subconjuntos de X que son, a la vez, (o, f)-
sg-abiertos y (o, 3)-sg-cerrados.

(#41) Cada funcion ((«, B), (id, id))-pre-sg-continua de X en un espacio
discreto Y con al menos dos puntos es una funcidn constante.

Demostracion

(1) = (1) Sea U un subconjunto (w,3)-sg-abierto y («,3)-sg-cerrado.
Entonces (X\U) es (a,3)-sg-abierto y (a,8)-sg-cerrado. Luego, X =
UU(X\U). Es decir X es la unién de dos conjuntos disjuntos (o, §)-
sg-abiertos y como X es (a,f)-sg-conexo uno de estos conjuntos tiene
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que ser vacio. AsiU =06 U = X.

(#4) = (4) Supongamos que X no es (a, B)-sg-conexo. Sea X = UJV,
donde U y V son subconjuntos no vacios («, 5)-sg-abiertos disjuntos
en X. Entonces U = X\U es (a, §)-sg-abierto y (a, 3)-sg-cerrado. Por
hip6tesis, tenemos que U = @ 6 U = X. Por lo tanto, X es («, 3)-sg-
conexo.

(i1) = (4i1) Consideremos f : X — Y una funcién ((a, 8), (id, id))-pre-
sg-continua donde Y es un espacio topolégico con la topologia discreta
y contiene al menos dos puntos. Entonces X puede ser cubierto por una
coleccién de conjuntos {a, §)-sg-abiertos y («, 3)-sg-cerrados de la forma
{f~Yy) : y € Y}, de esto, concluimos que existe un y5 € Y tal que
fY(yo) = X y asi demostramos que f es una funcién constante.

(131) = (i) Sea W un subconjunto de X que es (o, §)-sg-abierto y
(a, B)-sg-cerrado. Supongamos que W # @ y sea f : X — Y una
funcién ({e, 8), (id,4d))-pre-sg-continua definida por f(W) = {y1} ¥y
F(XAW) = {y2} para y1 # yo, y1,¥2 € Y. Puesto que f es una fun-
cién constante, tenemos que X = W. [l

Teorema 4.2. Sea (X, 7,0,08) y (Y, 0,0) espacios topoldgicos con opera-
dores asociados y f : X — Y una funcién ((«, 8), (0,0))-pre-sg-continua,

sobreyectiva y X es un espacio {«, 8)-sg-conezo, entonces Y es (o,6)-

semiconexo.

Demostracién

Supongamos que Y no es (o, 6)-semiconexo. Sea ¥ = A U B donde
Ay B son conjuntos (o,8)—semi-abiertos no vacios disjuntos en Y.
Sea f una funcién sobreyectiva ((«a, 5), (o, 8))-pre-sg-continua, entonces
X = f~Y(A)U f~YB), donde f~1(A) y f~1(B) son conjuntos no vacios
disjuntos (a, ()-sg-abiertos en X . Esto contradice el hecho de que X es
(a, B)-sg-conexo. Por lo tanto, Y es (o, #)-semiconexo. O

Corolario 4.3. Sea (X, 7) y (Y1) espacios topoldgicos, o, 3 operadores
asociados a7 y f: X — Y una funcion ((a, B8), (id, id))-pre-sg-continua,

sobreyectiva y X es un espacio (o, 3)-sg-conezo, entonces Y es conexo.

74 Pro Mathematica, 20, 39-40 (2006), 65-77, ISSN 1012-3938



(a,B)-sg-Compacidad Y (a,3)-sg-Conexidad en Espacios Topoldgicos

Teorema 4.4. Sea (X, 7,a,8) y (Y, 0,0) espacios topoldgicos con ope-
radores asociados y f : X — Y wuna funcién ((o, 8), (o, 8))-sg-irresoluta,
sobreyectiva y X es un espacio («, 3)-sg-conezo, entonces Y es (a,0)-sg-
conezo.

Demostracién

Supongamos que Y no es (o, 6)-sg-conexo. Sea Y = AU B donde A y
B son conjuntos (o, 8)-sg-abiertos no vacios disjuntos en Y. Sea f una
funcién sobreyectiva ((a, 8), (7, 8))-sg-irresoluta, entonces X = f~(A4)U
f~Y(B),donde f~1(A) y f~1(B) son conjuntos no vacios disjuntos (a, 3)-
sg-abiertos en X . Esto contradice el hecho que X es («, §)-sg-conexo. Por
lo tanto, Y es (o, 8)-sg-conexo. O
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(a,8)-sg-Compacidad Y (a,3)-sg-Conezxidad en Espacios Topoldgicos

Abstract

In this paper we used the definition of («, §)-sg-open sets in order to de-
fine the («, 3)-sg-compact sets and (a, 3)-sg-connected sets in a topolo-
gical space (X, 7). Also we study some properties of the (¢, 3)-sg-compact
spaces and the (&, 3)-sg-connected spaces. Also we looking for conditions
under what the image of (o, §)-sg-compact sets and («, 3)-sg-connected
sets are preserved under functions.

Key words: («a, 8)-sg-open, («, 3)-sg-compact, (a, 3)-sg-connected
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