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Resumen 

En este artículo usamos la definición de los conjuntos 

(a, {3)-sg-abiertos para definir la (a, {3) -sg-compacidad y la 

(a, {3) -sg-conexidad de un espacio topológico (X, T) sobre el 

cual se tienen operadores a, f3 asociados a T. Se estudian y 

se caracterizan los espacios (a, {3) -sg- compactos y los 

espacios (a, {3)-sg-conexos además buscamos condiciones bajo 

el cual se preserva la imágen de espacios (a, {3)-sg-compactos 

y (a, {3)-sg-conexos mediante funciones. 
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l. Introducción 

En [7] y [2] se introducen, respectivamente, en el contexto de 
un espacio topológico (X, r) las nociones de conjuntos semi-abiertos y 

semi-cerrados. Usando tales conjuntos y de manera natural en [9] se de
finen y estudian nuevos axiomas de separación, denominados axiomas 
de semi separación. En [4] se presentan nociones tales como la de ope
rador asociado a una topología T sobre un conjunto X, conjunto a-semi
abierto, las cuales se generalizan en [13], en donde se definen los con
juntos (a, ,8)-semi-abiertos y (a, ,8)-semi-cerrados, así como también se 
estudian nuevos axiomas de separación denominados axiomas de (a ,¡3) 
semi separación. En este trabajo empleamos la noción de conjunto (a, ,8)
semi-cerrado para obtener una noción mucho más amplia de conjuntos 
cerrados generalizados, en términos de dos operadores a, ¡3, además in
troducimos y estudiamos la noción de conjunto (a, ,8)-sg-compacto y 

espacio (a, ,8)-sg-conexo analizando su relación con ciertas clases de fun
ciones conocidas como funciones ( (a, ,8), (u, B) )-sg- irresolutas, las cuales 
permiten caracterizar estos espacios; además se puede notar que esta 
definición generaliza los espacios estudiados en [3]. 

2. Preliminares 

En esta sección estudiaremos cierta terminología y algunos resul
tados básicos, los cuales se emplearán a lo largo de todo este trabajo. 

Definición 2.1. Sea (X, r) un espacio topológico y a,,B:P(X)--"P(X) 

operadores asociados a T. Un subconjunto A ~X se dice (a,,B)-semi

abierto si para cada xEA, existe un conjunto ,8-semi-abierto V tal que 

xEV y a(V)~A. El complemento de un conjunto (a,,B)-semi-abierto es 

(a, ,8) -semi-cerrado. 

La colección de todos los conjuntos ( a,,B)-semi-abiertos en X, se 
denotará por (a,,B)-SO(X,r) y la colección de todos los conjuntos (a,,B)-

66 Pro Mathematica, 20, 39-40 (2006), 65-77, ISSN 1012-3938 



(a ,{3 )-sg- Compacidad Y (a ,{3 )-sg-Conexidad en Espacios Topológicos 

semi-cerrados en X, por (a,,B)-SC(X,T). Observe que si ,8 es un operador 
monótono (i.e. ,B(U) <;;; ,B(V) siempre que U <;;; V) y a = id, entonces 
la colección (a,,B)-SO(X,T) coincide con la colección de los conjuntos 
,8-semi-abiertos, denotada por ,8-SO (X, T). 

En los siguientes lemas se recogen algunas propiedades fundamen
tales de los conjuntos (a,,B)-semi-abiertos (resp. (a,,B)-semi-cerrados). 

Lema 2.1. Sean (X, T) un espacio topológico y a,,B:P(X)--->P(X) ope

radores asociados a la topología T sobre X. Si { Ai : i E J} es una 

colección de conjuntos (a, ,8)-semi-abiertos, entonces UiEIAi es (a, ,8)
semi-abierto. 

Demostración 
Dado X E ui Ai, luego X E Aj para algún j E J. Entonces, existe Vj E ,8-

SO(X,T) tal que x E Vj y a(Vj) <;;; Aj <;;; UiAi. En consecuencia, dado 
x E UiAi, existe Vj E ,8-SO(X,T) tal que a(Vj) <;;; UiAi. Concluyendo 
así que Ui Ai es (a, ,8) -semi-abierto. D 

Corolario 2.2. Sean (X,T) un espacio topológico y a,,B : P(X) ---> 

P(X) operadores asociados a la topología T sobre X. Si {Ai : i E I} 
es una colección de conjuntos (a, ,8)-semi-cerrados, entonces niEIAi es 

(a, ,8) -semi-cerrado 

Estas dos propos1c1ones nos permiten definir de manera natural, 
la (a,,B)-semi-clausura y el (a,,B)-seminterior de un subconjunto A<;;;X 

denotados por (a,,B)-sCl(A) y (a,,B)-slnt(A), respectivamente. De esta 
manera, tenemos 

(a, ,8)- sCl(A) = {n F: A e F y Fes (a, ,8) -semi- cerrado} 

(a, ,8)- sint(A) ={U V: V e Ay V es (a, ,8)- semi- abierto} 

En un espacio topológico (X,T) para el el cual se tengan operadores 
a,,B:P(X)---> P(X) asociados a la topología de X, se tienen las siguientes 
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propiedades de la (a,j:l)-semi-clausura y el (a,j:l)-semi-interior de un sub
conjunto A~X, que engloban las usualmente conocidas como se observa 
en el siguiente lema. 

Lema 2.3. Sean (X, T) un espacio topológico, A, B subconjuntos de X 
y a,j:l:P(X)__.P(X) operadores asociados a la topología T sobre X. En

tonces: 

(a) (a, j:l)- sfnt(A) ~(a, j:l)- slnt(B) si A~ B; 
(b) (a, j:l)- sCl(A) ~ (a, j:l)- sCl(B) si A~ B; 
(e) A es (a, j:l) -semi-abierto {o} A= (a, j:l)- slnt(A); 
(d) B es (a,j:l)- semi-cerrado {o} B = (a,j:l)- sCl(B); 
(e) x E (a, j:l) - s!nt(A) si y sólo si existe un subconjunto G 

(a, j:l)- semi-abierto tal que x E G ~A; 
(!) x E (a, j:l)- sCl(B) si y sólo si para todo subconjunto G 

(a, j:l)- abierto tal que X E G, G n B -=f. 0; 
(g) X\((a, j:l)- sCl(A))) =(a, j:l)- slnt(X\A) y 

X\((a, j:l)- sJnt(A))) =(a, j:l)- sCl(X\A). 

D 

Definición 2.2. Sea (X, T) un espacio topológico y a,j:l dos operadores 
asociados a T. Un subconjunto A ~X se dice (a,j:l)-sg-cerrado si (a,j:l)
sCl(A)~ U para todo U E(a,j:l)-SO(X,T) tal que A ~U. El complemento 
de un conjunto (a, j:l) -sg-cerrado es un conjunto (a, j:l) -sg-abierto. 

Observe que si en la definición anterior tomamos a = j:l =id, obte
nemos la noción de conjunto cerrado generalizado ( =g-cerrado) dada en 
[8] por Levine. Mientras que al tomar a = id y j:l = Clx, el operador 
clausura, obtenemos la definición de conjunto semi cerrado generalizado 
dada en [1]. También podemos notar que si en la definición anterior se 
cambia a por el operador identidad id y el operador j:l se sustituye por 
cualquier operador que sea monótono entonces obtenemos los conjuntos 
a-sg-cerrados descritos en [12]. Fácilmente se puede mostrar que todo 
conjunto ( a,j:l)-semi-cerrado es un conjunto ( a,j:l)-sg-cerrado. 
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Proposición 2.1. Todo (a, (3)-semi-abierto es (a, (3)-sg-abierto. 

Demostración 
Sea A~ X un conjunto (a,(J)-semi-abierto, entonces X\A es un conjunto 
(a,(J)-semi-cerrado. Puesto que todo conjunto (a,(J)-semi-cerrado es un 
conjunto (a,(J)-sg-cerrado, tenemos que X\A es un conjunto (a,(J)-sg
cerrado y en consecuencia A es un conjunto (a,(J)-sg-abierto. O 

El siguiente ejemplo muestra que el recíproco de la proposición an
terior no es cierto. 

Ejemplo 2.1. SeaX={a,b,e}, T={0,X,{a},{b},{a,b},{a,e}}. De
finamos los operadores: 

a(A) = Cl(A) 

{ 

Cl(A) 
(J(A) = 

A 

Entonces, tenemos que: 

,sibEA 

, si b t/: A 

(3- SO(X, T) = {0, X, {a}, {b}, {a, b }, {a, e}}, 

(a,(J)- SO(X,T) = {0,X, {b}, {a, e}} 

Mientras que la colección de los conjuntos (a, (3) -sg-abiertos es 

{0,X,{b,e},{a,c},{a,b},{e},{b}}. 

Observe que el conjunto unitario {e} es (a, (3) -sg-abierto y no es (a, (3)
semi-abierto. 

El siguiente teorema nos dice que en los espacios (a, (3)-semi-T1 

(véase [13]) los conjuntos (a, (3)-sg-abiertos y los conjuntos (a, (])-semi
abiertos coinciden. 
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Teorema 2.4. Sea (X, T) un espacio (a, {3)-semi-T1 y A un subconjunto 
de X. Entonces A es (a, (3)-semi-abierto si y sólo si A es un conjunto 
(a, (3)-sg-abierto. 

Demostración 
(Suficiencia) Ver Proposición 3.1. 

(Necesidad) Supongamos que A no es un conjunto (a, (3)-semi-abierto. 
Entonces X\A no es (a, (3)-semi-cerrado y así existe un punto x en 
(a, (3)- sCl(X\A)\(X\A). Luego X\A e X\{x }. Como (X, T) es un es
pacio (a, {3)-semi-T1 , { x} es un conjunto (a, {3)-semi-cerrado y por lo tan

to X\ { x} es (a, (3)-semi-abierto. Pero la (a, (3)- sCl(X\A) no está con

tenida en X\{x} porque {x} E (a,(3)- sCl(X\A). En consecuencia, 
X\A no es (a, (3)-sg-cerrado y por lo tanto A no es (a, (3)-sg-abierto. 
Luego todo conjunto (a, (3)-sg-abierto es (a, (3)-semi-abierto. O 

3. Espacios (a, ,8)-sg-compactos 

En esta sección emplearemos la noción de conjuntos (a, (3)-sg
abiertos, para obtener nuevas formas de compacidad como la que des
cribimos a continuación. 

Definición 3.1. Sea (X, T) un espacio topológico y a,(3 operadores aso
ciados a T. Un subconjunto B e,:;; X se dice (a, (3) -sg-compacto en X si, 
para toda colección {A,x.: A E V'} de subconjuntos (a,(3)-sg-abiertos de 
X tal que B e U{A,x. :A E V'} existe un subconjunto finito V' 0 de V' tal 
que Be U{A,x.: A E V' o}· 
Un espacio X se dice (a, (3)-sg-compacto si X es (a, (3)-sg-compacto en 
el sentido de la Definición 3.1. 

Observe que si tomamos a = Íd y (3 = Clx, la definición anterior 
es justamente la definición de espacio sg-compacto introducida indepen
dientemente por Caldas [3] y por Devi, Balanchandran y Maki [5]. 
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Teorema 3.1. Sea (X, T) un espacio topológico y a, {3:P(X)------> P(X) 
operadores asociados a una topología T sobre X. Si X (a, {3) -sg-compacto, 

entonces todo subconjunto (a,{3)-sg-cerrado de X es (a,{3)-sg-compacto 

en X. 

Demostración 
Sea A un subconjunto (a, {3)-sg-cerrado de X. Entonces X\A es (a, {3)

sg-abierto. Sea U = {U>. : >. E 'V} un cubrimiento de A por conjuntos 
(a, {3)-sg-abiertos en X. Entonces u' = U U (X\A) es un cubrimien
to de X por conjuntos (a, {3)-sg-abiertos. Es decir, X = (U{U>. : >. E 

'V} )U(X\A). Como X es (a, {3)-sg-compacto entonces u' tiene un sub

cubrimiento finito de X, digamos X =(U7=l U>.JU(X\A), U>., E U. Pero 
A y (X\A) son disjuntos; por lo tanto A e U7=1 U>.,, U>.i E U. Así, A es 
(a, {3)-sg-compacto en X. O 

Seguidamente introduciremos ciertas clases de funciones que tienen 

importantes conexiónes con la noción de (a, {3)-sg-compacidad descrita 
anteriormente. 

De aquí en adelante, denotaremos por (X, T, a, {3) como un espacio dota
do de dos operadores a, {3 asociados a la topología T. 

Definición 3.2. Sean (X, T, a, {3),(Y, '1/J, u, B) dos espacios con operadores 

asociados. 

1. Una función f :(X,T)-+(Y,'I/J) se dice ((a,{3), (u,B))-sg-irresoluta 

si ¡-1 (V) es (a, {3) -sg-cerrado en (X, T) para cada subconjunto V 
(u, B)-sg-cerrado en (Y, '1/J). 

2. Una función! :(X, T)-+(Y, '1/J) se dice ((a, {3), (u, B))-pre-sg-continua 
si ¡-1(V) es (a, {3)-sg-cerrado en (X, T) para cada subconjunto V 
(u, B)-semi-cerrado en (Y, '1/J). 

Observe que si en la definición anterior a = u = id y {3 = B = Cl 
entonces, obtenemos las definiciones de función sg-irresoluta y función 

pre-sg-continua [3] y [ 6]. 
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Teorema 3.2. Sean (X, T, a, ,6),(Y, 7/J, a, e) dos espacios con operadores 
asociados. Una función f :X ----+ Y es ( (a, ,6), (a, 8)) -sg-irresoluta si y sólo 

si, para cada (a, 8)-sg-abierto A de Y, f- 1 (A) es (a, ,6)-sg-abierto en X. 

Teorema 3.3. Sean (X, T, a, ,6),(Y, 7/J, a, 8) dos espacios con operadores 

asociados. Una función f:X----+ Y es ((a, ,6), (a, 8))-pre-sg-continua si y 
sólo si, para cada (a, 8)-semi-abierto A de Y, ¡-1 (A) es (a, ,6)-sg-abierto 

enX. 

Teorema 3.4. Sean (X, T, a, ,6),(Y, 7/J, a, B) dos espacios con operadores 

asociados. Si f :X ----+ Y una función ( (a, ,6), (id, id)) -pre-sg-continua, 
sobreyectiva y X es un espacio (a, ,6)-sg-compacto, entonces Y es com

pacto. 

Demostración 
Seaf:X----+ Y ((a,,6), (id,id))-pre-sg-continuasobreyectiva. Sea X (a,,6)
sg-compacto. Sea {Gx :A E \7} un cubrimiento abierto de Y. Entonces 
{f-1(G.x) : A E \7} es un cubrimiento (a,,6)-sg-abierto de X, puesto 
que X es (a,,6)-sg-compacto, existe un subcubrimiento finito, digamos 
{f-1(G1), ... , ¡-1(Gn)}. Como j es sobreyectiva entonces {G1, ... , Gn} 
es un cubrimiento de Y, por lo tanto Y es compacto. O 

Teorema 3.5. Sea f :X ----+ Y una función ((a, ,6), (a, B) )-sg-irresoluta y 

B un subconjunto de X que es (a, ,6)-sg-compacto en X, entonces f(B) 
es (a, B) -sg-compacto en Y. 

Demostración 
Sea { G .x : A E \7} cualquier colección de subconjuntos ( a,,6)-sg-abiertos 
en y tal que f(B)e U{G.x: A E \7}. Entonces, Be u-1(G.x): A E \7}. 
Luego, existe un subconjunto finito 'V o de \7 tal que Be {f-1(G.x): A E 
'Vo}. Por lo tanto, f(B) e J(U{f-1(G.x): A E \7}) :=;. f(B) e U{G.x: 
A E 'V o}. Así f(B) es (a,B)-sg-compacto en Y. O 
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4. Espacios (a, ,8)-sg-conexos 

En esta sección se extiende la noción de conexidad de un espacio, 
en el caso que se tengan operadores a, (3 asociados a la topología T sobre 
X, y encontramos que esta noción generalizada tiene un comportamiento 
análogo a la noción clásica con respecto a las funciones descritas en la 

Definición 3.2. 

Definición 4.1. Un espacio topológico X se dice que es (a, (3) -semiconexo 
si X no puede ser escrito como una unión disjunta de dos conjuntos 

(a, {3)-semi-abiertos no vacíos. 

Definición 4.2. Un espacio topológico X se dice que es (a, (3)-sg-conexo 

si X no puede ser escrito como una unión disjunta de dos conjuntos 

(a, !3)-sg-abiertos no vacíos. 

Observe que todo espacio (a, /3)-semiconexo es un espacio (a, {3)-sg
conexo. 

Teorema 4.1. Sean (X, T),(Y, 'I¡'J) dos espacios topológicos y a y (3 ope
radores asociados a T. Entonces las siguientes proposiciones son equiva

lentes. 

(i) X es (a, (3)-sg-conexo. 

( ii) X y 0 son los únicos subconjuntos de X que son, a la vez, (a, (3)

sg-abiertos y (a, (3) -sg-cerrados. 

(iii) Cada función ((a, {3), (id, id))-pre-sg-continua de X en un espacio 
discreto Y con al menos dos puntos es una función constante. 

Demostración 
(i) =;. ( ii) Sea U un subconjunto ( a,(J)-sg-abierto y ( a,/3)-sg-cerrado. 

Entonces (X\U) es (a,(J)-sg-abierto y (a,/3)-sg-cerrado. Luego, X = 
UU(X\U). Es decir X es la unión de dos conjuntos disjuntos (a,(J)
sg-abiertos y como X es ( a,/3)-sg-conexo uno de estos conjuntos tiene 
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que ser vacío. Así U= 0 ó U= X. 
(ii) =? (i) Supongamos que X no es (a, ,8)-sg-conexo. Sea X = U U V, 
donde U y V son subconjuntos no vacíos (a, ,8)-sg-abiertos disjuntos 
en X. Entonces U = X\ U es (a, ,8)-sg-abierto y (a, ,8)-sg-cerrado. Por 
hipótesis, tenemos que U = 0 ó U = X. Por lo tanto, X es (a, ,8)-sg
conexo. 
(ii) =? (iii) Consideremos f: X---> Y una función ((a,,B), (id,id))-pre
sg-continua donde Y es un espacio topológico con la topología discreta 
y contiene al menos dos puntos. Entonces X puede ser cubierto por una 
colección de conjuntos (a, ,8)-sg-abiertos y (a, ,8)-sg-cerrados de la forma 
{f- 1 (y) : y E Y}, de esto, concluimos que existe un y0 E Y tal que 
f- 1 (y0 ) =X y así demostramos que fes una función constante. 
( iii) =? ( ii) Sea W un subconjunto de X que es (a, ,8)-sg-abierto y 
(a, ,8)-sg-cerrado. Supongamos que W -1 0 y sea f : X ---> Y una 
función ((a,,B), (id,id))-pre-sg-continua definida por f(W) = {y1 } y 
f(X\W) = {Y2} para Yl -1 Y2, Yl,Y2 E Y. Puesto que fes una fun
ción constante, tenemos que X = W. D 

Teorema 4.2. Sea (X, T, a, ,8) y (Y'lj;, CJ, B) espacios topológicos con opera· 

dores asociados y f : X ---> Y una función ( (a, ,8), ( CJ, B) )-pre-sg-continua, 

sobreyectiva y X es un espacio (a, ,8)-sg-conexo, entonces Y es (CJ, B)
semiconexo. 

Demostración 
Supongamos que Y no es ( CJ, 8)-semiconexo. Sea Y = A U B donde 
A y B son conjuntos (CJ, B)-semi-abiertos no vacíos disjuntos en Y. 
Sea f una función sobreyectiva ( (a, ,8), ( CJ, B) )-pre-sg-continua, entonces 
X= f- 1 (A) U f- 1(B), donde f- 1 (A) y f- 1(B) son conjuntos no vacíos 
disjuntos (a, ,8)-sg-abiertos en X. Esto contradice el hecho de que X es 
(a, ,8)-sg-conexo. Por lo tanto, Y es ( CJ, B)-semiconexo. D 

Corolario 4.3. Sea (X,T) y (Y'lj;) espacios topológicos, a, ,8 operadores 

asociados a T y f: X---> Y una función ((a, ,8), (id, id))-pre-sg-continua, 

sobreyectiva y X es un espacio (a, ,8)-sg-conexo, entonces Y es conexo. 
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Teorema 4.4. Sea (X, T, a, (3) y (Y '1/J, CJ, e) espacios topológicos con ope
radores asociados y f : X _. Y una función ( (o:, (3), ( CJ, e)) -sg-irresoluta, 

sobreyectiva y X es un espacio (a, (3)-sg-conexo, entonces Y es (CJ, e)-sg
conexo. 

Demostración 
Supongamos que Y no es ( CJ, e)-sg-conexo. Sea Y = A U B donde A y 
B son conjuntos (CJ, e)-sg-abiertos no vacíos disjuntos en Y. Sea f una 
función sobreyectiva ( (o:, (3), ( CJ, e) )-sg-irresoluta, entonces X = ¡-1 (A) u 
¡-1 ( B), donde ¡-1 (A) y ¡-1 ( B) son conjuntos no vacíos disjuntos (o:, (3)

sg-abiertos en X. Esto contradice el hecho que X es (o:, (3)-sg-conexo. Por 
lo tanto, Y es ( CJ, e)-sg-conexo. O 
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( o:,(J )-sg- Compacidad Y (o:,(J )-sg- Conexidad en Espacios Topológicos 

Abstract 
In this paper we used the definition of (a, ¡3)-sg-open sets in order to de
fine the (a, ¡3)-sg-compact sets and (a, ¡3)-sg-connected sets in a topolo
gical space (X, r). Also we study sorne properties ofthe (a, ¡3)-sg-compact 
spaces and the (a, ¡3)-sg-connected spaces. Also we looking for conditions 
under what the image of (a, ¡3)-sg-compact sets and (a, ¡3)-sg-connected 
sets are preserved under functions. 
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