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Resumen

En el presente articulo se demostrard la conmutatividad de
los grupos de homotopia superior y que toda equivalencia de
homotopia es una equivalencia débil. Estamos en la categoria
Top, por lo tanto todo morfismo entre espacios
serd asumido una funcion continua y todo producto entre
espacios tendrd la topologia producto.
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1. Introducciéon

Con el presente articulo pretendemos eliminar en algo los temores
o prejuicios que muchos tuvimos contra los grados superiores en topologia
algebraica y, en particular, en homotopia, demostrando dos resultados
clasicos de la teorfa de homotopia: toda equivalencia de homotopia es
una equivalencia débil y los grupos de homotopia de grado superior son
conmutativos.

La primera vez que se me expuso un esbozo de la demostracién
de la conmutatividad de los grupos de homotopia de grado superior, el
profesor dibujé unas casitas en la pizarra y luego de pocos comentarios
seguramente claves dio por concluida la demostracién. La gran mayoria
de los presentes, probablemente por nuestras propias limitaciones no
entendimos mucho y algunos incluso generaron un pequefic complejo al
respecto. La presente demostracién tal vez muy técnica y un poco tediosa
no deja lugar a dudas y cuando la descubri me reconforté y me dio los
Animos para seguir adelante.

La definicién convencional de 7, (X, z) es hom.((S™, 1), (X, z))/ ~.
La topologia compacto abierta permite definir estos mismos grupos de
manera recursiva en funcién de 2"~ 1(X, z) que a su vez son H-espacios,
y usando el hecho que el grupo fundamental de todo H-espacio es con-
mutativo concluimos la demostracion.

2. Base Conceptual
Definicién 1. Sean X,Y dos espacios topoldgicos
= fo,f1: X =Y son homotédpicas, (fg ~ f1), st

3h:IxX —->Y({I=10,1)]) (llamada homotopia) tal que
Yz € X,h(0,2) = fo(z) y A(1,2) = f1(z).
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s f: X —Y esuna equivalencia de homotopia si
3g:Y — X tal que gf ~ 1z A fg~ 1y.

Nota. En el conjunto de las funciones continuas de X a Y, que denotare-
mos hom(X,Y)rep , ~ es una relacién de equivalencia compatible con
la composicién en Top (V¥ fo, f1 € hom(X, Y )7op, Vg0, 91 € hom(Y, Z)7p,
si fo~ fiAgo ~ g1 = goo fo ~ g10f1), lo que nos permite definir la cat-
egoria Top, cuyos objetos son los espacios topolégicos y sus morfismos
son clases de equivalencia de funciones continuas.

Definicién 2.

» Top, es la categoria de los espacios punteados y las funciones
continuas que respetan el punto base.

= hom,({X,x9),(Y,yo0)) es el conjunto de funciones continuas que
respetan el punto base.

v fo, f1:(X,z0) — (Y,y0) punteadas son homotdpicas, (fo ~ f1),
sidh:IxX - Y =10,1]) (llamada homotopia punteada) tal
queVr € X, h(0,2) = folz)Ah(1,z) = f1(z)AVE € I,h(t,z0) = yo.

» Al igual que en la Nota 1, podemos definir la categoria Top,, de los
espacios punteados y las clases de homotopia puntead de funciones
continuas punteadas.

» Dos lazos 6g, 61 que empiezan y terminan en Xy
(6 : I — X/6(0) = 6(1) = xo) son homotdpicos, (dp ~ 01), si
Jh:IxI— X (llamada homotopia entre lazos) tal que
vt € I,h(O,t) = (Sg(t) A h(l,t) = 51(t) AN
vtel, h(t, O) = xo A h(t, 1) =y
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v (X, x0) es el congunto de los lazos que empiezan y terminan en
Zo

] 7r1(X,1‘0) = Q(X,:L'o)/ ~

De manera més general podemos definir:
1. Q(X,x,y) (caminos de z a y) y (X, x,y) = QUX,z,y)/ ~ .

2. 7(X) la categoria cuyos objetos son los puntos de X, y donde
Fly(x)(z,y) := 7(X, z,y). Asi, obtenemos un functor:
m: Top — gr (categoria de los pequefios grupoides).

Definicion 3. Sea X un espacio topoldgico.

s X es cuasi-compacto st todo cubrimiento abierto admite un sub-
cubrimiento finito.

= X es compacto si es cuasi-compacto y Hausdorff.

» La topologia compacto-abierta en hom(X,Y )., es la genera-
da por los abiertos Nxy = {f € [ X,Y]/f(K) C U}, donde K
cuasi-compacto de X y U abierto de Y. El esapcio ast obtenido es
denotado hom(X,Y).

- hO—m.((X,l‘g),(Y, yO)) €S hOm.((X,.’EO),(Y, yO))Top. con la to-
pologia compacto-abierta.
Nota.

1. (a) SiY localmente cuasi-compacto, existe una biyeccién
hom(X x Y,Z) = hom(X, hom(Y, Z)).

(b) Si X,Y localmente cuasi-compacto, existe un homeomorfismo
hom(X x Y,Z) < hom(X, hom(Y, Z)).
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2. Sean XY, Z espacios punteados

(a) SiY localmente cuasi-compacto, existe una biyeccién
home(X AY,Z) = hom, (X, hom,(Y, Z)).

(b) Si X,Y localmente cuasi-compacto, existe un homeomorfismo
hom, (X AY, Z) « hom, (X, hom, (Y, Z)).

donde (X, z2) A (Y,y) = X x Y/(X x {y} U {z} x Y) (producto
somital, smash product).

Definicién 4. Sean X, Y enTop, f: X - Y yx e X.

1. mo(X) es el conjunto de las componentes conezas por arcos de X .
mo(f) : mo(X) — mo(Y) es la aplicacion que asocia a la c.c.p.a. de
r€ X lacepa de flz)eY.

2. Q) : QX,z) = QY. f(z);a— foa.

3. m(f) :m(X,z) - m (Y, f(z));a— fooa.
Proposicién 5.

1. Dotando a QUX,x) de la topologia inducida por hom(I, X) y esco-
giendo como punto base el camino constante igual a x, tenemos un
functor

Q : Topy — Tops

2. w1 es un functor de Top, — Gr.

Definicién 6.

(X, x) := 7 (Q271(X, %)) - (20 := 1pgp.)

Nota.

1. m (X, x) = m(QX, x)).
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2. Q*(X,x) ~ hom,((S™, 1), (X, z)).
Tn(X, z) ~ hom, ((S™,1), (X, z))/ ~+ homotopia punteada.

3. Q"(X,z) = {p € hom(I", X)/p|or = x}
v {p € hom(B™, X)/p|s+—1 = z} y su punto base corresponde a
la aplicacién constante igual a x.

3. Demostracion del Primer Resultado

Proposiciéon 7. Si xg,x1 son puntos de un espacio topolégico X, tales
que existe un camino y de xg a x1 yn > 1 entonces:

Eziste un isomorfismo CZ : 7, (X, z0) — mn(X,21) donde J es la clase
de equivalencia de los caminos de z¢ a x1 homotdpicos a7y, y se cumple:

1.
cr: #m(X) — Gr es un functor
z — (X, )
a - C7

2.8 f,g: X =Y, h:IxX —Y una homotopia de f ag, x € X y
~v(t) = h(t, z) entonces

(X, 7) ——L s (Y, £(2))
cr

7T (g)
7"'71(}/ag(m))

conmuta.

140 Pro Mathematica, 20, 39-40 (2006), 155-146, ISSN 1012-3938



Dos Teoremas Cldsicos de la Teoria de Homotopia

3. Vf: X Y, (X, Zo)

on Wn(val)
th(fyz())l O l”n(fﬁcl)

(Y, £(20)) —2> ma(Y, f(2)).

Definicién 8. f: X — Y es una ecjuivalencia débil si

1. mo(f) : mo(X) — 7o(Y) es biyectiva.

2. mp(f,z) : mp(X, 2) — T (Y, f(x)) es isomorfismo, Yn > 1,Vz € X.

Teorema 9. Si f : X — Y equivalencia de homotopia = [ equivalencia
débil.

Demostracion.
d9/fg ~ 1y Agf~lx
n=0 : = Vzr,ydcaminos dexag(f(z))y deya f(g{y))

= mo(f) es inyectiva y mo(f) es suryectiva.
n>0 : (Prop.7) 3y € Q(X,z,gf(z))/

(X, ) WH'SX) m(X,x)  conmuta
~|CY
wn(9f) !
(X, 9(f(z)))
= mn(gf) es un isomorfismo ............... 1

andlogamente m,(fg) es un isomorfismo ...}
= {por 1) m,(g) suryectiva y ()7, (g) inyectiva
= (por 1) mn(f) es un isomorfismo.

O
La reciproca es falsa.
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4. Demostracién del Segundo Resultado

Definicién 10. Un H-espacio es un espacio punteado (X,xzq) junto
con una operacion p : (X x X, (xo,z0)) — (X,20) (u(zo,z0) = zo)
continua, y tal que

p: (Xymo) — (X, o) pa: (X,zo) —  (X,20)
T = u(m7$0) A r = /J.(:l?o,.’L')

son puy ~ Idx ~ po como morfismos punteados.

Proposicién 11. Si ((X,xo), 1) es un H-espacio entonces w1 (X, xp) es
conmutativo.

Demostracién.

Sea ¥ : m(X x X, (ee)) — m(X,e)xm(X,e)
5 — (61,33)

donde 6 : I — X xX
t = (61(t), 62(2))

Tenemos los morfismos de grupos

(X x X, (e, €)) ——;——>7r1(X, e) x m1(X,e)

-~
-
~
-
-
P

_ o g=mi(ule,e))op

-

m1(p(e.€))

-~

P

m1(X,e)
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p((a,a’) - (b,8)) = p(a,a’) - £ (b, ')
plab, 'ty ———=(axa’) - (bx V)

o

(a-b)x (a'¥)
donde u x v := ¢ (u,v)

ademds a-le=a=1c-a
axl,=a=13*xa ...®

. -
pla,e)=a & mw((ae)) =a
#o(a,ge):d &> 'LLO(a,Ee)Na

buscamos H : I x I — z

pero tenemos p; = po (1;,€) 9 1g

=>hIxX - X/h(0,2) = pw(z)=p(ze)
h(l,z) = =z
hit,e) = eVtel
Sea H(t,s) := h(t, a(s))
H(0,5) = plafs),e) = po(aee)(s)
=49 H(l,s) = afs)
H(t,0) = H(

t,1)

p(t,e)=eVtel
pa ~ 1 se tiene @(&,,a) = @ |

Qi Il

= de (® A®, Erg9)p(a,8) =a- B
esta operacién es conmutativa y asociativa |

Nota. Si (X, e, u) H-espacio => po{(a,8) =a L

Lema 12. 1: (Q{X,z) x Q(X,z) — Q(X, z) es continua.

(a,8) — Bla
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Demostracién.

AUX,z) — Hom (I,X)
ﬂJ_OAENK,U = o € NKl,U AN ,BENK%U
donde K = 2(Kn[o,3))
K = 2(Kn(3,1) -1

Proposicién 13. ((UX,z),ex),L) es un H-espacio
Demostracién:

1) eple, = E,

2) Por demostrar que :

QAX,z) - QX,z)
lo% —  ale,
o — g, la

son homotépicas a la identidad como morfismos punteados.

Necesitamos H : I x Q(X,z) — Q(X, x) tal que

H0,o)=ale;,, Hl,a) =a, H(u,e,) =e,Yu el
T st OStS(l;;‘)

= H(u,a)(t) = cumple

2t u—1 s 1l—wu
a(u—+1+u—+1) S —StSl

Necesitamos que

QX,z)x I xI i{» X
(a,u,t) —  H(u,a)t)

sea continua:
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Sean Fy = {(u,t)/0<t< (1;2")}
Fy = {(u,t)/45% <t <1} cerrados

= H|q(x,z)xF, continua

H|o(x,z)x F, continua:

p(u,t) = 2tesl

= QX,z)x Fp ——2 (X, z) x I

iinclusién
Hom{I,z) x I

HlaxF,
2
levaluacic’m

X
= Hl|axp, continua
andlogamente H|qx p, continua
= (pues los F; son cerrados) H continua

= H cumple|

Corolario 14. 7,(X,z) es conmutativo ¥n > 2.
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Abstract

In this paper we prove the commutativity of 7, for n < 2 and that
all homotopy equivalence is a weak equivalence. We are in the cathego-
ry Top, therefore all morfisms are assumed continuous and all spaces
product will have the product topology.
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