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Resumen

Este articulo se inicia describiendo el problema fundamental
de la geometria de webs, dando asimismo algunos resultados
cldsicos de esta teoria. Finalmente, se describe la estructura
del espacio de relaciones abelianas de webs planares que
admaiten automorfismo infinitesimal. Como resultado de esto
se obtienen algunas consecuencias.
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La geometria de webs es el estudio de familias de foliaciones que se en-
cuentran en posicion general, es decir que las hojas de las diferentes foliaciones
comparten la misma dimension y sus respectivos espacios tangentes forman
una familia de rango maximal es el espacio ambiente. Nuestro interés se res-
tringe al estudio de foliaciones analiticas complejas definidas en una vecindad
del origen en C?.

Sea M una variedad compleja de dimension m y 0 < n < m. Una foliacién
holomorfa no singular de codimension n sobre M es un atlas analitico A =
{(Ui, ¢i)}ies para M, que es maximal respecto a las siguientes propiedades

i) Paracadai € I, ¢; : U; — A; X B; es un biholomorfismo, donde 4; y B,
son polidiscos abiertos en C"™" y C", respectivamente.

i) Si (Ui, ¢),(Uj, ;) € Acon U; N U; # 0, entonces
gy =@iop; 1o UinUj) — oUiNU))

es de la forma
<pl'j(27 W) = (é:ij(z’ W)’ 'lij(W))»

donde (z, w) € C"" xC" y &;;,17;; son mapeos holomorfos en C"™" y C”,
respectivamente.

Denotemos por O = C{x,y} el anillo de series de potencias convergentes
en dos variables. Un k—web no singular en (C?,0), denotado por ‘W(k), es
definido por una familia de de hojas que son gérmenes de curvas de conjuntos
de nivel Fi(x,y) = Cte, donde F; € O verifican

Fi(0)=0, dF(O)AdFj0)#0, paral<i<j<k
Los campos vectoriales de las foliaciones F; vienen dados por
Xi = 0,(F)0x — 0:(F)dy, 1<ix<k,
o equivalentemente, los 7; vienen dados por los 1-formas

w; = 0y(F)dx + d,(F)dy, 1<i<k
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Particularmente, cada F; es una submersion.

Un germen de k—web sobre (C2, 0), denotado por W = F| B - - - ® F%, es una
coleccion de k gérmenes de foliaciones holomorfas en posicion general.

Ejemplo 1. Los conjuntos de nivel de las funciones F;, i € {1,2, 3}, donde
Filx,y)=x, F(x,y)=y, Fixy)=x+y,

definen un 3—web sobre C2.

Figura 1: 3—web

Uno de los problemas fundamentales de la teoria de webs es el de su clasi-
ficacion local, modulo gérmenes de difeomorfismos. Como éstos son objetos
geométricos es de interés saber reconocer cuando dos webs del mismo orden
son analiticamente equivalentes, esto es, si ‘W(k), W ’(k) son dos k—webs so-
bre U y V respectivamente, se desea averiguar si existen puntos p € U, g € V
y un germen de difeomorfismo ¢ : (U, p) — (¥, g) que transforma W(k) en
“W’(k) en una vecindad de p.

En el plano, por ejemplo, es conocido que un campo vectorial alrededor de
una vecindad de un punto no singular es rectificable, es decir existe un sistema
de coordenadas locales en el que las curvas integrales del campo son rectas.
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///L

Figura 2: ‘W(1) = {F} paralelizable

Lo mismo sucede si se tienen dos campos vectoriales en las proximidades
de una vecindad de un punto donde sus hojas son transversales, se puede en-
contrar, gracias al teorema de inversion local, coordenadas que rectifican en
forma simultaneamente los dos campos,

7 F2

Figura 3: ‘W(2) = {¥1, >} paralelizable

Desde este punto de vista los 1-webs y 2—webs no son interesantes. El
caso interesante sucede a partir de £ > 3.

Se dice que un web es paralelizable si es analiticamente equivalente a un
web cuyas foliaciones tienen sus hojas paralelas. Por ejemplo, ‘W(1) y ‘W(2)
son paralelizables.
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Thomsen junto con W. Blaschke identificaron que la configuracion de 3
foliaciones del plano definidas por curvas tiene invariante local:

Figura 4: Web hexagonal

Suponga que que se tienen 3 foliaciones 77, 7> y F3 sobre (C2, 0) en posi-
cion general. La hoja L3 de la foliacidon F3 pasando por p intercepta L;, hoja
de 73 en un punto que denotamos por h:f(p). Se verifica que la aplicacion

o (Li,0) — (L2,0)
p = h®
define un germen holomorfo. Generalizando este proceso, si i, j, k son tales que

{1, j,k} = {1, 2,3} se desplazan a lo largo de las hojas de F;, es posible asociar
a cada punto p de L;, suficientemente proximo de 0, un punto h’j‘.(p) de Ly.

B (L0 — (L0
p o K

de manera que al componerlas se obtiene un germen de aplicacion

H=hiohohiohyohjoht:(L;,0) — (L,,0)
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Para p € Ly, la imagen g = H(p) de p mediante H ¢s obtenido formando un
hexagono.

Cuando todos esos hexagonos estan cerrados, para cualquier punto Oy
cualquier punto vecino P sobre la primera curva pasando por O, el web es lla-
mado hexagonal, equivalentemente, diremos que un 3-web es hexagonal si el
germen H es la identidad.

En 1927 Thomsen resuelve el problema de cuando un web es
paralelizable para k = 3, afirmando que un 3—web es paralelizable si es hexago-
nal.

Posteriormente Blaschke y Dubordie muestran la manera de como asociar
a todo 3— web de (C?, 0) una curvatura:
Suponga que wi, w; y wiy son 1—formas no singulares e integrables que definen
W(3). Como los w; estan en posicion general, entonces existen p;, p3 € O*
verificando

W] = P2 wr + p3 ws.

Asimismo, como w y pw, con p € 0", definen la misma foliacion, puede supo-
nerse que la eleccion de los w; sea normalizada, es decir
wi+wy +ws =0.

De la ultima relacion se obtiene que

O=wiAwr=w, AWz =w3; Aw

es la 2—forma no singular que genera Q.

Por otro lado, para cada i € {1, 2, 3} se tiene que

W,‘=g[dF,', COng[GO*,FiGO, dF,(0)¢O

El hecho que los w; se encuentren en posicion general, el lema de G.
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Cartan ! y unas cuentas sencillas permiten definir una forma de Pfaff por

d d d
),zﬁ_ l—fz)w1=ﬁ+(f2~f3)wz= gB—fzws,

donde f; € O.
Ademas, se tiene que
dwi=yAw;, 1<i<3.

Se llama Curvatura de Blaschke asociada al web “W(3) a la 2—forma,
denotada por K, definida por
K =dy.

Segun lo anterior K es un invariante del 3—web “W(3).
Como la 2—forma ® es no singular se tiene que
dw; = h 0O, ie{l,2,3},
asimismo, se verifica que
y=hwy,—hyw =hywy —hywy = hy wy — b3, wy.

Un resultado emblematico de la teoria de webs desarrollada por Blaschke,
Thomsen y sus colaboradores aparece resumido en el siguiente teorema

Teorema 1. Si ‘W = F, ® F2 B F3 es un 3—web sobre (C?,0) entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes

1. ‘W es hexagonal

'Lema de Cartan: Sean Ty,---T; € V* linealmente independientes. Suponga que
St1,---SgeV*sontalesque Ty ASt +---+ T A S = 0 entonces

k

S,‘ = Za,-jTj, Qij = aﬁ
Jj=1
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2. ‘W es de curvatura nula.

3. ‘W admite una relacion no trivial, esto es, existen 1—formas cerradas a;
definiendo #;, para i = 1,2,3, tal que a1 + @ + a3 = 0.

4. ‘W es paralelizable, esto es ‘W es equivalente al web definido por los
conjuntos de nivel de las funciones x,y, x + y.

Ejemplo 2. El 3—web W(3) = {x,y,x + y} definido en el ejemplo 1 tiene
curvatura nula. En efecto, es claro que este web es definido por las 1-formas

wy =dx, wy =dy, w3 = —(dx + dy),
las que estan normalizadas. Asimismo, es claro que © = dx A dy.
Por otro lado, al calcular dw; se obtiene que los #; = 0 para cada

i = 1,2,3. Esto prueba que y = 0, y por lo tanto K = 0. Luego, segin el
teorema anterior el web “W(3) es hexagonal.

Ejemplo 3. Sea W(3) un 3~web definido en (C?,0), donde
wy = (x+5)dx+2ydy, w;=ydx+3dy, wi=—-(x+y+35)dx—(3+2y)dy.

Es claro que los w; estan normalizados, es decir wy + wy + w3 = 0.
Ademas, © = wiAw; = wy Aws = w3Aw; = Bx+15-2))dxAdy. Asimismo,
se tiene

dwl = h1®, dW2 = hz@, dW3 = h3®,

-1
donde A;(x,y) = 0, hy(x,y) = hs(x,y) = m son holomorfas en una
vecindad del cero en C2.
Por otro lado,
—(x+5) -2y

Y dy,

= dx +
Gx—22+15 7 " 3x-22+ 15

entonces

4xy + 26y

=dy= ———— =
K=dy=Gy=22+ 159

dx A dy,
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de esta manera, K no es identicamente nula, por lo tanto el 3—web definido por
Wy, w2, ¥ w3 no es hexagonal.

Otro invariante para los webs planares, es el rango de un web, que se
construye a partir de ciertas ecuaciones funcionales. El conjunto de relaciones
abelianas asociada a un web ‘W, cuya definicion es sugerida por la parte (3)
del teorema 1, es caracterizado por la familia de £ 1-formas (ay, ..., a;) veri-
ficando las siguientes condiciones

(1) El espacio tangente de la hoja de la foliacion #; en un punto
(x,y) € U esta en el nicleo de a(x, y), es decir, a; Aw; =0,

(i1) Las 1-formas q; son cerradas, y
(ii1)) Lasumaa) + ... + a; es cero.

y se denota por A(k) o A(W), esto es

k
AW) = (a1,..., ) € (Q'(CL0) : day =0, a; Aw; =0y ) a; =0},

i=1

donde F; es inducido por las 1-formas w;.

Observacion 1. Sea ‘W(k) = {F1,..., Fr} un k—web sobre un dominio U C
C2. Se sabe que localmente, cada foliacion F; puede describirse por medio de
una  integral  primera, esto es una  funcion  holomorfa
F; : (C?,0) — (C,0) que es constante sobre las curvas integrales de ¥;
contenidas en U. Si p es un punto de U, entonces existe una submersion
F; : (C%, p) — (C, p) tal que en una vecindad de p, las hojas de F; corres-
ponden a los conjuntos de nivel {F; = Cte}.

Con estas notaciones una ecuacion abeliana de “W(k) es una relacion
diferencial de la forma

k
> g(FydFi =0,
i=1
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donde g; : (C,0) — (C,0), y el conjunto de relaciones abelianas de A(W)
queda descrito por

k
AW) = ((F)dF,...,gFOdFy) : Y gl F)dF; = 0.

i=1

Ejemplo 4. Una relacion abeliana para el 3—web del ejemplo 1 es dada por la
siguiente expresion,
dx+dy—dx+y)=0.

G. Bol y W. Blaschke en 1932 probaron que el conjunto de relaciones
abelianas, denotado por A(W), es un C espacio vectorial finito dimensio-
nal, cuya dimension, llamado rango de ‘W, queda controlado por la expresion

n(k,2) = %(k — 1)(k - 2), esto es

1
rk(W) < E(k -k —-2).
Diremos que “‘W(k) es un web de rango maximal si
rk(‘W) = n(k, 2).

El rango de un web es un invariante de él, es decir depende del web y no de
la eleccion de las funciones que la definen, pues dos de tales familias de hojas
dan lugar a dos espacios de relaciones abelianas isomorfos.

Ejemplo 5. El rango de un 3—web ‘W verifica

1
rk(‘W) < 5(3 -D3B-2)=1,
es decir el rangode Wes 1 00.

Ejemplo 6. W(x,y,x + y) es un 3—web con rk(‘W) = 1, pues admite una
relacion abeliana no trivial,

dx+dy—-d(x+y)=0.
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Ejemplo 7. El 3—web ‘W(x,y,z) es de rango 1, pues se tiene la siguiente
X

x\' (x 1 1
(') oo
y y X y

que es una relacion abeliana de este web.

relacion funcional,

Antes de dar el siguiente ejemplo recordemos que si ¥ es un espacio vec-
torial de dimensidn vectorial n+ 1, P(¥) o simplemente P es el espacio proyec-
tivo obtenido al considerar las rectas vectonales de V. Procediendo en forma
similar se obtiene el espacio proyectivo asociado al dual V* de V, denotado por
P.

Ejemplo 8 (Web algebraico). Sea C una curva algebraica, reducida de P? de
grado k.

Construiremos un k—web en un abierto de P2. En efecto, sea & € P2 y
consideremos su recta dual D(£) C P?. Supongamos que D(£) corta transver-
salmente a C en los puntos p;(£), .. ., pi(€). Las aplicaciones p;(£) estén defini-
das en un abierto de B?. Las rectas duales p;(£) de cada punto p;(£) pasan por
el punto £. El web ‘We en un abierto de P2, cuyas hojas son las rectas j;(£), es
el web asociado a la curva C.

D(¢) ps(€)  pa(é)
p3(é)
P2(é)

Figura 5: Web algebraico

En este caso, se dice que ‘W ha sido obtenido por dualidad proyectiva y
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es llamado web algebraico. Si C no contiene ninguna recta, las hojas de ‘We
son las tangentes a la curva dual C ¢ P? de C, donde la curva dual C es la curva
formada por las rectas tangentes a C.

Un problema de interés es la caracterizacion de webs de rango maximal.
Existen dos resultados fundamentales en ese sentido. El primero es una inter-
pretacion, debido a Blaschke, del teorema de Adicion de Abel en términos de
webs.

Teorema 2 (Blaschke). Todo web algebraico "W es de rango maximal.

Prueba. Sea w¢ el haz dualizante de C (en el caso liso we es el haz de las |
s 1
formas holomorfas en C). El género aritmético p,(C) de C es —2-(k -k-2)y

esto igual a n(k, 2) que coincide con la dimensién de H%(C, we).

Sea w € H(C, w¢). Asimismo, sea z; una coordenada local en una vecin-
dad U; de p;(£) en C. Las hojas de ‘W vienen dada por z;0 p; = cte. Asimismo,
se tiene la 1-forma w = g; dz; en U;. El teorema de Abel demuestra que

k
D riw=o0.
i=1

Dado que pi(gidz) = g o pid(z: o p;) se tiene que (g; o p;);, para
i = 1,...,k es una relacion abeliana de "W, entonces se ha construido el
siguiente homomorfismo de grupos

H'C,we) —  A(W)
w — (giop)i
gracias al teorema de identidad de funciones holomorfas, tal homomorfismo
es inyectivo. Asimismo, dado que la dimension de A(‘W) es menor o igual a

n(k, 2), que coincide con la dimensién de H%(C, wc), el homomorfismo anterior
es un isomorfismo.

Diremos que un web ‘W es llamado algebrizable si es analiticamente
equivalente a algiin “W.
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El problema reciproco presentado por Blaschke y Howe es descrito como
el reciproco del teorema de Abel: ;Cuando un k—web de rango maximal es
algebraico?

Lie fue el pimero en responder esta pregunta demostrando que todos los
4—webs son algebrizables. Posteriormente Blaschke (1930) pensé que habia
extendido el resultado de Lie, sin embargo, no mucho tiempo después en 1936
Bol dio un contraejemplo de un 5—web de rango maximo 6 cuyas hojas no
pueden ser mapeadas en lineas rectas mediante un cambio de coordenadas.

W xyZ l-y x—xy
X1 y—xy)’

Las seis relaciones abelianas para el web propuesto por Bol son,

Inu; —Inw, — Inus = 0

In(l1-w))-In(1 ~ws)+In(l-us) = 0

Inus + Inwy — Inus = 0

In(1 —uy) —In(1 —uy) + Inuy = 0

L R e B Y B S
U\ Uz

Iy = I() — I(us3) — Hug) + I(us) = 0,

donde

x I~
ui(x,y) = x, ux(x,y) =y, us(x,y) = 7’ ug(x,y) = 1—_—-})-;

X=X
us(x,y) =
y=xy

“fnjl —ul  Infy 1 2

= - du + — 1 =) — —

1(u) fo( - T u+2lnuln( u) <

con O<u<l.

Un web de rango maximal no algebnzable es llamado web excepcional.
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Antes de los trabajos de [5] y [3] no existen muchos ejemplos de webs
excepcionales en la literatura. Los siguientes webs son algunos ejemplos dado
por Robert (ver [5]),

W(x,y, x +y,x =y, x> +7)
(W(x7y,x+y7x_y’x2_y2)
W, y,x+y,x—y,e"+¢)

A continuacidn se da una caracterizacion del espacio de relaciones abe-
lianas de un web planar y las consecuencias que se obtiene al considerar un
web con tales caracteristicas.

Consideremos un k—~web regular W = ¥, ® ... ® F; sobre (C?,0) que ad-
mite un automorfismo infinitesimal X, esto significa que ¢l campo vectorial X
es un automorfismo infinitesimal de ‘W, y por lo tanto de cada ¥;, algebraica-
mente significa que Lyw; A w; = 0, geométricamente significa que la foliacion
¥ es preservada por el flujo local de X.

Por otro lado, suponga que X es transversal, entonces es transversal a ca-
da foliacion F;, esto es, en una vecindad del origen, se tiene que w;(X) # 0,
geométricamente, esto significa que las orbitas de X no estan contenidas en las
hojas de 7.

Si X es un automorfismo infinitesimal transversal a # entonces se cumple

. w;
(i) La I-formarn; = —— es cerrada .
wilX)
En efecto, por condicion se sabe que Lxyw; A w; = 0, entonces de la

formula de Cartan resulta,
(d(ixwy) + ixdw) Aw; =0,

entonces

dW,(X) Aw; + l)((dW,) Aw; =0, (1)
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Se sabe que w; A dw; = 0, entonces

0= i)((W,' A dW,) =iyw; Adw; —w; A lx(dW,)
= wi(X)dw; — w; A ix(dw;),

esto es, w{(X)dw; = w; A ix(dw;). Luego, al reemplazar esto en (1) se
tiene

wiX)dw; = w; A dwi(X)

Por lo tanto,

= 0.

dn; = d( Wi ) _ Wi A dwi(X) = wi(X)dw;

wi(X) wi(X)?

(1) Lym; = 0.
Ly = (ixod+doixyy = ix(dy) + d(ixn;) = dni(X) = 0.

Como la derivada de Lie Ly es lineal y conmuta con el operador d, en-
tonces se induce la aplicacion lineal

Ly: A(W) — A(W)
m,-...m) — (Lxm,...,Lxm)

Para i € {1,...,k} fijo denotemos por A'(‘W) el subespacio vecto-
rial de Q!(C?,0) generado por la i—ésima componente a; de las relaciones
abelianas (ay, ..., ay) € A(W).

Siy; = f n; denota la integral primera candnica de F; con respecto a X,

entonces para @; € A(‘W) existe un germen holomorfo f; € C{t} tal que
a; = fi(u;)du;.
Suponga que A'(‘W) es no trivial y sea

{az’zfv(u,-)du,-: V= 1,-~oani}
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una base.

Desde que Ly : A(W) — A(W) es una aplicacion lineal, existen

constantes complejas ¢, tal que parav = 1,..., n, tenemos
n; n;
Li(@)) = Y el = ) ey fu) du @)
p=1 u=l
Pero

Lx(a)) = Lx(flw)) du; = Lx(f, () du; + fi(u) Lx(du;)
= X(f(u)) dui + fu) Lx(vi)
= f:(ui) dui’
para cualquier v, de manera que de este resultado y de (2) se obtiene,

n;

fV'=ZCV”fﬂ, v=1,...,n. 3

u=1
lo cual es equivalente a
d
— — t
VO =Cf),

cuya solucién es de la forma f(1) = e/C £(0).

Si Ay,..., A, son autovalores de Ly : A(W) — A(W), entonces existe
una base de A(‘W) tal que C esta en la forma de Jordan. Luego, existe una base
de A(‘W) de 1a forma

(Cmur et o duyl  s=1,..,1 m =1, dimA(W) = o,

donde A (W) es el subespacio asociado a autovalor A, de Ly. Esto permite
caracterizar las relaciones abelianas de un k—web sobre (C?, 0).

Teorema 3. Las relaciones abelianas de un k—-web

W=FiafHhr &
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son de la forma

Pl(ul)e’l"”‘ du; +...+ Pk(uk)e""“" duk =0

donde Py, ..., Py son polinomios de grado menor o igual a oy — 1 y Ay,...
, Ar € C los autovalores de Ly : A(W) — A(W) correspondientes a los
autoespacios maximales de dimensiones o, ...,0.

Teorema 4. Sea ‘W un k—web que admite un automorfismo infinitesimal trans-
versal X. Entonces

(W & Fy) = rk(W) + (k= 1).

En particular, W es de rango maximal si y solamente si ‘W R Fyx es de rango
maximal.

Prueba. Sea W = ¥, ® ... ® ¥, donde cada 7; es definida por la 1-forma
w; =0, parai=1,..., k& Como X es un automorfismo infitesimal y transversal
a "W se tiene que:

Las 1-formas

son cerradas L( ) = 0, donde
Y= won

Ly : AAW) — ﬂ(W) Por lo tanto, existen integrales primeras canonicas
de F; respecto a X,
J =%
= | ——
' wi(X)

verificando las siguientes propiedades

(1) Lxu; =1.

) du; = ,(X)
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Afirmacién 1: Denotemos por x : C> —» C la integral primera de la
foliacion
Fy:w=dx=0.

Cuando j varia de 2 a & se ticne

() ix(duy —du;) =0.

(i) Lx(duy —du;) = 0.
Por lo tanto, existe g; € C{x} tal que
duy —du;—gi(x)dx=0, j=2,3,.. ,k

En efecto, en el primer caso:
i){(dul - duj) = i)((dul) - ix(duj) = dul(X) - du_/(X) =0.

El segundo caso es inmediato, pues Lx(du;) = 1.
Veamos ahora la consecuencia de tener estas dos condiciones:
De (ii) se tiene que
Lx(duy) = Lx(du;) siysolamente st dui(X) = du(X),

esto es

Ou; Ou, du; Ou;
Z2 (xy)da+ S dy = = (x, =)y,
e ) dxt ) dy = Ly e+ Sl ) dy
como dx = 0, se tiene

aul _auj

ay (x’y)" 6}/ (X,J’),
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de manera que al integrar respecto a y se obtiene,

ui(x,y) + C1(x) = uj(x,y) + C{x),
es decir

ui(x,y) ~uy(x,y) = g(x), donde g; =C;-C).

cio vectorial AW ® Fy) y generan un subespacio vectorial
(k — 1) dimensional V de A(‘W ® Fy) que estd contenido en el sub-
espacio Ay(‘W ® Fx) asociado al autovalor cero de

Ly AWRFy) — AW R Fy).
No es dificil probar que V permite obtener la siguiente secuencia exacta
0= V5 AW B Fr) =5 Af(W)— 0.
Asimismo, se cumple que
K :=Nu(Ly: A(WRFyx)— A(W) =V, (ly=0yn=1).

De la secuencia exacta anterior se deduce la secuencia exacta

LY RWaTY & A
Fp(WnV) A(W) LxAg(W)

0 0

Afirmacion 2: Asimismo, se cumple

i - vV Ag(W)
V= Z@wnm D Ly

En efecto, basta ver que la nilpotencia de la aplicaion Ly sobre el espacio

HAg(W) .
———— esisomorfo a A NK
T Ao(W) o(W) y

como K = “V se obtiene el resultado.

Ag(‘W) implica que el espacio
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(if)

(i)

44

Ly Af(W R Fx) — A(‘W) es sobreyectivo.

Bastara construir una aplicacion
(08 ﬂg((W) — ﬂo((WETrw) tal que Lyod=1d.

El teorema (3) implica que el espacio Ay (‘W) es generado por relaciones
k

abelianas de la forma Z ¢iu; du; = 0. Para dicha relacion abeliana se
] i=
tiene
k

k
1
0= Zci u; du; = m-ﬁx(z i duy),
1

i=1 i=

por lo tanto, existe una unica funcion g € C{x} verificando
r
Z(c,- u ™ du; + g(x)dx) = 0.
i=1

Luego, bastara definir @ : Ay(‘W) — Ag(‘W & Fy) por

k k
1
(D(Z ciu; du) = 1 Z Ci u;” du; + g(x)dx
i=1

i=1

De esta manera, Ly o @ = Id sobre Ao(W).

5‘10(‘W = Tx) ~ 5’{((W X 7'-)()
A(W) — AW)

Es claro que,
AW R Fy) = Ay(WR Fy) ® AW R Fy),

donde A.(W R Fy) denota la suma directa de los autoespacios corre-

spondientes a los autovalores no nulos, el cual es invariante bajo Ly :
AW R Fy) — AW R Fy).
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Por otro lado, se cumple Ly(A.(W 8 Fx)) = A(W R Fyx).
Finalmente, £y anula las ¥y componentes de las relaciones abelianas.
Esto implica que
Lx(A(W 8 Fx)) € A(W).
Luego, como
A(WBFy) = Ly(A(W & Fy)) = A(W),

entonces
AW R Fy) = A(W B Fx) & A(W).

De esto tltimo el resultado es inmediato.
Con esto se logra Ilegar al resultado del teorema. En efecto de (iii) se tiene que

dmA(W & Fy) — dimA(W) = dimAy(W B Fy) — dimAg(W).  (4)

Por otro lado, de (if) Ly(Ay(W 8 Fx)) = Ay(‘W) y como
dimAy(‘W 8 Fy) = dimNu(Ly) + dim(ImLy),
donde Ly : Ag(‘W B Fyx) —> Ap("W). Luego,
dimAy(W B Fy) = dimV + dimA(W).
Reemplazando esta ultima expresion en (4) resulta
dimA(W 1 Fy) — dimA(W) = dimV,

es decir,
rk(WR Fy)=rk(Wy+k—1.

La segunda parte del teorema es inmediata, pues basta ver la siguiente igualdad
| 1
E(k_ Dk~2)+k-1= —z-k(k— 1)

para obtener el resultado.
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Ejemplo 9. W = (x,y,x +y,x —y, x> + y*) es un 5—web maximal. Asimismo,

X(x,y) = X + rw el campo vectorial radial es un automorfismo infinitesimal
X oy

transversal de “‘W. Por lo tanto, del teorema (3), se concluye que el web WrFy
es tambien maximal.

Teorema 5. Para cada k > 5 existe una familia de dimension >

%H— 1de k—

webs globales excepcionales sobre P?> que en parejas son no equi-
valentes .

El teorema anterior es la clave para probar este tltimo teorema, pues si ‘W
tiene rango maximal entonces ‘W & ¥ también. Esto es, se aplica el teorema
anterior a ‘W, siendo C una curva cuasi-homogénea y X es el correspondiente
campo vectorial radial ponderado. (Ver [1]).
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Abstract

This article begins describing the fundamental problem of web’s geometry, be-
sides it gives some classic results of this theory. Finally it describes the struc-
ture of the space of web’s planares abelianas that admit infinitesimal automor-
phism; as a result of this it gets some consequences.
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