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Resumen 

Este artículo se inicia describiendo el problema fundamental 
de la geometría de webs, dando asimismo algunos resultados 
clásicos de esta teoría. Finalmente, se describe la estructura 

del espacio de relaciones abelianas de webs planares que 
admiten automorfismo infinitesimal. Como resultado de esto 

se obtienen algunas consecuencias. 
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La geometría de webs es el estudio de familias de foliaciones que se en­

cuentran en posición general, es decir que las hojas de las diferentes foliaciones 

comparten la misma dimensión y sus respectivos espacios tangentes forman 

una familia de rango maximal es el espacio ambiente. Nuestro interés se res­

tringe al estudio de foliaciones analíticas complejas definidas en una vecindad 

del origen en e2 . 

Sea M una variedad compleja de dimensión m y O < n < m. Una foliación 
holomorfa no singular de codimensión n sobre M es un atlas analítico .JI = 
{(U;, cp;)};EI para M, que es maximal respecto a las siguientes propiedades 

i) Para cada i E !, cp¡ : U; ~ A; x B; es un biholomorfismo, donde A; y B; 

son polidiscos abiertos en em-n y en' respectivamente. 

ii) Si (U;, cp;), (U1, cp1) E .JI con U; n u1 * 0, entonces 

es de la forma 

cpiJ(z, w) = (~iJ(z, w), 'liJ(w)), 

donde (z, w) E em-n X en y ~ij, 'liJ son mapeos holomorfos en em-n y en, 
respectivamente. 

Denotemos por O = C{x,y) el anillo de series de potencias convergentes 

en dos variables. Un k-web no singular en (e2 , 0), denotado por W(k), es 

definido por una familia de de hojas que son gérmenes de curvas de conjuntos 
de nivel F;(x,y) = Cte, donde F; E O verifican 

F;(O) = O, dF;(O) 1\ dFj(O) =F O, para 1 ::; i < j ::; k. 

Los campos vectoriales de las foliaciones 'Ti vienen dados por 

o equivalentemente, los 'Ti vienen dados por los !-formas 

w; = 8x(F;) dx + 8y(F;) dy, 1 ::; i ::; k. 
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Particularmente, cada F¡ es una submersión. 

Un germen de k-web sobre (C2, 0), denotado por '1V = 'Fí 181 • • · 181 <J=k, es una 
colección de k gérmenes de foliaciones holomorfas en posición general. 

Ejemplo l. Los conjuntos de nivel de las funciones F¡, i E { 1, 2, 3 }, donde 

F 1(x,y) = x, F 2(x,y) =y, F 3(x,y) = x +y, 

definen un 3-web sobre C2 . 

y 

X 

Figura 1: 3-web 

Uno de los problemas fundamentales de la teoría de webs es el de su clasi­
ficación local, módulo gérmenes de difeomorfismos. Como éstos son objetos 
geométricos es de interés saber reconocer cuando dos webs del mismo orden 
son analíticamente equivalentes, esto es, si '1V(k), '1V'(k) son dos k-webs so­
bre U y V respectivamente, se desea averiguar si existen puntos p E U, q E V 
y un germen de difeomorfismo ifJ : (U,p) ~ (V, q) que transforma '1V(k) en 
'1V'(k) en una vecindad de p. 

En el plano, por ejemplo, es conocido que un campo vectorial alrededor de 
una vecindad de un punto no singular es rectificable, es decir existe un sistema 
de coordenadas locales en el que las curvas integrales del campo son rectas. 
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Figura 2: W( 1) = {'F} paralelizable 

Lo mismo sucede si se tienen dos campos vectoriales en las proximidades 
de una vecindad de un punto donde sus hojas son transversales, se puede en­
contrar, gracias al teorema de inversión local, coordenadas que rectifican en 
forma simultáneamente los dos campos, 

Figura 3: W(2) = {'F1,'h} paralelizable 

Desde este punto de vista los 1-webs y 2-webs no son interesantes. El 
caso interesante sucede a partir de k ~ 3. 

Se dice que un web es paralelizable si es analíticamente equivalente a un 
web cuyas foliaciones tienen sus hojas paralelas. Por ejemplo, W( 1) y W(2) 
son paralelizables. 
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Thomsen junto con W. Blaschke identificaron que la configuración de 3 
foliaciones del plano definidas por curvas tiene invariante local: 

Lz 

--

Figura 4: Web hexagonal 

Suponga que que se tienen 3 foliaciones 'Ti, 'Fz y 'T3 sobre (C2, O) en posi­
ción general. La hoja L3 de la foliación 'F3 pasando por p intercepta L2 , hoja 
de 'T2 en un punto que denotamos por hf(p). Se verifica que la aplicación 

hf: (L,,O) ~ (L2,0) 

p ~ hf(p) 

define un germen holomorfo. Generalizando este proceso, si i, j, k son tales que 
{i, j, kl = { 1, 2, 3l se desplazan a lo largo de las hojas de 'T;, es posible asociar 
a cada punto p de L1, suficientemente próximo de O, un punto hJ(p) de Lk. 

de manera que al componerlas se obtiene un germen de aplicación 

H = hj oh~ o hf o hj oh~ o hf : (L 1, O) ~ (L 1, O) 
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Para p E L 1, la imagen q = H(p) de p mediante Hes obtenido formando un 
hexágono. 

Cuando todos esos hexágonos estan cerrados, para cualquier punto O y 

cualquier punto vecino P sobre la primera curva pasando por O, el web es lla­

mado hexagonal, equivalentemente, diremos que un 3-web es hexagonal si el 
germen Hes la identidad. 

En 1927 Thomsen resuelve el problema de cuando un web es 

paralelizable para k = 3, afirmando que un 3-web es paralelizable si es hexago­

nal. 

Posteriormente Blaschke y Dubordie muestran la manera de cómo asociar 
a todo 3- web de (IC2 , O) una curvatura: 

Suponga que w 1, w2 y w3 son 1-formas no singulares e integrables que definen 

W(3). Como los W¡ están en posición general, entonces existen pz, P3 E o· 
verificando 

wr = pz wz + P3 w3. 

Asimismo, como w y pw, con p E o·, definen la misma foliación, puede supo­

nerse que la elección de los W¡ sea normalizada, es decir 

wr + wz + w3 = O. 

De la última relación se obtiene que 

0 = W¡ 1\ Wz = Wz 1\ W3 = w3 1\ W¡ 

es la 2-forma no singular que genera 0.2 . 

Por otro lado, para cada i E { 1, 2, 3} se tiene que 

W¡ = g¡ dF¡, con g¡ E o·, F¡ E O, dF¡(O) * O. 

El hecho que los W¡ se encuentren en posición general, el lema de G. 
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Cartan 1 y unas cuentas sencillas permiten definir una forma de Pfaff por 

donde¡; E O. 

Además, se tiene que 

dw¡ = y 1\ W¡, 1 ~ i ~ 3. 

Se llama Curvatura de Blaschke asociada al web 'W(3) a la 2-forma, 

denotada por X, definida por 

1( = dy. 

Según lo anterior 1( es un invariante del 3-web 'W(3). 

Como la 2-forma 0 es no singular se tiene que 

dw¡ = h¡0, i E {1,2,3}, 

asimismo, se verifica que 

y= h¡ W2- h2 W¡ = h 3 W2- h2 W3 = h¡ W3- h 3, W¡. 

Un resultado emblemático de la teoría de webs desarrollada por Blaschke, 

Thomsen y sus colaboradores aparece resumido en el siguiente teorema 

Teorema l. Si 'W = 'Fí 181 'Fí 181 'h es un 3-web sobre (C2, O) entonces las 
siguientes afirmaciones son equivalentes 

l. 'W es hexagonal 

1 Lema de Cartan: Sean Tt, · · · h E V* linealmente independientes. Suponga que 
S¡,·· ·S k E V* son tales que Tt 1\ St + ·· · + Tk 1\ S k= 0 entonces 

k 

S;= ¿a;jTj, a;¡= aji 

i=l 
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2. '1V es de curvatura nula. 

3. '1V admite una relación no trivial, esto es, existen !-formas cerradas a¡ 

definiendo 'T;, para i = 1, 2, 3, tal que a:1 + a:2 + a:3 = O. 

4. '1V es paralelizable, esto es '1V es equivalente al web definido por los 

conjuntos de nivel de las funciones x,y, x +y. 

Ejemplo 2. El 3-web '111(3) = {x,y, x +y} definido en el ejemplo 1 tiene 

curvatura nula. En efecto, es claro que este web es definido por las 1-formas 

w1 = dx, w2 = dy, w3 = -(dx + dy), 

las que están normalizadas. Asimismo, es claro que e = dx 1\ dy. 

Por otro lado, al calcular dw¡ se obtiene que los h; = O para cada 

= 1,2,3. Esto prueba que y = O, y por lo tanto 1( = O. Luego, según el 
teorema anterior el web '111(3) es hexagonal. 

Ejemplo 3. Sea '111(3) un 3-web definido en (C2 , 0), donde 

w1 = (x + 5)dx + 2ydy, w2 = ydx + 3dy, w3 = -(x +y+ 5)dx- (3 + 2y)dy. 

Es claro que los W¡ estan normalizados, es decir w1 + w2 + w3 = O. 
Además, e= W¡/\ Wz = Wz/\ WJ = WJ/\ W¡ = (3x+ 15 -2yl)dx 1\dy. Asimismo, 

se tiene 

dw¡ = h¡ e, dwz = hze, dw3 = h3e, 

-1 
donde h1 (x,y) = O, h2(x,y) = h3(x,y) = y2 son holomorfas en una 

3x- 2 + 15 
vecindad del cero en C2

• 

Por otro lado, 

-(x + 5) -2y 
y= dx+ dy, 

(3x - 2y2 + 15) 3x- 2y2 + 15 

entonces 
4xy + 26y 

1( = dy = (3x- 2y2 + 15)3 dx 1\ dy, 
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de esta manera, 1( no es identicamente nula, por lo tanto el 3-web definido por 
w 1, w2 , y w3 no es hexagonal. 

Otro invariante para los webs planares, es el rango de un web, que se 
construye a partir de ciertas ecuaciones funcionales. El conjunto de relaciones 
abelianas asociada a un web W, cuya definición es sugerida por la parte (3) 
del teorema 1, es caracterizado por la familia de k !-formas ( a 1, . .. , a k) veri­
ficando las siguientes condiciones 

(i) El espacio tangente de la hoja de la foliación 'Fí en un punto 
(x,y) E U está en el núcleo de a;(x,y), es decir, a; 1\ w; = O, 

(ii) Las !-formas a; son cerradas, y 

(iii) La suma a 1 + ... + ak es cero. 

y se denota por .J{(k) o .J{(W), esto es 

k 

.1{('\V) = {(a1, .•. , ak) E (Q1(C2
, O))k: da;= O, a; 1\ w; =O y _I a;= 0}, 

i=l 

donde 'F; es inducido por las 1-formas w;. 

Observación l. Sea W(k) = {'ri, ... , 'fk} un k-web sobre un dominio U e 
C2. Se sabe que localmente, cada foliación 'Fí puede describirse por medio de 
una integral primera, esto es una función holomorfa 
F; : (C2 , O) ----+ (C, O) que es constante sobre las curvas integrales de 'Fí 
contenidas en U. Si p es un punto de U, entonces existe una submersión 
F; : ( C2 , p) ----+ ( C, p) tal que en una vecindad de p, las hojas de 'Fí corres­
ponden a los conjuntos de nivel {F; = Cte}. 

Con estas notaciones una ecuación abeliana de W(k) es una relación 
diferencial de la forma 

k 

I g;(F;)dF; = O, 
i=l 
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donde g¡ : (C, O) ~ (C, 0), y el conjunto de relaciones abelianas de Jl('W) 
queda descrito por 

k 

Jl('W) = {(g¡ (F¡)dF¡, ... ,gk(Fk)dFk): "L.g¡(F¡)dF¡ = 0}. 
i=l 

Ejemplo 4. Una relación abeliana para el 3-web del ejemplo 1 es dada por la 
siguiente expresión, 

dx + dy- d(x +y) = O. 

G. Bol y W. Blaschke en 1932 probaron que el conjunto de relaciones 
abelianas, denotado por Jl('W), es un C espacio vectorial finito dimensio­

nal, cuya dimensión, llamado rango de W, queda controlado por la expresión 
1 

rr(k, 2) = ]_(k- 1)(k- 2), esto es 

1 
rk('W) ~ ]_(k- 1)(k- 2). 

Diremos que W(k) es un web de rango maximal si 

rk('W) = rr(k, 2). 

El rango de un web es un invariante de él, es decir depende del web y no de 

la elección de las funciones que la definen, pues dos de tales familias de hojas 
dan lugar a dos espacios de relaciones abelianas isomorfos. 

Ejemplo 5. El rango de un 3-web W verifica 

1 
rk('W) ~ 2(3- 1)(3- 2) = 1, 

es decir el rango de W es 1 o O. 

Ejemplo 6. W(x,y, x +y) es un 3-web con rk('W) 
relación abeliana no trivial, 

dx + dy- d(x +y) = O. 

1, pues admite una 
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Ejemplo 7. El 3-web w(x,y, ~)es de rango 1, pues se tiene la siguiente 

relación funcional, 

(~ r d (~) = ~ dx - ; dy, 

que es una relación abeliana de este web. 

Antes de dar el siguiente ejemplo recordemos que si V es un espacio vec­
torial de dimensión vectorial n + 1, P( V) o simplemente lP' es el espacio proyec­
tivo obtenido al considerar las rectas vectoriales de V. Procediendo en forma 
similar se obtiene el espacio proyectivo asociado al dual V* de V, denotado por 
JP>. 

Ejemplo 8 (Web algebraico). Sea Cuna curva algebraica, reducida de lP'2 de 
grado k. 

Construiremos un k-web en un abierto de P2 . En efecto, sea ~ E JP2 y 
consideremos su recta dual D(~) \: lP'2 . Supongamos que D(~) corta transver­
salmente a C en los puntos p 1 (~), ••• , Pk(~). Las aplicaciones p;(~) están defini­
das en un abierto de JP2. Las rectas duales p;(n de cada punto p;(~) pasan por 
el punto~· El web W e en un abierto de JP2

, cuyas hojas son las rectas fJM), es 
el web asociado a la curva C. 

D(~) 

Figura 5: Web algebraico 

En este caso, se dice que W e ha sido obtenido por dualidad proyectiva y 
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es llamado web algebraico. SiC no contiene ninguna recta, las hojas de We 

son las tangentes a la curva dual e e p2 de C, donde la curva dual e es la curva 

formada por las rectas tangentes a C. 

Un problema de interés es la caracterización de webs de rango maximal. 

Existen dos resultados fundamentales en ese sentido. El primero es una inter­

pretación, debido a Blaschke, del teorema de Adición de Abe! en términos de 
webs. 

Teorema 2 (Blaschke). Todo web algebraico W e es de rango maximal. 

Prueba. Sea we el haz dualizante de C (en el caso liso we es el haz de las 1 

formas holomorfas en C). El género aritmético Pa(C) de Ces ~(k- !)(k- 2) y 

esto igual a n(k, 2) que coincide con la dimensión de H 0(C, we). 

Sea w E ~(C, we). Asimismo, sea z; una coordenada local en una vecin­
dad U; de p;(~) en C. Las hojas de We vienen dada por z;op¡ =cte. Asimismo, 

se tiene la !-forma w = g; dz; en U;. El teorema de Abe! demuestra que 

k 

_¿p;(w) =O. 
i=l 

Dado que p;(g; dz;) = g; o p¡ d(z; o p;) se tiene que (g¡ o p;);, para 

i = 1, ... , k es una relación abe liana de W e, entonces se ha construido el 

siguiente homomorfismo de grupos 

~(C, we) ---+ ..9l(W) 
w f---t (g¡ o p¡)¡ , 

gracias al teorema de identidad de funciones holomorfas, tal homomorfismo 

es inyectivo. Asimismo, dado que la dimensión de ..9l(W) es menor o igual a 

n(k, 2), que coincide con la dimensión de ~(C, we), el homomorfismo anterior 

es un isomorfismo. 

Diremos que un web W es llamado algebrizable si es analíticamente 

equivalente a algún W c. 
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El problema recíproco presentado por Blaschke y Howe es descrito como 
el recíproco del teorema de Abel: ¿Cuando un k-web de rango maximal es 
algebraico? 

Lie fue el pimero en responder esta pregunta demostrando que todos los 
4-webs son algebrizables. Posteriormente Blaschke ( 1930) pensó que había 
extendido el resultado de Lie, sin embargo, no mucho tiempo después en 1936 
Bol dio un contraejemplo de un 5-web de rango máximo 6 cuyas hojas no 
pueden ser mapeadas en lineas rectas mediante un cambio de coordenadas. 

r~o( -2: 1-y x-xy) 
vv x,y, ' ' . 

x 1-x y-xy 

Las seis relaciones abelianas para el web propuesto por Bol son, 

In u1 -In u2 - In u3 O 
In(! -u!) - ln(l - u3) +In(! - u5) O 

In u3 + In ZL4 - In u5 = O 
In(!- u1) -ln(l- u2) + lnu4 O 
J- U! ] - U3 

In-- -In-- +In(! - u4 ) O 
U! U3 

/(u,)- !(u2)- /(u3)- I(u4) + /(us) O, 

donde 

X J- y 
u,(x,y) = x, u2(x,y) =y, u3(x,y) = -, u4(x,y) = --, 

y 1-x 

x-xy 
us(x,y) = -- y 

y-xy 

l u(lnll-ul lnlul) 1 n2 

/(u) = - - -- du + -In u ln(l -u)- -, 
0 u 1-u 2 6 

con O< u< l. 

Un web de rango maximal no algebrizable es llamado web excepcional. 
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Antes de los trabajos de [5] y [3] no existen muchos ejemplos de webs 

excepcionales en la literatura. Los siguientes webs son algunos ejemplos dado 

por Robert (ver [5]), 

{ 

W(x,y,x + y,x- y,x~ + i) 
W(x,y, x +y, x-y, x - i) 
W(x,y,x + y,x- y, ex+ eY) 

A continuación se da una caracterización del espacio de relaciones abe­

lianas de un web planar y las consecuencias que se obtiene al considerar un 

web con tales características. 

Consideremos un k-web regular W = 'fí 181 ••• 181 'fk sobre (C2, O) que ad­

mite un automorfismo infinitesimal X, esto significa que el campo vectorial X 

es un automorfismo infinitesimal de W, y por lo tanto de cada 'F;, algebraica­

mente significa que Lxw; 1\ w; = O, geométricamente significa que la foliación 

'Fj es preservada por el flujo local de X. 

Por otro lado, suponga que X es transversal, entonces es transversal a ca­

da foliación 'F;, esto es, en una vecindad del origen, se tiene que w;(X) * O, 

geométricamente, esto significa que las órbitas de X no están contenidas en las 

hojas de 'F;. 

Si X es un automorfismo infinitesimal transversal a 'F entonces se cumple 

w· 
(i) La 1-forma r¡; = --'- es cerrada. 

W¡(X) 
En efecto, por condición se sabe que Lxw; 1\ w; O, entonces de la 

fórmula de Cartan resulta, 

(d(ixw;) + ixdw;) 1\ w; =O, 

entonces 

dw;(X) 1\ w; + ix(dw;) 1\ w; = O, (1) 
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Se sabe que w; 1\ dw; = O, entonces 

O= ix(w; 1\ dw;) = ixw; 1\ dw;- W¡ 1\ ix(dw;) 

= w;(X)dw; - w; 1\ ix(dw;), 

esto es, w;(X)dw; 

tiene 
W¡ 1\ ix(dw;). Luego, al reemplazar esto en (1) se 

w;(X)dw; = w; 1\ dw;(X) 

Por lo tanto, 

d 
. _ d (~) _ W; 1\ dw;(X) - w;(X)dw; _ 

r¡, - - -O. 
w;(X) w;(X)2 

(ii) Lxr¡; = O. 

Lxr¡; = (ix o d +do ix)r¡; = ix(dr¡;) + d(ixr¡;) = dr¡;(X) = O. 

Como la derivada de Lie Lx es lineal y conmuta con el operador d, en­
tonces se induce la aplicación lineal 

Lx: .JI(W) 

(r¡,, ... , T/k) ~ (LxTti, ... , LxTtk) 

Para i E { 1, ... , k} fijo denotemos por .JI;(W) el subespacio vecto­

rial de Q 1 (IC2, O) generado por la i-ésima componente a; de las relaciones 
abelianas (a: 1, ... , a k) E .JI(W). 

Si u; = J r¡; denota la integral primera canónica de 'T; con respecto a X, 

entonces para a; E .JI¡(W) existe un germen holomorfo f¡ E IC{t} tal que 

a;= f¡(u;)du;. 

Suponga que .JitW) es no trivial y sea 

{ar=fv(u;)du;: v= l, ... ,n;} 
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una base. 

Desde que Lx : 5lt1V) ~ ..'AtW) es una aplicación lineal, existen 

constantes complejas CvJl• tal que para v = 1, ... , n; tenemos 

Pero 

n; n1 

Lx(an = 2>vJ1~ = I.,.cvJlf(u;)du;. 
}1~1 }1~1 

Lx(aD = Lx(fv(u;) du; = .Lx(fv(u;)) du; + fv(u;).Lx(du;) 

= X(fv(u;)) du; + fv(u;)Lx(v;) 

= J:(u;)du;, 

para cualquier v, de manera que de este resultado y de (2) se obtiene, 

n; 

fv' = I Cv}lJ;,, v = 1, ... ,n;. 
}1~1 

Jo cual es equivalente a 
d 
dt(f(t)) = Cf(t), 

cuya solución es de la forma f(t) = e1c f(O). 

(2) 

(3) 

Si A 1, .•. , Ar son autovalores de Lx : ..'A(W) ~ ..'A(W), entonces existe 

una base de ..'A('W) tal que C está en la forma de Jordan. Luego, existe una base 

de ..'A(W) de la forma 

{(c;·,n¡ u;¡-l eA, Ji, du¡);}s,n• S= 1, ... , T, n¡ = 1, ... , dim.J{,(<\11) = CT¡, 

donde ..'As('W) es el subespacio asociado a autovalor As de Lx. Esto permite 

caracterizar las relaciones abelianas de un k-web sobre (C2
, 0). 

Teorema 3. Las relaciones abelianas de un k-web 
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son de la forma 

donde P 1, •.• , Pk son polinomios de grado menor o igual a cr; - 1 y A¡, ... 

, Ar E <C los autovalores de Lx : 3I('lV) --? 3I('lV) correspondientes a los 

autoespacios maximales de dimensiones cr1, ••• , cr r· 

Teorema 4. Sea W un k-web que admite un automorfismo infinitesimal trans­

versal X. Entonces 

rk(W 181 1'""x) = rk('lV) +(k- 1). 

En particular, W es de rango maximal si y solamente si W 181 1"x es de rango 

maximal. 

Prueba. Sea W = 'Fí 181 ..• 181 J"b donde cada 'Ti es definida por la 1-forma 
w; = O, para i = 1, ... , k. Como X es un automorfismo infitesimal y transversal 
a W se tiene que: 

Las 1-formas w(X)¡ son cerradas y Lx (~) O, donde 
W¡ W¡(X) 

Lx : 3I('lV) --? 3I('lV). Por lo tanto, existen integrales primeras canónicas 
de 'Ti respecto a X, 

f W¡ 

U¡= W¡(X) 

verificando las siguientes propiedades 

(i) Lxu; =l. 

w 
(ii) du; = -('-. 

W¡ X) 
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Afirmación 1: Denotemos por X : C2 
----t e la integral primera de la 

foliación 

'Tx: w = dx =O. 

Cuando j varía de 2 a k se tiene 

(i) ix(du1 - du¡) = O. 

(ii) Lx(du1 - du1) =O. 

Por lo tanto, existe g1 E IC{x) tal que 

du 1 -du1 - g1(x)dx =O, j = 2,3, ... ,k. 

En efecto, en el primer caso: 

ix(du 1 - du1) = ix(du1)- ix(du1) = du 1(X)- du¡(X) =O. 

El segundo caso es inmediato, pues Lx(du¡) = l. 

Veamos ahora la consecuencia de tener estas dos condiciones: 

De (ii) se tiene que 

Lx(du¡) = Lx(du1) si y solamente si du 1(X) = duj(X), 

esto es 

au¡ au¡ auj au i 
ax (x,y) dx + ay (x,y) dy = ax (x,y) dx + ay (x,y) dy, 

como dx = O, se tiene 
au¡ auj 
ay (x,y) = ay (x,y), 
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de manera que al integrar respecto a y se obtiene, 

u1 (x,y) + C1 (x) = u¡(x,y) + Cj(x), 

es decir 

u1(x,y)- u¡(x,y) = gj(x), donde g¡ = C¡- C1• 

Por otro lado, {du 1 -du rg¡(x) dx)¡=z ..... k son relaciones abelianas del espa­
CIO vectorial .Jt(W 181 'Fx) y generan un subespacio vectorial 

(k - 1) dimensional 'V de .Jt(W 181 'Fx) que está contenido en el sub­

espacio .Jt0(W 181 'Fx) asociado al autovalor cero de 

Lx : .Jt(W 181 'Fx) ----> .Jt(W 181 'Fx). 

No es difícil probar que 'V permite obtener la siguiente secuencia exacta 

Asimismo, se cumple que 

K := Nu(Lx: .Jlo(W 181 'Fx)----> .Jlo(W)) ='V, (--1o = O y n = 1). 

De la secuencia exacta anterior se deduce la secuencia exacta 

Afirmación 2: Asimismo, se cumple 

En efecto, basta ver que la nilpotencia de la aplicaión Lx sobre el espacio 

.Jt0(W) implica que el espacio L~;~~ es isomorfo a .Jt0(W) n K y 

como K = 'V se obtiene el resultado. 

Pro Mathematica, 21,41-42 (2007), 25-47, ISSN 1012-3938 43 



Andrés Beltrán 

(ii) Lx : ..1Io('W 181 'Fx) ----7 ..1I0('W) es sobreyectivo. 

Bastará construir una aplicación 

<1> : ..1Io('W) ----7 ..1Io('W 181 'Fw) tal que Lx o <1> = Id. 

El teorema (3) implica que el espacio ..1I0('W) es generado por relaciones 
k 

abelianas de la forma I e; u~ du; = O. Para dicha relación abeliana se 
i=l 

tiene 
k k 
~ r 1 ~ ..r+l O = L.J e; u¡ du; = -- Lx(L.J e; u¡ du;), 
i=l r + 1 

i=l 

por lo tanto, existe una única función g E C{x} verificando 

r 

I(c; u~+l du; + g(x)dx) =o. 
i=l 

Luego, bastará definir <1> : ..1I0('W) ----7 ..1I0('W 181 'Fx) por 

<I>(t e; u~ du;) = r ~ 
1 
[t. e; u~+l du; + g(x) dx l 

De esta manera, Lx o <1> =Id sobre ..1Io('W). 

(iii) ..1Io('W 181 'Fx) = .JI('W 181 'Fx) . 
..1lo ('W) .JI( 'W) 

44 

Es claro que, 

.JI('W 181 'Fx) = ..1Io('W 181 'Fx) EB .JI.('W 181 'Fx), 

donde .JI.('W 181 'Fx) denota la suma directa de los autoespacios corre­
spondientes a los autovalores no nulos, el cual es invariante bajo Lx : 

.JI('W 181 'Fx) ----7 .JI('W 181 'Fx). 
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Por otro lado, se cumple Lx(Jl.('W 181 'Fx)) = Jl.('W 181 'Fx). 

Finalmente, Lx anula las 'Tr: componentes de las relaciones abelianas. 
Esto implica que 

Lx(Jlo(W 181 'Fx)) e Jl.('W). 

Luego, como 

Jl.('W 181 'Tr:) = Lx(Jl.('W 181 'Tr:)) = Jl.('W), 

entonces 

Jl('W 181 'Fx) = Jlo('W 181 'Fx) E9 Jl.('W). 

De esto último el resultado es inmediato. 

Con esto se logra llegar al resultado del teorema. En efecto de (iii) se tiene que 

dimJl('W 181 'Fx)- dimJl('W) = dimJlo('W 181 'Fx)- dimJlo('W). (4) 

Por otro lado, de (ii) Lx(Jl0('W 181 'Fx)) = Jlo('W) y como 

dimJl0('W 181 'Fx) = dimNu(Lx) + dim(ImLx), 

donde Lx : Jlo('W 181 'Fx) ---7 ..1fo('W). Luego, 

dimJl0('W 181 'Fx) = dim'V + dim..J{o('W). 

Reemplazando esta última expresión en (4) resulta 

dimJl('W 181 'Tr:) - dimJl('W) = dim'V, 

es decir, 
rk('W 181 'Fx) = rk('W) +k- l. 

La segunda parte del teorema es inmediata, pues basta ver la siguiente igualdad 

1 1 
-(k-l)(k-2)+k-l = -k(k-1) 
2 2 

para obtener el resultado. 
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Ejemplo 9. '1V = (x,y, x +y, x-y, x2 + yl) es un 5-web maximal. Asimismo, 

X(x,y) = x!!_ +y!!_ el campo vectorial radial es un automorfismo infinitesimal ax ay 
transversal de '11'. Por lo tanto, del teorema (3 ), se concluye que el web '1Vl811'""x 
es tambien maximal. 

Teorema 5. Para cada k ;::o: 5 existe una familia de dimensión ;::o: 11 ~ 11- 1 de k­

webs globales excepcionales sobre 1P'2 que en parejas son no equi­
valentes. 

El teorema anterior es la clave para probar este último teorema, pues si '1V 
tiene rango maximal entonces '1V l8l 'l'""x también. Esto es, se aplica el teorema 

anterior a '1-Vc, siendo Cuna curva cuasi-homogénea y X es el correspondiente 

campo vectorial radial ponderado. (Ver [ 1 ]). 
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Abstract 

This article begins describing the fundamental problem ofweb's geometry, be­
sides it gives sorne classic results of this theory. Finally it describes the struc­
ture ofthe space ofweb's planares abelianas that admit infinitesimal automor­
phism; as a result ofthis it gets sorne consequences. 

Keywords: Foliations, webs 

Andrés Beltrán 

Sección Matemática, Departamento de Ciencias 
Pontificia Universidad Católica del Perú 

abeltra@pucp.edu.pe 

Pro Mathematica, 21, 41-42 (2007), 25-47, ISSN 1012-3938 47 


