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Resumen

En este trabajo se dan las condiciones suficientes para que
los desplazamientos de un sistema mecdnico:
u=(M,p(),0) se realicen en la subvariedad,

m={(z,v) € T(M): Q.(v) = 0},
con aceleracion normal minima.
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1. Introduccion

El cientifico ruso SUSLOV, introdujo al final del siglo antes pasado el
concepto de problema inverso en la dinamica (1890); bajo este concepto se
entiende la construccion de campos de fuerzas en base a integrales parciales
dadas. Posiblemente fue NEWTON el primero que planted un problema inver-
so en la dinamica cuando construy6 el campo de fuerzas potenciales bajo las
cuales los planetas se mueven en correspondencia con las leyes de KEPLER.

mi = Fy d (oL oL
—l—=]-===0 Vv =0
{ mj = F, dt(c’))’c") axk DT
Ley de Newton Ley de Newton Generalizada

BERTRAND [2] un poco mas tarde incentivado por los resultados de
Newton, planted el siguiente problema: “Conociendo solamente que los pla-
netas se desplazan a lo largo de conicas, se exige construir los componentes
de las fuerzas como funciones del punto”. La soluciéon de BERTRAND a este
problema fue: “La fuerza puede ser dirigida a un centro inmoévil y proporcional
a la distancia: F = r& 0 en forma inversa a su cuadrado”.

DAINELLI, plante6 un problema mas general que los anteriores (1936),
en el cual propuso construir el campo de fuerzas mas general posible que garan-
tice que un punto se mueva a fo largo de un curva f{(x,y) = ¢, ¢ constante. La
solucion que obtuvo fue la siguiente: “El campo de fuerza mas general que
permite que un punto se desplace por la curva dada tiene los componentes:

2
Fe=(f+f) % ( )rxw(fw fifis) (L)

(2RSS )nw ifoe = fefor) (12)

donde: T = (74, 7y), es un vector tangencial a la curva y ¢, cierta funcion.
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Sobre esta tematica consiste el siguiente trabajo.

2. Designaciones y Aspectos Generales

Designaremos por: M; CT(M); x(M); T(M); A(M), ala var-
iedad diferenciable con coordenadas locales enel puntox € M : (xh, %2, xN);

al anillo de todas las funciones infinitamente diferenciables sobre M; al algebra
de Lie generada por todos los campos vectoriales C™ sobre M; al espacio tan-

i}
gente sobre M con base {8,- = @}’ al algebra de Grassman de las 1-formas
sobre M.

@ 3

Designaremos por medio de “g” y “V” respectivamente al tensor simétri-
co y no degenerado de signatura arbitraria, y a la aplicacion

Vo x(M) X (M) — x(M)

U, V) — Vy/,

que satisface las siguientes condiciones:

(i)  Es R lineal respecto a V' y C*(M) lineal respecto a U

@iy (Vyg)(V, W) = 0paratodo U, V, W € y(M).

Todas las afirmaciones futuras se haran en una variedad riemanniana (M, g) =
V.

Sea y una aplicacion tal que:

vy : [a,b] —m M
¥ i (ab)— T(M), abeR,
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y sea V € y(M) tal que: ¥(t) = V(y(¢)), para todo ¢ € [a, b]. Entonces decimos
que V se traslada paralelamente a lo largo de v, si

Vin(V) = 0. 2.0
Las ecuaciones:

{ * = V()

2.2
ViV = (& + Tk (x) &M, = 0, (22)

representan las ecuaciones de las geodésicas del espacio Ay = (M, V). Las
funciones I'* (x) € C*(M) son las componentes de V.

3. Movimiento de un Sistema Mecanico, en una
Subvariedad, con Aceleracion Normal Minima

Se considera el sistema mecanico estacionario: i = (M, ¢(y), 8), donde:
v es una trayectoria, 8 € A(M) y

#(y)

1
f 3 g(v,v)dt, (3.H
Y

]

I

Frdx*, (3.2)

1
donde T = Eg(v, v) es la energia cinética y £y € C™(M) son componentes del

campo de fuerza F' que garantiza los desplazamientos del sistema mecanico g,
con energia cinética 7 en una subvariedad:

m-={(x,v)e T(M), f.(x)=c,= constante}, 3.3)
donde a = 1,_.], J<N.

Problema:
Sean los campos vectoriales: €1, ;, - , £, los cuales se obtienen por el pro-
ceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt, de los campos vectoriales: gradf,,
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T 7 aﬁr 1, Si Q=
a=1,J, (gradﬁ, = ﬁﬁk) Y 8(Eas88) = Oup = { 0. si (”tf;

construir el campo vectorial v € y(M) que genera las ecuaciones diferenciales

se pide

X = % = v(x), (3.4)

y se cumple ademas la condicion:

Q) =gv,e,) =0, a=1,J

donde Q, € A(M).

Solucion:

Supongamos que:

J
y = Z g, A€ CO(M), (3.5)
i1
entonces:
J
A=gv)= 8 3.6)
i=1
Yy
J
Vv = > (v(A)si + 4V,8),

i=1

lo cual en base a la condicion (i) para V, se puede representar de la forma

J
Vv = Y A8 = ) Pal V6w, 37

i=1

donde
,Da(V, V) = (VVQ(Y)(V)' (38)
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Ahora, como el comportamiento del sistema mecanico u se describe por
las ecuaciones:

Vow=F, veyM) (3.9
entonces de (3.7) y (3.9) se deduce:

J
F= ) Vs = ) pal Ve, (3.10)

como F se puede expresar en una componente tangencial F; y una componente
normal F,, 1,7 € (M), g(, 7) = 0, entonces podemos suponer que:

Fp== paV)ea. @=TJ G.11)

Entonces la idea basica para solucionar este problema, se fundamenta en
el hecho de que para que los movimientos del sistema mecanico (o punto en el
espacio de Riemann) se realicen en la sub-vaniedad dada, se debe exigir que la
longitud de la componente normal: ~ F,,  sea minima (lo ideal seria que se
anule); es decir: “Minimizar F, respectoat: min, F,”.

Puesto que:
IFl = \2FyFyp) = \/Zg(ea,sﬁ)pq(r,ﬂpﬁ(r,r),
0, si a#p
F = . ,
15l {pa(r,‘r), si a=p

entonces se debe mimmizar p,(7, 7) respecto a 7, bajo las condiciones g(7, 1) =
1, g(t,&,) = 0; donde T = 7*4,.

En efecto, aplicando a los lagrangianos:

£o = polT, T) + polg(r, 7) — 11+ Ag(T, &),
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los métodos conocidos obtenemos:

of . —
— =0, implica: P,t=0, a=1,J (3.12)
or
0£, .
=0, implica: g(r,7)—-1=0
Opa
0L, . .
T 0, implica: g(1,&,) = Qu(1) =0,

donde P, es la matriz simétrica:

P, =
2pai1+2pagn Pol2tPe21+2pa812 0 PalntPant +20u81n  €al
Pal2+Pat +2pag12 2pa22+2pag22 T PantPen2+2Pu8m  Ea2
Pertn+Pent +20anl Padn+Pan2+20080n cr 2P ann*+2Pann Ean
Eat Ea2 e Ean 0

y £ es la matriz columna:

Ahora, considerando que £ # 0, entonces estas ecuaciones homogéneas
tienen solucion si y sélo si:

detP, =0, a=1.J,
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esto se puede representar como:
detPo=pl ' + Hyp/ 2+ + K, = 0, (3.13)

donde H, es la curvatura media y K, la curvatura primera. Entonces las fun-
ciones p, deben ser raices de (3.7).

Se deduce que:

P = —Pal7,7), (3.14)

y en consecuencia la componente F;, del campo de fuerza minima es:

min(F,) = 3" Poca. (3.15)

Por lo tanto el campo de fuerzas que garantiza el desplazamiento en la
sub-variedad dada sera:

J
F = 1(38(, )7 ~ g(v) (Zpaaa)

a=1

J
F= T(;)T - V2 [Z pnsn)] .
a=1

Ilustraremos estos resultados en el siguiente caso particular, en ¢l cual vamos
a suponer que g(v, v) es Euclidiana.

Ejemplo 1 Para N =2, J = 1, se tiene entonces:

S fy

r+f}ax+

f(x,y)zc , €=

la ecuacion (3.8) toma la forma:
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detP=p+0 S Y
f2+ 7

por lo tanto el campo: (min F))) debe ser tal que:

min F, = {d Jx + 3, S £
e e
o0 lo que es lo mismo
0 F Afe—grad [
infF,=g|l——— .
e =8 grad f* £)e

donde: Af = fex + [y

Después de ciertos cdlculos se obtiene que las componentes de F coin-
ciden con (1.2) y (1.3), respectivamente, donde T = (1',7%) = (11, 7)) es tan-
gente a la curva ¢, definida a través de 6 = ||€llep.

Ejemplo 2 Cuando M = EV, J = 1, entonces
Lo 2
fi= 3@+ @Y = e

grad fi = (x',--- XMy =x
gradfi  x

& = = —
lgrad fill  IIxll’
la curvatura media H, y la curvatura primera K, son en este caso

N-1

H1 = diV(Sl) = W
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(=DM

flacltv-t

N-1
K = HPl(T,T) =
i=1

El campo de fuerzas F estd dado por
d (IMP\ IVl
F= F,' =Ti—\|\—— |- —
2 Fi=t dx( 2 )il
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Abstract

In this work we give sufficient conditions in order that the displacements of a
mechanical system: u = (M, ¢(y), §) it realize in the submanifold,

m = {(x,v) € T(M) : Q,(v) =0},

with minimal normal acceleration.

Keywords: Mechanical system, force, minimal acceleration.
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