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Resumen 

En este trabajo se dan las condiciones suficientes para que 
los desplazamientos de un sistema mecánico: 

f1 = (M, cjJ( ¡), e) se realicen en la subvariedad, 

m= { (x, v) E T(M) : Oa(v) = 0}, 

con aceleración normal mínima. 
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l. Introducción 

El científico ruso SUSLOV, introdujo al final del siglo antes pasado el 

concepto de problema inverso en la dinámica (1890); bajo este concepto se 
entiende la construcción de campos de fuerzas en base a integrales parciales 
dadas. Posiblemente fue NEWTON el primero que planteó un problema inver­
so en la dinámica cuando construyó el campo de fuerzas potenciales bajo las 
cuales los planetas se mueven en correspondencia con las leyes de KEPLER. 

{ 
mi= Fx 
my = F_v 

Ley de N ewton 

:!__ (aL ) - aL = O <====> V .v = O 
dt axk axk ' 

Ley de Newton Generalizada 

BERTRAND [2] un poco más tarde incentivado por los resultados de 
Newton, planteó el siguiente problema: "Conociendo solamente que los pla­
netas se desplazan a lo largo de cónicas, se exige construir los componentes 
de las fuerzas como funciones del punto". La solución de BERTRAND a este 
problema fue: "La fuerza puede ser dirigida a un centro inmóvil y proporcional 
a la distancia: f =re o en forma inversa a su cuadrado". 

DAINELLI, planteó un problema más general que los anteriores (1936), 
en el cual propuso construir el campo de fuerzas más general posible que garan­
tice que un punto se mueva a lo largo de un curva f(x,y) = e, e constante. La 
solución que obtuvo fue la siguiente: "El campo de fuerza más general que 
permite que un punto se desplace por la curva dada tiene los componentes: 

(1.1) 

(1.2) 

donde: T = (Tx, Ty), es un vector tangencial a la curva y <p, cierta función. 
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Sobre esta temática consiste el siguiente trabajo. 

2. Designaciones y Aspectos Generales 

Designaremos por: M; C"(M); x(M); T(M); 1\(M), a la var­
iedad diferenciable con coordenadas locales en el punto x E M: {x1, x2, · · · , xN); 

al anillo de todas las funciones infinitamente diferenciables sobre M; al álgebra 

de Lie generada por todos los campos vectoriales C'"' sobre M; al espacio tan-

gente sobre M con base {a;= _.!!__,};al álgebra de Grassman de las 1-formas 
ox' 

sobre M. 

Designaremos por medio de "g" y "V" respectivamente al tensor simétri­

co y no degenerado de signatura arbitraria, y a la aplicación 

v: x(M) xx(M)---+ x(M) 

(U, V) ---+ V u V, 

que satisface las siguientes condiciones: 

(i) Es R lineal respecto a V y C"'(M) lineal respecto a U 

(ii) (Vug)( V, W) =o para todo U, V, w E x(M). 

Todas las afirmaciones futuras se harán en una variedad riemanniana (M, g) = 

Sea y una aplicación tal que: 

y [a, b] ---+ M 

y (a, b) ---+ T(M), a, bE R, 
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y sea V E x(M) tal que: Y(t) = V(y(t)), para todo tE [a, b]. Entonces decimos 
que V se traslada paralelamente a lo largo de y, si 

Las ecuaciones: 

{ 
xk = V(xk) 

'VvV = (xk + r~n(x)xmxn)ak =O, 

representan las ecuaciones de las geodésicas del espacio AN 
funciones f~n(x) E Coo(M) son las componentes de 'V. 

(2.1) 

(2.2) 

(M, 'V). Las 

3. Movimiento de un Sistema Mecánico, en una 
Subvariedad, con Aceleración Normal Mínima 

Se considera el sistema mecánico estacionario: J1 = (M, if>(y), 8), donde: 
y es una trayectoria, ()E /\(M) y 

</>(y) = I ~g(v, v)dt, 
y2 

(3.1) 

(3.2) 

donde T = ~g(v, v) es la energía cinética y Fk E C"(M) son componentes del 

campo de fuerza F que garantiza los desplazamientos del sistema mecánico J.l, 

con energía cinética T en una subvariedad: 

m= {(x, v) E T(M), j,,(x) =e" =constante}, (3.3) 

donde a= D, J <N. 

Problema: 
Sean los campos vectoriales: t::1, t::2 , · · · , t::1 , los cuales se obtienen por el pro­
ceso de ortogonalización de Gram-Schmidt, de los campos vectoriales: gradj,,, 

52 Pro Mathematica. 21, 41-42 (2007). 49-59, ISSN 1012-3938 



Movimiento en una sub-variedad de un sistema mecánico 

- ( a j;, ) { ] , Sl a = {3 a = I,J, grad¡;, =-a kak y g(t:a,E:fJ) = OafJ = 
0 

. se pide 
X , SI a =f:. {3. 

construir el campo vectorial vE x(M) que genera las ecuaciones diferenciales 

dx 
i = dt = v(x), (3.4) 

y se cumple además la condición: 

donde Qa E /\(M). 

Solución: 

Supongamos que: 
J 

V= I A¡E:¡, A¡ E C00 (M), (3.5) 
i=l 

entonces: 

J 

; =g(v,v) = I..tf (3.6) 
i=l 

y 
J 

'Y'vv = ¿(v(..i;)t:; + ..i;'Y'vt:;), 
i=l 

lo cual en base a la condición (ii) para V, se puede representar de la forma 

J 

'Y'vv = I v(..i;)t:¡- IPa(v, v)t:a, (3.7) 
i=l ¡y 

donde 

Pa(V, v) = (V'vOa)(v). (3.8) 
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Ahora, como el comportamiento del sistema mecánico 11 se describe por 

las ecuaciones: 

Vvv = F, v EX(M) 

entonces de (3.7) y (3.9) se deduce: 

J 

F = L.: v(J;)s;- L.: Pa(v, v)t:a, 
i=l a 

(3.9) 

(3.1 O) 

como F se puede expresar en una componente tangencial Fr y una componente 

normal F,, r¡, r E x(M), g(r¡, r) = O, entonces podemos suponer que: 

F, =- L.:Pa(v, vka· o:= l,J (3.11) 
a 

Entonces la idea básica para solucionar este problema, se fundamenta en 

el hecho de que para que los movimientos del sistema mecánico (o punto en el 
espacio de Riemann) se realicen en la sub-variedad dada, se debe exigir que la 

longitud de la componente normal: F, sea mínima (lo ideal sería que se 

anule); es decir: "Minimizar F, respecto a T: mÍnr F 11 ". 

Puesto que: 

IIF,II ~g(F,,F,) = L.:g(t:a,Ef3)Pa(T,T)Pf3(T,T), 
(Y 

{ 
O, si o:* fJ 
Pa(T, r), si o: = fJ ' 

entonces se debe minimizar Pa(T, r) respecto a r, bajo las condiciones g(r, r) = 
1, g(r, Ea) = O; donde r = rkak. 

En efecto, aplicando a los lagrangianos: 
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los métodos conocidos obtenemos: 

o fa fu= O, implica: Pal =o, a= 1,1 

o fa 
-;- =O, implica: g(r, r)- 1 =O 
cJPa 

af" ""i)i = O, implica: g(r, ca) = Qa(T) =O, 

donde P rr es la matriz simétrica: 

P, = 

y e es la matriz columna: 

l= 

(3.12) 

""' 

o 

Ahora, considerando que e * O, entonces estas ecuaciones homogéneas 
tienen solución si y sólo si: 

detP, =O, a= 1.1, 
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esto se puede representar como: 

d P J-t H J-2 K O et a = Pa + aP + · · · + (!' = , (3.13) 

donde Ha es la curvatura media y K(!' la curvatura primera. Entonces las fun­
ciones Pa deben ser raíces de (3. 7). 

Se deduce que: 

(3.14) 

y en consecuencia la componente Fr¡ del campo de fuerza mínima es: 

mín(Fr¡) = IPné:a· (3.15) 
a 

Por lo tanto el campo de fuerzas que garantiza el desplazamiento en la 
sub-variedad dada será: 

F = T(~g(v, v))T- g(v, v) (~aé:a) 

F = T( ~ )T - v2 (t p(l't:(l')) . 

Ilustraremos estos resultados en el siguiente caso particular, en el cual vamos 
a suponer que g(v, v) es Euclidiana. 

Ejemplo 1 Para N = 2, J = 1, se tiene entonces: 

f(x,y) =e 
fx -'l /y -'l 

é: = u<+ uy, 
~fl + f] . ~fl + .t] 

la ecuación (3.8) toma la forma: 
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detP = p +a[ fy l =O, 

~11 +Ji 

por lo tanto el campo: (mín F,1) debe ser tal que: 

mínFr¡=Jox[ fx ]+oy[ h ]}s 1 ~11 +Ji ~11 +Ji 

o lo que es lo mismo 

, ("'fs- gradf ) mmFr¡ = g gradj2 ,s s. 

donde: 6/ = fxx + /yy· 

Después de ciertos cálculos se obtiene que las componentes de F coin­

ciden con (1.2) y (1.3), respectivamente, donde T = (r1
, r 2

) = (Tx, Ty) es tan­

gente a la curva <p, definida a través de e = llt:ll<fJ. 

Ejemplo 2 Cuando M = EN, J = 1, entonces 

} [ 1 2 N 2] f¡ = 2 (x ) + · · · + (r ) = c1, 

gradf¡ = (x1
, · · · ,xN) = x 

gradf¡ x 
S¡= =-

llgrad f¡ 11 llxll' 
la curvatura media H 1 y la curvatura primera K 1 son en este caso 

N-1 
H1 = div(s1) = ~ 
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N-1 (-l)N-1 
K - n p (r r) - ---:-:-.,--

¡ - . 1 ' - JlxiiN-1 
1=1 

El campo de fiterzas F está dado por 

F = ~ F =T.:!._ (llvW)- ~x 
{;; 

1 1 
dx 2 llxll 
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Abstract 

In this work we givc sufficicnt conditions in order that the displacemcnts of a 

mechanical system: J1 =(M, cp(y), e) it realizc in the submanifold, 

ffi = {(x, v) E T(M) : Da(v) = 0}, 

with minimal normal acceleration. 

Keywords: Mechanical system, force, minimal acceleration. 
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