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Resumen

En el presente articulo de divulgacion se expone un gran
aporte que Gerard Debreu hizo en el tema de representacion
de relaciones en [{]. En realidad, su aporte yace dentro de la

demostracion del Lema 1 de [4], donde reconstruye la
imagen de una funion con valores en R para consequir
continuidad, este hecho es lo que posteriormente se hace

referencia como el Lema Gap de Debreu.
Aqui exponemos las construcciones de Debreu para consegquir
una funcion continua que represente a una relacion
completamente ordenada definida en un espacio topoldgico.
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1. Introduccion

Dado un “orden” = sobre un conjuntc no vacio X, un problema
fundamental es : Encontrar una funcién w de valor real definida en X tal
que

r 2y« u(z) < u(y)

donde < es la relacién menor oigual en R. Sigue siendo de interés los
casos cuando X tiene alguna estructura especial como topolégica o vecto-
rial, jqué caracteristicas podemos para u? como en el caso de X dotado
de una topologia, lo natural es exigir que u sea continua. En un es-
quema econdmico, estas funciones se denominan de “utilidad”, cuando
X representa un conjunto de decisiones para un agente (dada por una
relacién generalmente denominada preferencia). De existir tal u, se dice
que < estd representada por u. Cabe observar que si v : u(X) — R es
una funcién estrictamente creciente, entonces v o u : X — R también
representa a < . Ademds, es muy conocido que existen relaciones que no
son representables. Es frecuente encontrar a la relacién lexicografica <
definida en R2 mediante

I <y17 o
= (Z1,%2),y = (y1,¥2 ER,HC‘<?J@{
( ) v ) T =Y Nx2 < Yo,

como no representable (ver [2] para los detalles.)

Con los articulos de Gerard Debreu [4] y [5] se inicia un importante
escenario para el estudio de las funciones de utilidad asociadas a rela-
ciones de preferencia, dando lugar al estudio de aspectos mas generales
como en el caso del celebrado Lema de Debreu.

Desde las publicaciones antes mencionadas, se han hecho aportes
tanto por clarificar los aspectos técnicos que involucran las pruebas de
Debreu, asf como extensiones de resultados subyacentes. En [5] el propio
Debreu mejora sus resultados de [4].
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2. Definiciones Basicas

Sea X un conjunto no vacio y X una relacién binaria en X. Se dice
que =X es:

i)  Reflexiva, si Ve e X,z <z
i1) Completa, si Vz,ye Xz 2ydby 2z
141) Transitiva, si Vr,y,z € Xz 2y, y 2=z 2 2.

Note que i) implica! 7). Como en [4], se dice que < es un orden com-
pleto si satisface ii) y #i¢). En tal caso, se dice que X es completamente
ordenado.

En teoria econémica, la notacién < y se lee “r es al menos tan
preferido como y”, as{ también si < satisface i1) y iii) , se denomina
relacién de preferencia. Apartir de <, se definen:

x ~ y(z es indiferentea y)siz SyAy =<z
z < y(y es preferido a z) si x <y peroy £ z.
x >y si y solamente si y < x.

Denotaremos por Z, al conjunto {y € X : £ ~ y}. La relacién de in-
diferencia es una relacién de equivalencia en X, cuyas clases estan re-
presentadas por los Z, o como es usual por [z]. Para z,y € X, deno-
tamos por [z,y] y por |z,y[ a los conjuntos {z € X : z < z <y} vy
{z € X:z < z < y}, respectivamente.

Definicién 1. Una funcién u : X — R se llama una funcion de utilidad
(de valor real) asociada a la relacion <, si

Vr,ye X, z 2y < u(z) < uly). (2.1)

Si X estd dotado de una topologia tal que para cada x € X, los
conjuntos

Co={zeX:izxXz}yC*={zeX: 2=z}

son cerrados, a ésta se la denomina una topologia natural para <.

INo obstante, en [7] se dice que < es completa, si Vz,y € X,z # y, se satisface z <
yoy=z

Pro Mathematica, 22, 48-44 (2008), 9-18, ISSN 1012-3938 11



Abelardo Jorddn Liza

3. Numerabilidad de X

El caso basico cuando X es finito y no vacio tiene una caracteri-
zacion para la representacién de una relacién.

Proposiciéon 2. Sea § # X un conjunto finito, y < una relacidn en
X. Una condicion necesaria y suficiente para que exista una funcién
u: X — R tal que

z,y € X,z 2y & u(z) <u(y)
es que = sea un orden completo.
Prueba:
(<) Se deduce que el dominio de < es X. Para cada z € X, definimos
u(z) := nimero de elementos de C*

por lo que z; < 2 si y s6lo si, C** C C*2(por la condicién de transitivi-
dad) y esto equivale a u(z;) < u(zs).

(—) De la condicién de transitividad de la relacién < en R, se ob-
tiene directamente la transitividad de <. Mientras que, dados z,y € X,
se tiene que u(z) < u(y) 6 u(y) < u(zr) ydeesto,z <y dy<z. 0O

Existe un resultado interesante si X es un conjunto numerable (que
genaraliza el caso previo), sin requerir estructura alguna en especial. Lo
resaltante es el uso de la numerabilidad de X, concretado en la siguiente
proposicién:

Proposicién 3. Sea X un conjunto enumerable y < una relacion en X.
Entonces, una condicién necesaria y suficiente para que eristau : X — R
que satisfaga (2.1) es que = sea un orden completo.
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Prueba:
{«) Es posible expresar a X como el conjunto {z1,xs,--- }. Para,j € N,

se define
1, si Z; j Zj
T:; =
4 0, en otro caso .

Para cada i € N, definimos

oo

’U/(.’L'Z) = 22——‘7'7‘1']' (31)

=1

u es una funcién bien definida en X. Sean z,y € X tales que z <X v,
entonces C* = {z; € X :z; Rz} CCY = {z; € X: 2, X y} por lo
que {i e N:z; e C*} C {i e N:z; € C¥}, y de (3.1), u(z) <uly), y
viceversa.

(—) Como en la proposicién anterior.

Para X un conjunto no enumerable, lo que Debreu explota en uno de
sus lemas es la condicién de enumerabilidad del espacio cociente generado
por ~ con la premisa que ~ es definida en base a una relacién < en X.

4. Lemas de Representacion

Se presentan las dos lemas que Debreu aporta en [4], no obstante
nuestro interés se centra en el primer lema. Los siguientes resultados, se
conocen como Lemas de representacion de Debreu:

Lema 4. Sea (X, X) completamente ordenado, dotado de una topologia
natural para <, tal que X/~ es numerable. Entonces, eriste una funcidn
de utilidad para < que es continua.

Lema 5. Sea (X, <) completamente ordenado,con una topologia natural,
y E = {z1, 22, -} un subconjunto numerable de X. Si para z,y € X tales
que x < vy, existe z € E, tal que x =< z X y. Entonces, existe una funcién
utilidad continua asociada a <.
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Antes de ocuparnos de estos lemas, requerimos de algunas consi-
deraciones.

En primer lugar, denotaremos por A al conjunto X/~(es decir, A
es el conjunto de las clases de equivalencia determinadas por ~). En A
diremos que [z] < [y] siy sélo si z < y.

Definicién 6. Sea S un subconjunto no vacio de R. Una laguna de S es
un intervalo no degenerado que es disjunto de S que tiene cotas inferiores
y superiores en S. Un gap de S es una laguna mazimal de S.

Lo 1ltimo estd dicho en el siguiente sentido: J es un gap de S si

J es una laguna de S tal que si H es un intervalo que contiene a J,
entonces HN S # 0.

Lo que Debreu establece, es una relacion de la continuidad de una

funcién f : E C R — R con los gaps de f(E), concretamente cuando
éstos son abiertos.

Demostracién. (Del Lema 1)

Existen J C Ny elementos z; € X para cada i € 7, tales que A = {[z,] :
i € J} con z441 € Cy, para cada i € J(lo ultimo es posible debido a
la completitud de =<). Lo dicho se consigue de modo natural, si A tiene
elemento extremal respecto a <. ;{Qué hacer si A no tiene elementos
extremales? Procedamos de la siguiente manera, no sin antes mencionar
que en esta parte usaremos a los representantes de las clases, como si
fueran sus respectivas clases:

Podemos asumir que J C Z. Definamos una nueva ordenacién en
A, es decir A escrita como A = {y; }scs donde los y; estdn definidas por

Fijado un x; en A, sea y; =
Asumiendo definidos y para k = 1,2,--- ,n — 1, se define
Yn := Ty , donde k’es el minino indice de los zx

tales que zx = y1,- s Yn—1.
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Andlogamente, podemos definir elementos y_x en base a los elemen-
tos xx < z;. Con esta nueva ordenacién, establecemos una aplicacién
creciente de A en J y como es posible definir una funcién ¢ : J — R
mondétona y ademas que ¢(J) sea acotado 2, generamos una funcién

P: A—-R
[zi] = Y([zi]) = ¢(7)

Sean s = inf;jc 4 Y([z]) ¥ t = sup(y)c 4 ¥([z]).
Obviamente, por las cardinalidades de los conjuntos A y s, t[, existen
r €]s, t] tales que r ¢ ¥ (A). Fijando uno de tales r arbitrarios, definamos
los conjuntos®

Loe={vey(A):v<r} y L' :={vey(4):r<v} (4.1)

Sean g, = sup L, , ¢" := {nf L". La preocupacién de Debreu [4] estd cen-
trada en los casos cuando g, ¢ L, 6 cuando g" ¢ L", es decir cuando
los gaps de ¥(A) no son abiertos. Justamente en [4], Debreu propone
eliminar los gaps de estos tipos, pero como sostiene Beardon {1], las
aseveraciones no son totalmente correctas. No obstante que el mismo
Debreu propone otra prueba en [5], Beardon presenta un procedimiento
para probar que dado un subconjunto no vacio E de R es posible definir
una funcién creciente f : E — R tal que f(F) tiene solamente gaps
abiertos o cerrados (En el caso de gaps cerrados, rescatando las ideas
de Debreu, es posible convertir a éstos en un punto, manteniendo una
f sustituta creciente; con la consecuencia que estos intervalos ya no son
no degenerados.)

En lo que sigue, exponemos el aporte de Beardon (en la forma re-
querida para el propésito de Debreu) que en esencia es lo que en la
literatura se conoce como Lema Gap de Debreu ,y retomamos luego la
aplicacién de este resultado, siguiendo a Debreu {4].

. , 1
2Por ejemplo, cuando J C N,podemos tomar ¢(i) = 2 — =

i -
3Puede ocurrir que para r # 7, se obtenga L, = Lz 6 L™ = LT. Realmente, los
conjuntos de conjuntos L, asi como de conjuntos L", son enumerables.
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Teorema 7. Sea E un subconjunto no vacio de R, entonces eriste una
aplicacion estrictamente creciente g © E — R tal que los gaps de g(F)
son o un intervalo abierto o un intervalo cerrado.

La prueba de este teorema puede encontrarse en {1]. Podemos agre-
gar que esta g es acotada (es suficiente recordar que existe un homeo-
morfismo estrictamente creciente de R a ]0,1[.)

Retomando la prueba del Lema 1, definimos 4 : X — R mediante
u(zr) = g(¢(z;)), donde z € [z;] (4.2)

considerando E = 1(A). Por supuesto que u preserva el orden y para
probar la continuidad, tomamos un ndmero real r tal que s <r <ty
los conjunto X, ={zr € X:u(z) <r}y X" ={z € X:u{z) > r}.

Sir € u(X), entonces existe z € X tal que u(z) = r y por la topologia
natural de X, se concluye que X, y X" son cerrados.

Si ocurriera que r ¢ u(X), y si r pertenece a algin gap abierto, entonces
es posible obtener reales ' y r” en u(X) tales que X, = Xv y X" =
X T“, v de esta manera estamos como en el caso anterior. En el caso
que 7 pertenece a un gap cerrado, sean U = {r’ € w(X) : v’ > r}
y V = {r € w(X) : v < r}, estos conjuntos son no vacios desde la
definicién de laguna; siendo

Xe=()Xvy X" = () X»
r'eU reV

los cuales resultan cerrados. O

Nota 1. La condicién que A sea enumerable, es aplicable solamente
para la definicién inductiva de una correspondencia mondétona entre A y

J.

Nota 2. Observe que el tltimo procedimiento, puede aplicarse cuando
una componente del complemento de «(X) consista solamente de un pun-
to, es por eso que en la definicién de laguna no se consideran intervalos
no degenerados.
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Nota 3. El gran aporte del lema 1, estd en el manejo de los gaps que
nos muestra que es suficiente garantizar la existencia de una funcién
utilidad para una preferencia, para luego obtener una funcién de utilidad
continua.

Respecto al Lema 2
Como lo hablamos advertido, nuestro interés se centra en el Lema 1, no
obstante los interesados en la prueba del Lema 2, pueden consultar [4],

5} y [2]-

5. Comentario sobre la Representacién y
Lema Gap de Debreu

Hemos presentado al inicio, las funciones utilidad tomando valores
en R, pero este hecho restringe a otras relaciones que no son representa-
bles en el contexto dado (del mismo modo debilitando condiciones de
transitividad y completitud). Luego surge la necesidad de ampliar el
codominio de una funcién de representacién a otras estructuras de or-
den, distintas de (R, <). Paralelamente, el tema del Lema Gap de Debreu
ha tomado otros contextos interesantes. Dos importantes referencias ac-
tualizadas, son (3] y [6].
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Abstract

In this article it is presented a great contribution that Gerard Debreu
made to the Representation of ordering relations en [4]. In fact, his con-
tribution lies in the proof of Lemma 1 of {4], where he rebuilds the image
of a function with values in R to get continuity. Afterwards, this fact was
known as Debreu Lemma Gap.

In this article will be shown Debreu’s constructions to get a continu-
ous function, which represents a completely ordered relation defined in
a topological space.

Key words: Complete ordering, Representation of an ordering, Debreu Gap
Lemma.

Abelardo Jordan Liza

Seccién Matemaéticas, Departamento de Ciencias
Pontificia Universidad Catdlica del Peru
ajordan@pucp.edu.pe

18 Pro Mathematica, 22, 43-44 (2008), 9-18, ISSN 1012-3938



