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1. Introduccion

Una construcciéon con regla y compas es el trazado de puntos,
rectas o circulos usando solamente una regla y un compés ideales. Las
normas de utilizacién de “la regla” y “el compas” fueron establecidas
por los griegos, quienes fueron los que plantearon asi algunos de los
problemas méas famosos de la historia:

La Cuadratura del Circulo:

Este problema consiste en construir un cuadrado con area igual a la
de un circulo dado. Se comienza a partir de un circulo del cual se conocen
su centro y alguno de los puntos de su circunferencia. Para resolver el
problema basta construir un segmento de longitud igual a la del cuadrado
que tiene la misma area que la del circulo dado.

La Duplicacion del Cubo:

Aqui se propone la construcciéon de un cubo cuyo volumen sea el
doble del volumen de un cubo dado. En este caso basta construir a
partir de un segmento dado de longitud [, un segmento cuya longitud
sea igual a v/2l.

La Triseccién del Angulo:

Dado un cierto angulo, se plantea construir dos rectas que lo dividan
en tres angulos de igual medida. Este problema es resoluble para algunos
angulos particulares.

Estos problemas, a pesar de los esfuerzos de muchas generaciones
de matematicos, permanecieron sin solucién por méas de 2000 afios. Fue
recién en el siglo XIX que fue demostrada la imposibilidad de estas cons-
trucciones. Mas alla de la apariencia geométrica de estos problemas. La
solucion de éstos sblo fue posible con el desarrollo del dlgebra abstracta y
el estudio de ciertos conjuntos de ntimeros llamados cuerpos. Un cuerpo
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es una estructura abstracta que encuentra sus mas ricos ejemplos en
algunos conjuntos de nimeros reales o complejos. Antes de enunciar de
una forma matematicamente precisa las reglas de las construcciones con
regla y compés, estudiaremos la definiciéon de Cuerpo y daremos algunos
ejemplos.

2.

Cuerpos

Diremos que un conjunto F' C C es un cuerpo de nimeros com-

plejos, si satisface las propiedades siguientes:

1.

2.
3.
4.

F es cerrado para la suma y el producto. Dicho precisamente: para
cualesquiera a,b € F setienea+be€ Fyabe F.

1€ F.
Sia € F, entonces —a € F'.

Siac Fya#0,entoncesa ! € F.

Las siguientes propiedades de un cuerpo de mimeros complejos se de-
ducen facilmente de las anteriores:

s 0 € F: de 2y 3 deducimos que 1 y —1 son elementos de F. Luego

por 1 tendremos que 0 =1+ (~1) € F.

» Sia,b e F, entonces a —b € F: por 3 tenemos que (—b) € F, luego

a—b=a+(-b) cF.

» Sia,be Fyb+#0,entonces a/b € F: por 4 tenemos que b1 € F,

luego por 1 tendremos a/b=a(b™1) € F

» La suma o el producto de cualquier nimero (finito) de elementos

de F, es también un elemento de F: basta aplicar sucesivamente
la propiedad 1.

A partir de ahora escribiremos simplemente cuerpo en lugar de cuerpo
de ntmeros complejos.
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Ejercicio. Compruebe que Q, R y C son cuerpos y que N y Z no lo son.

Observe que, por definicion, un cuerpo es un conjunto no vacio (1 €
F). Veremos ahora que, de hecho, un cuerpo (de nimeros complejos)
debe tener infinitos elementos.

Proposiciéon. Si F C C es un cuerpo, entonces F contiene a todos los
numeros racionales.

Demostracion. Como 1 € F' y F es cerrado por la suma tendremos que
2=1+1¢€ F. Ahora, yaque 1,2 € F, vemos que 3=1+2 € F, luego
4 =341 € F y si seguimos con este argumento podremos probar que
todo niimero natural tiene que pertenecer a F. Ademas, por la propiedad
3, F contendra también a los opuestos aditivos de todos los nimeros
naturales. Entonces Z C F'. Dado cualquier niimero racional ¢, sabemos
que ¢ = a/b para ciertos nimeros a,b € Z con b # 0. Asi, como Z C F,
tendremos a,b € F'y consecuentemente ¢ = a/b debe pertenecer a F. [

3. Puntos Constructibles I

Ahora que ya tenemos la nocién de cuerpo, trataremos de hacer
precisa la nocién de constructibilidad de puntos. Dado un conjunto P de
puntos del plano, sean:

1. Rp el conjunto de las rectas del plano que pasan por 2 puntos
distintos de P -

2. Cp el conjunto de los circulos centrados en un punto de P que
pasan por algun otro punto de P.

Un punto del plano es contructible en un paso a partir de P si es un
punto de intersecciéon entre dos elementos de Rp U Cp. O sea, un punto
z sera constructible en un paso a partir de P si:

1. z es la interseccion entre las rectas determinadas por dos pares de
puntos de P,
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2. z es un punto de interseccién entre una recta y un circulo deter-
minados por dos pares de puntos de P, o

3. z es un punto de interseccién entre los circulos determinados por
dos pares de puntos de P.

Un punto z del plano es contructible en n pasos a partir de P, si existen
puntos zj,..., 2z, con 2z, = z y tales que: z; es constructible en un paso a
partir de P, zp es constructible en un paso a partir de PU{z1}, ..., 2,
es constructible en un paso a partir de PU{z1,...,2,—1}. Un punto del
plano es constructible a partir de P si es constructible en n pasos a partir
de P para algin n € N. Pues bien, ya que estamos interesados en estu-
diar los tres problemas de la antigiiedad, a partir de ahora abordaremos
la cuestion siguiente: Inicialmente comenzaremos con dos puntos dados
(ya construidos) O y A en el plano y nos plantearemos el problema de
caracterizar los puntos del plano que pueden ser construidos a partir de
{0, A}. Para hacer mas preciso el problema, introducimos coordenadas
cartesianas en el plano de manera que O = (0,0) y A = (1, 0). Entonces
diremos que un punto del plano es constructible si éste es constructible a
partir de {O, A}. Diremos también que una recta es constructible si pasa
por un par de puntos constructibles. En el caso de un circulo, diremos
que éste es constructible si su centro y algun punto de su circunferencia
son constructibles. Es facil ver que las intersecciones entre rectas y/o
circulos constructibles son puntos constructibles. Frecuentemente iden-
tificaremos nuestro plano cartesiano con el conjunto C de los nameros
complejos. Asi, diremos que el nimero complejo x + iy es constructible
si el punto (x,y) es constructible.

Lema 1. Sila recta L y el punto C son constructibles, entonces la recta
perpendicular a L que pasa por el punto C es constructible.

Demostracion. Por definicion, la recta L contiene al menos dos puntos
constructibles, as{ que podemos escoger en L un punto constructible A
distinto de C. Supongamos que la recta AC no es perpendicular a L,
caso contrario no habria nada que probar. Entonces el circulo centrado
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en C que pasa por A intersecta a L en un punto A’ # A, asi que el circulo
centrado en A que pasa por A’ y el circulo centrado en A’ que pasa por
A se intersectan en dos puntos constructibles P y Q. finalmente es facil
ver que la recta PQ es la recta buscada. |

Lema 2. Sila recta L y el punto C son constructibles, entonces la recta
paralela a L que pasa por C' es constructible.

Demostracion. Construimos primero la recta L' perpendicular a L que
pasa por C. Luego construimos la recta perpendicular a L que pasa por

C. O

Proposicion 3. El ndmero x + iy € C es constructible si y sélo si x e
y son numeros (en C) constructibles.

Demostracion. Supongamos que x + 4y es constructible. El punto (z,0)
es la interseccién entre el eje X y la recta paralela al eje Y que pasa
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por el punto constructible (z,y). Luego (z,0) es constructible. Anéloga-
mente podemos probar que (0, y) es constructible. Luego (y, 0) sera cons-
tructible, ya que es un punto de interseccién entre el eje X y el circulo
centrado en O que pasa por (0,y). Supongamos ahora que (z,0) y (y,0)
son constructibles. Procediendo como antes, podemos “construir” el pun-
to (0,y) y las rectas perpendiculares al eje X y al eje Y que pasan por
(z,0) v (0, y) respectivamente. Entonces el punto (z,y), siendo la inter-
seccién de estas dos rectas, serd un punto constructible. O

Teorema 4. El conjunto de los numeros reales constructibles es un cuer-
po.

Demostracion. Sean a y b nimeros reales constructibles.

1. —a es constructible: El punto (—a,0) es un punto de interseccion
de el eje X con el circulo centrado en O que pasa por {a,0).

2. a-+b es constructible: Claramente el nimero 1 € C es constructible,
asi que por la proposicién 3 el punto (b, 1) es constructible. Sea L la
recta que pasa por (0,1) y (a,0). Es facil ver que el punto (a+5,0)
es el punto de intersecciéon entre el eje X y la recta paralela a L
que pasa por (b,1). Entonces a + b es constructible.
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::‘:(_alo) o
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3. ab es constructible: Sea L la recta que pasa por los puntos cons-
tructibles (b,0) y (0,1). Es facil probar (es s6lo una semejanza
de triangulos) que la recta paralela a L que pasa por el punto
constructible (0, a) intersecta al eje X en el punto (ab, 0). Entonces
ab es constructible.

4. Sia # 0, entonces a~! es constructible: Sea L la recta que pasa por

los puntos constructibles (0,a) y (1,0). Entonces el punto (a™1,0)
sera constructible, ya que es la interseccion entre el eje X y la recta
paralela a L que pasa por (0,1).

O

Corolario 5. El conjunto K de los nimeros complejos constructibles es
UN CUETPO.

Demostracion. Sean z = a +ib y w = ¢ + id nimeros complejos cons-
tructibles. Entonces por la proposicién 3 a,b,¢ y d son constructibles.
Luego, por la proposicién 4 los nimeros —a, —b, (a+¢), (b+d), (ac—bd},
{ad + bc) son constructibles y, de nuevo por la proposiciéon 3, los niimeros
—z, z+w y zw seran constructibles. Ademas, si z # 0 tendremos también
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17 a
@ b tructibl iguiente lo mi
que y son constructibles y por consiguiente lo mismo
a2 + b2 aZ + b2
ocurrira con 271, g

Lema 6. Si A y B son constructibles, entonces el punto medio del seg-
mento AB es también constructible.

Demeostracion. El circulo centrado en A que pasa por B y el circulo
centrado en B que pasa por A se intersectan en los puntos P y . La
recta P(Q) intersecta al segmento AB en su punto medio. O

Proposicion 7. Sia > 0 es un nimero real constructible, entonces \/a
es también constructible.

Demostracion. Los puntos (—1,0) y (a,0) son constructibles, asi que
el punto medio del segmento que definen es constructible. Sea @Q este
punto medio y construyamos el circulo centrado en este punto que pasa
por (a,0). Este circulo intersecta la parte positiva del eje y en un punto
P. Se deduce de la semejanza entre los triangulos (—1,0)0OP y PO{(a,0)
que la longitud de OP es igual a v/a. entonces P = (0, y/a) y por lo tanto
Va es constructible. O
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4. Polinomios en una Variable

Desde la escuela estamos familiarizados con resolver problemas
que conducen a ecuaciones simples, por ejemplo, expresiones del tipo
504+2=1206z?+ 2 —6 = 2. Ya en esta epoca desarrollamos métodos
para encontrar todas las soluciones a estas ecuaciones. Sabiamos asi que
la ecuacién general az? + bz + ¢ = 0 (a # 0) posee dos soluciones (o s6lo
una) dadas por las férmulas

—b 4 Vb? —dac —b— Vb2 — dac
2a ’ 2a '

Sabemos también resolver facilmente ecuaciones de “mayor grado” en
algunos casos especiales, por ejemplo, las ecuaciones 23—z = 06 £ -2 =
0. Asi, es intuitivamente claro lo que significa “resolver” una ecuacién del
tipo

ag+a1x+ ... +a,z" =0.

La expresion ag + a1z + ... + a,x™ es conocida por todos nosotros
como polinomio. Un polinomio se puede interpretar como una funciéon
desde el punto de vista del analisis, precisamente, la funcién real f(z) =
ao+ a1z + ...+ a,z"”, x € R. Luego la ecuacién de arriba propone el
problema de encontrar los puntos de la recta real donde la funcién f toma,
el valor 0. Por otro lado, un polinomio puede entenderse, desde el punto
de vista algebraico, simplemente como una expresién (o simbolo) del tipo
ao+ a1z + ...+ apz™, donde n es cualquier nimero entero no negativo
¥ @g,-- -, 0, son nameros complejos. El término a;z7 (j = 0,...,n) se
Hama “término de grado 57 del polinomio (aqui convenimos que apz’ =
ag) y el namero a; es el coeficiente de dicho término. Para todo j > n
decimos que el coeficiente del término de grado j es nulo. Por supuesto y
como es natural no nos interesa diferenciar (por ejemplo) los polinomios
14 22 de 1 + 0z + 22 + 0z>. Entonces diremos que dos polinomios son
iguales (idénticos) si para todo j € Zx>o, los coeficientes de los términos
de grado j de ambos polinomios, son iguales. Denotaremos por 0 al
polinomio que tiene todos sus coeficientes iguales a cero. Claramente, si
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el polinomio f(z) es diferente del polinomio nulo, entonces f(z) admite
una expresion de la forma ag + a1z + ... +apz™ con n € Zxo y a, # 0.
En este caso decimos que el polinomio f(z) tiene grado igual a n y
escribiremos 9(f) = n ! . El coeficiente a,, se llama coeficiente principal
del polinomio y cuando a, = 1 diremos que el polinomio es ménico.
Observe que los polinomios de grado cero son expresiones de la forma
ap con ag € C\{0}. A todos estos polinomios, incluyendo ademéas al
polinomio nulo, les llamaremos constantes (o polinomios constantes).

A continuacion definimos la suma y el producto de polinomios. Da-
dos los polinomios f(z) = ap+a1z+...+axz" y g(z) =bo+biz+...+
bn,z™ (supongamos n > m), definimos la suma f(z) + ¢g(x) como siendo
el polinomio

co+cx+...+cpx’,

donde ¢; = a; + b; para todo j < n (naturalmente aqui hacemos b; =0
para todo j > m). El producto f(z)g(z) sera por definicién el polinomio

do+dix+ ...+ dpymz™t™,

donde dj, = Z aib; = agbg+a1bg_1+. .. axbo paratodok =0,1...,n+
it+j=k

m. En particular tenemos ¢,4m = anby,. Asi, si a, v by, son distintos

de cero, también ¢, 1., serd distinto de cero y tendremos por lo tanto la

siguiente propiedad.

Proposicién 8. Si f(z) y g(z) son polinomios no nulos, entonces el
grado del producto f(x)g(x) es igual a las suma de los grados de f(x)y
g{z). En particular, el producto de dos polinomios no nulos es también
no nulo.

Por otro lado, es facil ver a partir de la definicién que el producto
de cualquier polinomio por el polinomio nulo es igual al polinomio nulo.

LObserve que no se define el grado del polinomio nulo.
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Si F C C es un cuerpo, denotaremos por F[z] al conjunto de los
polinomios con coeficientes en F. Dados f(z),g(x) € F[z], observe que
los coeficientes de f + g y fg se obtienen por operaciones sucesivas de
suma y multiplicacién a partir de los coeficientes de f vy g. Esto garantiza
que los coeficientes de f+g vy fg pertenecen a F', es decir, f+g, fg € Flz].
Asi, las operaciones suma y producto de polinomios estan bien definidas
y son cerradas en Fz] y tenemos las siguientes propiedades:

1. La suma y el producto en F[z] son operaciones conmutativas y
asociativas.

2. Existe 1 € F[z] (polinomio constante 1) tal que para todo f € F[z]
setienel-f=f-1=f.

3. Existe 0 € F[z] (polinomio nulo) tal que 0+ f = f + 0 para todo
f € Flx].

Decimos que el polinomio f(z) divide al polinomio g(z), si existe un poli-
nomio h(z) tal que g(z) = f(z)h(z). En este caso escribiremos f(z)|g(z).
Se deduce facilmente que si f|g y glh, entonces f|h.

Teorema 9. (Algoritmo de la divisién con resto) Dados f(z),p(z) €
Flz} con d(p) = d, entonces

f(z) = p(z)q(z) + r(z),

para ciertos polinomios q(z),r(xz) € Flz] con r(x) = 0 0 I(r) < d.
Ademds los polinomios q(z) y r(z) son dnicos.

Demostracion. Sean f(z) = az™ + ...y p(z) =bz¢ +... con b#0. Si
n > d, como b # 0 podemos definir el polinomio g:z"_dp(.r) =az"+...,
cuyo término de mayor grado es igual al término de mayor grado de
f(z). Asi que si restamosgxn_dp(z) de f(z) obtendremos un polinomio
en Flz] cuyo término de mayor grado tiene como méaximo grado n — 1

(podria ser nulo), es decir

fie) = 1(@) = (2"~ p(@) =z~ 4.,
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a
Sin—1 3> d, esta vez restamos —z"~ % 'p(z) de fi(z) para anular el

termino a,2™ ! y obtendremos el polinomio
a

fo(z) = f(z) — gﬂ?"‘dp(af) - a—b—lwn“d”lp(x) =ar 24+,

el cual, o es nulo, o tiene grado < n — 2.
Entonces, si seguimos con este proceso, después de un namero finito

de pasos obtendremos un polinomio fi(z) € F{z], o bien nulo, o bien de
grado estrictamente menor que d expresado en la forma

fe(x) = f(z) — %:c"_dp(x) — %I—x"_d_lp(x) — = akf;lm"_d_kp(:c).

entonces f(z) = p(z)(Ezn~? + Sgnd=l 4 4 Blgnmd=ky 4 £ (1)
y finalmente s6lo tenemos que hacer g(z) = %x”"d + f”l—}m"“d_l + .+
Seotgn=d=k y r(z) = fi(z). Si f = pg' 4 ' es otra division con resto de
f, restando las ecuaciones tendremos p(q — q¢') = r’ — r. Entonces, como
r" — 7 es nulo o tiene grado menor que el grado de p, se deduce de la
proposicién 8 que g — ¢’ = 0 y de ahi sigue la unicidad. O

Dados f(z), g(x) € Flz], decimos que un polinomio d(z) € F[z] es
un maximo comun divisor de f y g sobre F si:

1. d(z) es divisor comun de f(z) y g(x),

2. Si u(z) es divisor comun de f(z) y g(z), entonces u(x) divide a

d(z),
3. d(z) es monico.

Teorema 10. Dado un cuerpo F y dados f(zx), g(x) en F[z], eriste
un dnico mdzimo comiun divisor d(z) de f y g sobre F. Ademds este
polinomio se expresa en la forma:

d(z) = a(x) f(z) + b(x)g(z),

para ciertos polinomios a,b € F|zx].
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Demostracion. Sea,
I ={a{x)f(x) + b(x)d(zx) : a(z),b(z) € Flz]}.

Como el conjunto de los grados de los polinomios no nulos de I es un
subconjunto de Zx, existe un polinomio d(z) € I tal que d(d(x)) <
d(u(z)) para todo u(z) € I. Es facil ver que cualquier multiplo de d(x) es
también un elemento de I, asi que multiplicando d(z) por el inverso de su
coeficiente principal si es necesario, podemos asumir que d(z) es ménico.
Afirmacién: d(z) divide a f(z) y g(z). Para esto, como (evidentemente)
f,g € I, es suficiente mostrar que d(z) divide a todo elemento de I.
Sea u(z) € I. Por el algoritmo de la division u(z) = g(z)d(z) + r(x)
donde r(z) es el polinomio nulo o tiene grado menor que el de d(x). Es
facil ver que r = u — gd es también un elemento de I, asi que r(z) no
puede tener grado menor que el de d(z) (por la definicion de d). Entonces
r =0y d(z) divide a u(x). Sea ahora d'(z) cualquier divisor comin de
f(z) v g(z). Entonces existen polinomios f’y ¢’ tales que f = d'f’ y
g=d'g’. Como d € I, existen a,b € F[z] tales que d = af +bg. Entonces
d=ad f' +bd'g = d(af + bg'), es decir, d'divide a d. Por lo tanto
d(z) es un maximo comun divisor de f(z) y g(z). Suponga que d'(z) es
otro maximo comin divisor f(z) y ¢g(z). Entonces sigue de la definicién
de maximo comin divisor que d|d’ y d’|d. Se deduce de la proposiciéon
8 que si P(z) divide a Q(z) # 0, entonces 9(P) < 0(Q). Por esto y lo
anterior tendremos que los grados de d(z) y d’(z) son iguales. Luego,
como d = d’c, de nuevo por la proposicién 8 el grado de ¢ debe ser cero,
es decir, ¢ es una constante. Como d y d’ son ambos ménicos, concluimos
que c= 1y por lo tanto d = d'. O

Denotamos el maximo comun divisor de f(z) y g(x) por (f(z), g(z)).
Decimos que un polinomio p(z) € Flz] de grado mayor que cero, es ir-
reductible sobre F', si no existen polinomios f(z),g(z) € F[z] de grado
mayor que cero tales que p(z) = f(z)g(x). Dicho de otra forma: Un poli-
nomio p(z) de grado mayor que cero es irreductible si p(z) = f(z)g(x)
implica que f o g es una constante diferente de cero.

34 Pro Mathematica, 22, 43-44 (2008), 19-50, ISSN 1012-3938



Construcciones con Regla y Compds

Ejemplo 11. Los polinomios lineales, es decir, los polinomios de la
forma f(z) = ax +b (a # 0), son irreductibles. Un polinomio cuadratico
f(z) = az? + bx + ¢ (a # 0), es irreductible sobre F si y solo si no tiene
raices en F.

Ejercicio 12. Pruebe que el polinomio f(z) = 822 —6x—1 es irreductible
sobre Q. (Sugerencia: si f fuera el producto de dos factores no constantes,
entonces uno de estos seria lineal y en consecuencia f tendria una raiz
racional. Pruebe entonces que f no tiene raices racionales.)

Proposicion 13. Si p(x), f(z) € Flz] y p(z) es irreductible, entonces:
o p(z) divide a f(x), o (p(z), f(x)) = 1.

Demostracion. Sea d(z) = (p(z), f(x)). Como d(z) divide a p(z), en-
tonces p(x) = d(x)c(z). Luego, o d(z) es una constante y por lo tanto
igual a 1, 0 ¢(z) = ¢ es una constante diferente de cero. La segunda posi-
bilidad implica que p(z) = cd(z) divide a f(z), ya que d(z)|f{x). O

Cuando (f(z),g(x)) = 1, decimos que los polinomios f(z) y g(z)
son primos entre si.

4.1. Raices de un Polinomio

Decimos que « € C es una raiz del polinomio f(z) = ag + a1z +
s apx™ st fa) = ap + aja + .. a,a™ es igual a cero. En este caso
decimos también que el polinomio f(z) se anula en «.

Proposicién 14. a € C es raiz de f(x) si y sdlo si (x — @) divide a

f(z).

Demostracidn. Supongamos que « es raiz de f(x). Por el algoritmo de
la divisién podemos escribir f(z) = ¢(z)(z — a) + r(z), donde r(z) = 0
0 d(r) < d(z — ) = 1. Luego r(z) = ry es una constante. Por otro
lado, si evaluamos en « cada uno de los miembros de la igualdad an-
terior obtenemos 0 = f(a) = r(a) = 9. Entonces f(z) = q(z)(z — «).
Reciprocamente, si (x—a)| f(x), entonces f(x) = (z—a)h(zx), para algin
polinomio A, lo que muestra que f(«) = 0. ]

Pro Mathematica, 22, /3-44 (2008), 19-50, ISSN 1012-3938 35



Rudy Rosas

Proposicion 15. Si f(x) es un polinomio de grado n, entonces f(x)
tiene como mdzrimo n raices complejas.

Demostracion. Razonemos por induccién en n. Es facil ver que todo
polinomio de grado 1 admite exactamente una una raiz (ap +ajz =0 si
y solamente si x = —ap/a1). Supongamos que todo polinomio de grado
k < n tiene como méximo k raices complejas y sea f(x) un polinomio
de grado n. Si f(z) no tiene raices no habria nada que probar, asi que
podemos asumir que f(z) tiene alguna raiz o € C. Entonces {z — «)
divide a f(z) y tendremos f(z) = (x — a)h(z). Si 6 # « es raiz de f(z),
entonces f(0) = (6 —a)h{c), de donde deducimos que h(f) = 0; es decir,
toda raiz de f diferente de o tiene que ser raiz de h(x). Como f(z) no
es nulo, necesariamente h(z) # 0 y tendremos por la proposicion 8 que
d(h) =n —1 < n. Entonces, por la hipdtesis de induccidn, el polinomio
h(z) tiene como maximo n — 1 raices y por lo tanto, f{z) tendra como
méaximo n raices. O

El siguiente Teorema, cuya prueba omitimos, es fundamental para
el estudio de los polinomios y sus propiedades

Teorema. (Teorema Fundamental del Algebra) Todo polinomio no cons-
tante con coeficientes complejos tiene al menos una raiz compleja.

Corolario 16. Si f(z) € C|z] tiene grado n > 1, entonces existen
C,01,...,0n € C tales que f(x) =clz —a1) ...  (z— an).

Demostracion. Procedemos por inducciéon en n. El corolario es obvio
para n = 1. Supongamos que el resultado vale para n = k > 1. Sea
f(z) un polinomio de grado k + 1. Por el Teorema Fundamental del
Algebra f(z) tiene una raiz o € C. Entonces existe h(z) € C[z] tal
que f(z) = (x — a)h(z). Entonces h(z) tiene grado k y por la hipotesis

inductiva existen ¢, o, . . ., o € C tales que h(z) = c(z—ayq)-.. .- (z—ox).
Luego f(z) =c(z —a)(x —a1)-...- (x —ay) y el corolario vale también
paran =k + 1. O
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5. Espacios Vectoriales

Decimos que V es un espacio vectorial sobre el cuerpo F, si existen
(sobre V) una operacién suma, que a todo par de elementos z,y € V
asocia un elemento x + y € V, y una operaciéon producto que a todo
“escalar” a € F' y todo z € V les hace corresponder un elemento ax en
V', con las siguientes propiedades:

1. La suma + hace de V un grupo conmutativo:

a) Vr,y,z € Vsecumple que z+y=y+zy(z+y) +2 =
x + (y + z) (propiedades conmutativa y asociativa).

b) Existe un elemento 0 € V tal que 0 +x = z para todo x € V.

¢) Para todo z € V existe un elemento en V denotado por —z
tal que z + (—z) = 0.

2. Ya,be F,z € V se tiene
a(bzx) = (ab)x (propiedad asociativa mixta)

3. Ya,be F,z,y € V se cumple que
a(z+y) = ax+ayy (a+b)xr = ax+by (propiedades distributivas).

4. Si 1 es la unidad en F, entonces 1 -x = para todo z € V.
A partir de estas propiedades se deducen otras como:
1. Si 0 es elemento nulo en F', entonces 0x = 0 para todo z € V.
2. (-Dz = -z
3.alr—y)=ax—ayy (a—bx=ax+by.

Si V' es un espacio vectorial sobre F' decimos también que V es un F-
espacio vectorial. Si F' = R o C decimos que V es un espacio vectorial
real o complejo, respectivamente.
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5.1. Base de un espacio vectorial

Sea V un F-espacio vectorial. Decimos que un conjunto finito

{v1,...,u} C V es linealmente independiente si la igualdad ajv; +
...+ apvy, = 0 s6lo es posible cuando a; = ... = a, = 0. Un conjunto
{v1,..., U} C V es una base de V si es linealmente independiente y todo

elemento de V' se expresa como una combinacién lineal con coeficientes
en F' de los elementos vy, ..., vy, es decir:

Vc{aimi+...+apv,ay,...,a,}

Utilizaremos el siguiente teorema de Algebra Lineal, que aceptare-
mos sin prueba:

Teorema. Si{vi,...,un} ¥y {u1,...,um} son bases de V, entonces n =
m.

Luego, si un espacio vectorial V tiene alguna base finita, el naimero
de elementos de esta base es un nimero que depende solo del espacio
vectorial y es, por definicién, la dimension de V.

6. Extensiones de Cuerpos y Niumeros Alge-
braicos

Decimos que el cuerpo F es una extension de F si F' C E. En este
caso escribiremos E{F.

Ejercicio 17. Verifique que, si E|F, la suma en E y el producto usual
entre un elemento de F' y un elemento de F hacen de F un F-espacio
vectorial.

Si E tiene dimension finita igual a n, decimos que la extension E|F
es finita de grado n. En este caso denotamos n = [E : F).

Ejemplo. Cousidere la extension C|R. Probemos que el conjunto B =
{1,4} es una base de C como R-espacio vectorial. Sia,b € Ry a(l)+bi =
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0, entonces claramente debemos tener a = b = 0, asi que B es linealmente
independiente. Por otro lado sabemos que C = {a + bi : a,b € R}, asi
que B genera C y es por lo tanto una base. En particular tenemos que
[C:R]=2.

Teorema 18. Si E|F y K|E son extensiones finitas, entonces [K : F} =
K : EJ|E : F]. En particular K|F es también finita.

Demostracion. Sean {u1,...,Um} y {v1,...,0n} bases de E y K como

F-espacio vectorial y E-espacio vectorial respectivamente (m = [E : F|,

n = [K : E]). Bastara probar que el conjunto de mn elementos {u,v; :

i=1,...,n,5 =1,...,m} es una base de K como F-espacio vectorial.

Suponga quez a;;(u;v;) = 0 para a;; € F. Entonces (Zaijui)vj =0
(3

i,J
y como (Zaijui) € FE y {v;} es base de K como E-espacio vectorial,
i

tendremos que (Zaijui) =0 paracada j = 1,...,m. Luego, como {u;}

K3
es base de E como F-espacio vectorial, concluimos que a;; = 0 para
todo ¢ y todo j y por lo tanto {u;;} es linealmente independiente. Dado
f € K, existen by,...,b,, € FE tales que § = ijvj. Por otro lado,
J

para cada j, existen aij,...,an; € F tales que b; = Zaijui. Entonces
i
0 = Zaijuivj y por lo tanto {u;v;} es base. O
%]

6.1. Numeros Algebraicos sobre un Cuerpo F

Decimos que un niumero o € C es algebraico sobre F, si a es
raiz de algin polinomio no nulo con coeficientes en F. Asi por ejemplo,
i, V2 y /2 son nameros algebraicos sobre Q, ya que son raices de los
polinomios z2 +1, 22 -2y 2® — 2 en Q|[z], respectivamente.

Proposicion 19. Sila extension E|F es finita, entonces todo « € E es
algebraico sobre F.
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Demostracion. Sean = [E : F]. Como la dimensién del F-espacio vecto-

rial E es igual a n, el conjunto {1, ,...,a"} debe ser linealmente depen-
diente, asi que existen nameros ag,...,a, € F no todos nulos tales que
apta10. .. apa™ = 0, es decir, « es raiz del polinomio ag+ai1z+...a,z"
en Flz]. O

Dado « algebraico sobre F, sea C el conjunto (no vacio por defini-
ci6n) de los polinomios no nulos con coeficientes en F que se anulan en a.
Sea N = {3(f) : f € C}. Como N es un conjunto no vacio de niimeros
naturales, éste tendra un elemento minimo, digamos d € N. Decimos
que este numero d es el grado de « sobre F. O sea, el grado de a es el
grado minimo entre los grados de los polinomios que se anulan en «. Sea
p(z) € C algin polinomio de grado d. Dividiendo p(z) por su coeficiente
principal si es necesario, podemos asumir que p(z) es monico.

Teorema 20. Sea « algebraico de grado d sobre F'. Entonces:

1. Existe un tnico polinomio ménico p(z) € Flz] de grado d que se
anula en o.

2. El polinomio p(x) es irreducible sobre $F§

3. p(z) es el dnico polinomio mdnico e irreducible sobre $F$ se anula
en a.

4. Si el polinomio f(z) € Flx] se anula en «, entonces p(x) lo divide.

El polinomio p(z) se llama polinomio minimal o irreducible de o sobre
F.

Demostracion. (1) Sean p(x) = z¢ 4+ ag_12% 1 + ... + a0 y q(z) =
¢+ bg_1297 1 ...+ by polinomios ménicos de grado d en F[z], que
se anulan en a. Entonces p(z) — q(z) = (ag—1 — bg—1)xé" 1 + ...
es un polinomio que se anula en «. Entonces, o p — ¢ € F[z] es
el polinomio nulo, o entonces el grado de p — ¢ es menor que d.
La altima posibilidad no es factible por la definicién de d, asi que
necesariamente p(z) = ¢(z).
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(2) Suponga que p(z) = h(z)g(x) para ciertos polinomios h,q € F[z].
Como h(a)q(a) = p(a) = 0, tendremos h(a) = 0 6 g(a) = 0,
digamos h{a) = 0. Luego, ya que claramente h(x) # 0, tendremos
d(h) > d por la definicién de d. Entonces, usando la proposicién
8 deducimos que d(h) = dy 0(q) = 0, y ¢ es por lo tanto una
constante.

(4) Por el algoritmo de la division tenemos f(z) = q(x)p(z) + r(z),
donde r{z) = 0 6 3(r) < d(p) = d. Pero r(z) = f(x) — g(z)p(x) se
anula en a, asi que r(xz) = 0 6 entonces d(r) > d (por la definicién
de d). Deducimos de aqui que r(z) = 0 y luego p|f.

(3) Sea g(x) un polinomio ménico e irreductible que se anula en a.
Por (4) tenemos que p divide a q, es decir, ¢(z) = p(z)h(z), para
algin polinomio con coeficientes racionales. Entonces, como ¢ es
irreducible y p no es constante, tendremos que h(x) = ag es una
constante. Asi que ¢(z) = app(z) y como p y ¢ son ambos monicos
concluimos que ag =1 y q(z) = p(z).

|

6.1.1. Numeros Algebraicos

Diremos que un numero es algebraico cuando es algebraico sobre
Q. Llamaremos A al conjunto de todos los niimeros algebraicos. Este
conjunto es claramente infinito, ya que contiene a Q, pero es mayor que
Q puesto que contiene nimeros no racionales como v/2. Diremos que un
namero es trascendente si éste no es algebraico. Fue Liouville en 1884
quien mostré explicitamente el primer nimero trascendente:

€= 107" = 0,110001000000000000000001000 . ..

n=1

Hermite en 1873 demostrd que el nimero e, la base de los logaritmos
naturales, es un nimero trascendente. Hasta este momento los niimeros
algebraicos, aunque su existencia era irrefutable, eran aparentemente
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“raros”, y fue Cantor quien probd en 1874 que de hecho, en cierto senti-
do, los nimeros trascendentes representan la “mayoria” de los ntimeros
reales. Como dato interesante (aunque no es relevante para el resto de
la exposicién) haremos preciso el resultado de Cantor. Decimos que un
conjunto es numerable cuando es finito o puede ponerse en biyeccién con
el conjunto de los numeros naturales.

Proposicion 21. El conjunto A de los nimeros algebraicos es un con-
junto numerable.

Demostracion. El conjunto P, = {ag+a1x+...+a,z" : a; € Q} de los
polinomios de grado n se puede poner en biyeccion con un subconjunto
de Q™ mediante la correspondencia

ao + 01Z + ... + apz™ — (ag,...,a,) € Q™.

Entonces P, es un conjunto numerable. Luego, el conjunto PyUP,U. .. de
todos los polinomios no nulos con coeficientes racionales es un conjunto
numerable. Sea fi, f2,... una numeraciéon de todos los polinomios no
nulos con coeficientes racionales y sea R; el conjunto (finito, por 15) de
las raices del polinomio f;. Entonces A = R; U Ry U ... es un conjunto
numerable, ya que es la unién de una cantidad numerable de conjuntos
finitos.

Un teorema clasico de Cantor establece que el conjunto de los ntime-
ros reales es no numerable. Luego, la proposicion anterior implica que el
conjunto R\ A de los nameros trascendentes es un conjunto infinito no
numerable. O

6.2. Extensiones Simples

El caso méas importante de extensiones que trataremos aqui es el
de extensiones simples. Sea F' un cuerpo y 8 € C. Denotamos por F(8)

al conjunto: @
P
{5 P Q€ Flal. Q) #0}.
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Proposicion 22. El conjunto F(0) es un cuerpo que contiene a F y a 6.
Ademds, si E es un cuerpo que contiene a F' y a 8, entonces F(0) C E.

Demostracién. Dado a € F, tomando P igual al polinomio constante «
y Q igual al polinomio constante 1 vemos que a € F(6), luego F C F(9).
en particular 1 € F(6). Por otro lado, tomando P(z) =z y Q = 1 vemos
que 0 € F(8). Dados a,b € F(0), es rutinario probar que a+b, ab, —a y
a~!(si a # 0) son elementos de F(#). Entonces F(6) es un cuerpo. Sea
E un cuerpo que contiene a F'y a 8 y sea a € F(f). Entonces a = g—gg%,
donde P y @) son polinomios con coeficientes en F. P(f) es una sucesion
finita de operaciones de suma y multiplicaciéon usando elementos de FE.
Luego P(f) € E. Analogamente Q(8) € E y como este elemento es

diferente de cero, también tendremos a = g% cE. [

El cuerpo F(8) es llamado “cuerpo generado por la adjuncién de 8

a F” o “cuerpo generado por F'y ” y es, en el sentido de la proposicién
anterior, “el menor cuerpo que contiene a I’y a 6”.

La extension E|F es simple si existe 8 € F tal que E = F(0), es
decir si E es generado por la adjuncién a F' de un tnico elemento.

Proposicion 23. Si o es algebraico de grado d sobre F, entonces la
extension F(a)|F es finita de grado d.

Demostracion. Probemos que B = {1,a,...,a% 1} es una base de F(a)
como F-espacio vectorial. Si ag(1) +a1(a)+...a4—1(a?"1) = 0 entonces
a es raiz del polinomio f(z) = ao + a1z + ...aq_12%"1. Pero por la
definicién de d el nimero « no es raiz de ningin polinomio no nulo
de grado menor que d. Entonces a9 = ... = a4~.1 = 0y B es por lo
tanto linealmente independiente. Queda ahora probar que todo elemen-
to de F'(«) se expresa como una combinacién lineal con coeficientes en
F de los elementos de B. Sea a = P(8)/Q(#) un elemento arbitrario
de F(6). Sea p(x) el polinomio irreductible de a. Entonces p(z) tiene
grado d. Como () # 0, el polinomio p(z) no divide a Q(z) y 13 im-
plica que (p(z), Q(z)) = 1. Luego, por el Teorema 10 existen polinomios
a(z),b(z) € Flx] tales que 1 = a(z)p(z) + b(z)Q(z) ¥, como p(a) = 0,
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tendremos Q(a)b(a) = 1. Entonces a = P(6)/Q(8) = P(6)b(8). Por el
algoritmo de la divisién P(x)b(z) = q(z)p(z)+r(z), donde el polinomio r
es nulo o tiene grado menor que d, es decir r(z) = ro+rz+.. IR
Entonces finalmente tenemos:

a = P(a)b(a) = g(a)p(a) + r(a) = r(a) =ro +r1a + ... +rg_ 12971
O

Teorema 24. El conjunto de los numeros algebraicos sobre un cuerpo
F es un cuerpo.

Demostracion. Sea A el conjunto de los nimeros algebraicos sobre F
y considere dos elementos o, € A. Como 3 es algebraico sobre F,
claramente sera también algebraico sobre F(a). Por la proposicién 23
las extensiones F(a)|F y F(a, 8)|F(a) son finitas, asi que (proposicién
18) F(a, B)|F es finita y por la proposision 19 todo nimero en F{a, 3)
sera algebraico sobre F. En particular, los nimeros a+ 3, . y a/f (si
3 #£ 0) son algebraicos sobre F. Por lo tanto A es un cuerpo. O

7. Puntos Constructibles 11

Como antes, identificaremos el plano bidimensional con el cuerpo
de los nimeros complejos.

Proposicion 25. Sea ( = a+ bi constructible en un paso a partir de un
cierto conjunto P C C. Suponga que los puntos de P tienen coordenadas
en un cuerpo F' C R. Fntonces: 0 F(a,b) = F o la extension F(a,b)|F
tiene grado 2.

Demostracion. La recta que pasa por los puntos (a1,b1) y (a2, b2) tiene
como ecuacion:

(a2 —a1)(y — b1) = (b2 — b1)(z — a1).
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El circulo centrado en {a1,b1) que pasa por (az b2) es definido por
la ecuacién:

(z—a1)? + (y —b)? = (az — a1)® + (b2 — b1)%.

Si € es el punto de interseccién de dos rectas que pasan por puntos
de P, vemos que las coordenadas de ( se obtienen resolviendo un par de
ecuaciones lineales con coeficientes en F. Es facil ver de ahi que estas
coordenadas perteneceran al cuerpo F. Si ¢ es un punto de interseccion
entre una recta y un circulo determinados por puntos de P, las coorde-
nadas de P se obtienen resolviendo un sistema donde una ecuaciéon es
lineal, y la otra es cuadratica. De la ecuacién lineal podemos expresar
y=qx+! (q,l € F) y reemplazar esto en la ecuaciéon cuadratica. Obte-
nemos asi una ecuacion cuadratica con coeficientes en F en la variable z.
Esto muestra que a sera raiz de un polinomio cuadratico con coeficientes
en F, de donde (usando la formula) tenemos a = r+4-sv/d con r,s,d € F.
Luego b = q(r + sv/d) + I. Es facil probar que F(a,b) = F(v/d). Luego
F(a,b)=Fsivdec Fo[F(a,b): F]=2si vd ¢ F.Finalmente, supon-
ga que ¢ se obtiene por la interseccién de dos circulos. Podemos restar
ambas ecuaciones y anular los terminos cuadraticos. Asi obtenemos una
relacion lineal entre z e y y procedemos como en el caso anterior. O

Teorema 26. Si { = a+ ib es constructible, entonces existe una cadena
finita cuerpos:

Q=KoCK),C...CK,CR

tales que a,b € Ky, y [K; : Kj—1] = 2 para todo j € {1,...,m}. Luego:
las coordenadas de un punto contructible son nimeros algebraicos cuyos
grados son potencias de 2.

Demostracion. Sean (q,...,{, = (¢ tales que {34 = a; + b1i es cons-
tructible en un paso a partir de C = {O = (0,0}, A = (1,0)}, (o = az+b2
es constructible en un paso a partir de C U {(1}, ... , {n = an + by, €8

constructible en un paso a partir de C U {(y,...,{p—1}. Sean Fy = Q,
F1 = Q(a1,b1), ... , Fu = Q(a1,b1,...,an,by). Las coordenadas de C
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estan en Fy = (Q, asi que por la proposicion 25 tenemos F) = Fy o
[F1 : Fy] = 2. Las coordenadas de C U {(1} estan en F; = Q(ay,b;), asi
que nuevamente por 25 tenemos Fp = F1 o [Fy : Fy] = 2. Asi, después
de aplicar 25 un nimero finito de veces, concluimos que F, = Fj_;
o [Fy : Fy—1] = 2 para todo k = 1,...,n. Eliminando de la lista Fy C
... C Fy, los cuerpos que sean iguales a su sucesor obtenemos una cadena
Q=Ko CK; C...CK, CR que claramente prueba la primera parte
de la proposicién. Aplicando sucesivamente el Teorema 18 obtenemos

[KmZKO] = [KmZKm_l]-...-[KllKo] = 2™,

Recuerde que el grado de a es igual a [Q(a) : Q]. Como Q@ C Q(a) C K,
aplicando nuevamente 18 tenemos [K,, : Q] = [Kn, : Q(a)] - [Q(a) : Q].
Entonces [Q{a) : Q] divide 2™ y sera por lo tanto una potencia de 2.
Analogamente se procede con b. O

Corolario 27. Si ( € C es constructible, entonces existe una cadena
finita de cuerpos

Q=FCcF C...CF,CcC

tal que ¢ € Ky, y [K; : Kj_1] = 2 paratodo j € {1,...,m}. Luego: Todo
niimero complejo constructible es un nimero algebraico cuyo grado es
una potencia de 2.

Demostracion. Por el teorema, anterior existe una cadena finita de cuer-
pos: Q=Ko CK, C...C K, CRtalesquea,bc K, y [K;: K;_1] =
2 para todo § € {1;...,m}. Sii € K,,, entonces { = a +ib € K,
y no habria nada mas que probar. Caso contrario, podemos aumen-

tar el cuerpo K,,(i) a la cadena y tendremos [Kn(i) : K] = 2y
¢ = a+ib € K,,(i). Finalmente, la prueba de que el grado de ¢ es
una potencia de 2 sigue como en la demostracion anterior. g

7.1. La Cuadratura del Circulo

Lema 28. La distancia entre dos puntos constructibles es un nimero
real constructible.
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Demostracion. Sean P,Q & C puntos constructibles. Entonces ( = P—Q
es un namero constructible. El circulo centrado en O que pasa por ¢
intersecta al eje z en el punto (|¢],0). Entonces el nimero [{| es cons-
tructible. O

Dado un circulo, jes posible construir con regla y compéas un cuadra-
do con igual drea? Suponga que el circulo en cuestién tiene como centro
un punto O y pasa por un punto A (dados). Naturalmente podemos
definir un sistema. de coordenadas donde O sea el origen de coordenadas
y A = (1,0). Con estas unidades, el area del circulo sera igual a .
Si pudiéramos construir un cuadrado de area 7, la distancia entre dos
de sus vertices consecutivos seria igual a /7 y por el corolario 28 este
nimero deberia ser algebraico. Esto es absurdo ya que caso contrario
T = /7 - /7 seria algebraico (teorema 24).

7.2. La Duplicacién del Cubo

Si nuestro cubo dado tuviera lado 1, para duplicarlo, tendriamos
que construir un cubo de lado ¥/2. Como antes, esto implicaria que /2
sea un ndmero constructible, lo que no es cierto ya que el polinomio
irreductible de este nimero es x> — 2 y su grado es por lo tanto igual a
3 (no es potencia de 2).

7.3. La Triseccién del Angulo

Dado un angulo cualquiera, es siempre posible su trisecciéon u-
sando regla y compas? Esto es posible en algunos casos particulares, asi
por ejemplo, un angulo recto puede ser facilmente trisecado: El circulo
centrado en O = (0, 0) pasando por A = (0,1) y el circulo centrado en A
pasando por O se intersectan en un punto en el primer cuadrante, que lla-
maremos P. Claramente el triangulo O PA es equilétero, asi que el éngulo
/POA es 7/3. Entonces OP es una de las trisectrices del angulo recto
del primer cuadrante. Para construir la otra trisectriz basta bisecar el an-
gulo ZPOA. Sin embargo, esta construccién es muy particular y se basa

Pro Mathematica, 22, 43-44 (2008), 19-50, ISSN 1012-3938 47



Rudy Rosas

en las propiedades geométricas especiales de 7/3 (como ser el angulo de
un tridngulo equilatero). Veremos ahora que, de hecho, el angulo ZPOA
no puede ser trisecado. Por lo visto arriba el punto P es constructible.
Si fuera posible trisecar el angulo, una de sus trisectrices intersectaria el
circulo unitario en el punto @ = e%* = cos(%) + isen(%). Entonces Q y
en consecuencia su abscisa a = cos(%) serian constructibles. Igualando
las partes reales en (cosf + isend)® = cos(30) + isen(36) deducimos la
identidad:

cos(30) = 4 cos® 6 — 3 cos b.

reemplazando § = 7/9 obtenemos la ecuacién 8a® — 6a — 1 = 0. El
polinomio 8z% — 6z — 1 es irreductible sobre Q (ejercicio 12) y ser4 por
tanto el polinomio minimal de «. Esto prueba que el grado de ar es 3, lo
que es una contradiccion.

8. Condiciones Suficientes para la Constructi-
bilidad

En esta seccion demostraremos que las condiciones necesarias para
la constructibilidad dadas en la seccién 7 son también condiciones sufi-
cientes.

Lema 29. Si [E : F] =2, existe d € F tal que E = F(\/d).

Demostracion. Tome o € E\F. El polinomio minimal p(x) de « sobre
F debe tener grado n mayor que 1 ya que a ¢ F, y menor o igual que
2 puesto que n = [F(a) : F| divide a [E : F] = 2. Entonces p(zx) tiene
grado 2. Ademéas [F(a) : F] = 2 = [E : F] y es facil deducir de aqui
que F(a) = E. Sea p(z) = z + bz + c. Entonces o = —b/2 + v/d/2
6 —b/2 — V/d/2, donde d = b*> — 4¢c € F. Finalmente es facil ver que
E = F(a) = F(Vd).

O

Teorema 30. Si { = a+ b es tal que eriste una cadena finita cuerpos:

Q=KyCK;C...CK, CcR
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con a,b € Kp, y [K; : Kj_1] = 2 para todo j € {1,...,m}, entonces el
punto  es constructible.

Demostracion. Procedemos por inducciéon en el nimero m de elementos
de la cadena. Si a y b pertenecen a Ky = Q, entonces estos niimeros
seran constructibles ya que el conjunto de los niimeros constructibles es
un cuerpo (teorema 4) y todo cuerpo contiene a Q. Supongamos ahora
que para toda cadena de m elementos:

Q=KyCK,C...CK,,CR

con [K; : K;_1] = 2 vale que los elementos de K,, son constructibles.
Considere ahora cualquier cadena de m + 1 elementos:

Q:KQCch...CKmJ,_lCR

con [K; : K;_1] = 2. Sea d € K,, tal que K,,11 = Kyn(Vd) (lema 29).
Por la hipotesis de induccion todo ntimero en K, sera constructible,
en particular d es constructible. Luego, por la proposicién 7 el nimero
V/d es constructible. Entonces el conjunto de los nimeros constructibles
contiene a K,, y a V/d y por lo tanto contiene a K,,(v/d) (proposicion
22), es decir, todo ntimero en K, 41 es constructible. |

Corolario 31. Si { € C es tal que eriste una cadena finita de cuerpos

con € Fp, y [Kj : Kj_1] = 2 para todo j € {1,...,m}, entonces el
numero ¢ es constructible.

Demostracion. Si ( = a +ib € F,,, es facil ver que a y b pertenecen
al cuerpo F,,41 = Fn,(i). Entonces por el teorema anterior a y b son
constructibles y por lo tanto ¢ sera constructible. O
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Abstract

The present article is a concise and autocontained exposition on the
three geometric problems of antiquity and their solutions. The intention
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