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Resumen
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comparacion entre el teorema del umbral de Kermack y
McKendrick correspondiente a un modelo epidémico
deterministico y el teorema del umbral de Peter Whittle
disenado para un modelo epidémico estocdstico.
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1. Preliminares

El Modelo Epidémico Deterministico General en una
Poblacién Homogénea

En el modelo clasico para una epidemia general que ahora describire-
mos, el tamario de la poblacién N se toma como una cantidad fija para el
tamario de la epidemia, y se considera que los individuos estan mezclados
homogéneamente. Los individuos infectos pueden morir, ser aislados, o
pueden recuperarse y volverse inmunes. Se cuentan a los individuos en
la poblacion segin el estado de su enfermedad, mientras S(t) representa
el nimero de susceptibles, I(t) representa el namero de infectos y R(t)
el namero de removibles (muertos, aislados o inmunes), asi que S(t) es
no-creciente, R(t) no-decreciente y la suma

St)+I(t)+R(t)y=N, Vt>0.
La ecuacion diferencial para S(t) es:

ds

= 1.1
77 aSI (1.1)

donde o > 0 es el parametro de infeccion, y (S,I, R)(0) = (so, %0, 70)
con ig > 1, rg = 0. El numero de individuos infectos simultdneamente
aumenta en la misma razén como el nimero de susceptibles disminuye,
y disminuye a través de los que se remueven (por muerte, aislamiento o
inmunidad) a una razén per capita 8 > 0, asi que:

dlI

—=aSI-p81 (1.2)

dt
Finalmente el niimero de individuos removidos aumenta en exactamente
la misma razén como la pérdida de individuos infectos, de manera que:

dR
— =81 (1.3)
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Observar que:
(57) s+ 100+ Rep =0,

ya que es consistente con el tamano de la poblacion total que permanece
fijo en N.

En el articulo titulado “Una contribucién a la teoria matematica
de las epidemias", que escribieron Kermack y McKendrick (1927) pro-
pusieron estas ecuaciones como un modelo simple que describe el curso
de una epidemia. Podemos escribir (1.1) y (1.3) como:

1 dS o« dR 1 dR
R (1.4)

donde p = B/a es la tasa relativa removible. Integrando directamente
esta ecuacién diferencial, y usando los valores iniciales sy y 79 = 0,
obtenemos:

S(t) = sge™ H0/P (1.5)
A continuacion se enuncia el teorema de Kermack y McKendrick

Teorema 1.1 (Kermack y McKendrick)

Una epidemia general se desarrolla segin las ecuaciones diferenciales
(1.1-3) de valores iniciales (so, i0,0), donde sg + 4o = N.

(i). (La supervivencia y el Tamafio Total) Cuando termina la infeccion
la propagacién de la epidemia cesa y hay un namero de individuos
susceptibles S, que no se ha infectado. El ntmero total r, de
individuos que se infectaron finalmente y que fueron removidos es
igual a sg + 19 — Seo, Y €8 la Unica raiz de la ecuacion

N —7Too = 50+ 00 — Too = Sp /P (1.6)

donde iy < 7o < So+1p, p = [/ latasa relativa de removimien-
to.
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(ii). (El Teorema del Umbral). Una mayor propagacién ocurre si y sblo
si Z—{(O) > 0, lo que sucede tnicamente si el niamero inicial de

susceptibles es sg > p.

(iii). (Segundo Teorema del Umbral) Si sg excede a p por una cantidad
pequena v, y si el nimero inicial de infectos ig es relativamente
pequeno respecto de v, entonces el niamero final de susceptibles
que queda en la poblacion es aproximadamente p — v, y o = 2v.

A partir de esta informacion se puede definir convenientemente la Inten-
sidad de la Epidemia, de la siguiente manera:
Numero total de Removidos

Ip = I ; N = Tamano Total de la Poblacion.

Asi por ejemplo si Iz = 0,9, aproximadamente 90 % de la poblacion son
afectados por la enfermedad y s6lo 10 % permanecen susceptibles al final
de la epidemia.

2. La Epidemia Estocastica General

Consideremos un modelo SIR donde la poblacién total Ng + Ny
estd subdividida en S(t) individuos susceptibles, I(t) individuos infectos,
y R(t) individuos inmunes o recuperados, con (5,7, R)(0) = (Ng, Ny,0)
y

S(t)+ I(t) + R(t) = Ng + Ny (2.1)

Considerar que {(S,I)(¢) : t > 0} es un proceso de Markov bivaria-
do; (2.1) asegura que R(t) = Ng + N; — S(t) — I(t) es conocido cuando
(S,1)(t) es conocido. Sea i el namero de individuos susceptibles y j el
namero de individuos infectos, en el instante . Se asume de nuevo que
hay mezcla homogénea para que en el intervalo de tiempo (t,t + At)
las infecciones ocurran con la tasa aijAt y recuperaciones con la tasa
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BjAt, manteniéndose para las probabilidades de transicion infinitesimal

P(S,D)(t+At) = (i — 1,5+ DS, I)(t) = (3,5)] = aijAt + o(At),
PSS, D+ At) = (1,5 - DI(S, 1)) = (z 7] =BiAt+o(At),
PSS, D)t +At) = (5, )(S, D) = (4,7)] =1 — (ai + B)jAt + o(At),

donde a es el parametro de infeccién y 8 es el parametro de recuperacion.
Entonces si escribimos las probabilidades de estado como:

py;(t) = P{(S, I)(t) = (,)|(S, 1)(0) = (Ns, N1)], (2.2)

se puede obtener rapidamente las ecuaciones de Kolmogorov hacia ade-
lante en la forma

dPugn, (t)

7 = ——N](()NS +/8)pNSNI (t)

WisE) — (i 4+ 1)~ Dpir sr(8) — e + B)piy (1) +

+B(7 + V)pij+1(2)

(0<i+j<Ns+Ni, 0<i<Ns, 0<j<Ns+Nj), (2.3)

sujetas a las condiciones iniciales p,_y (0) = 1,p;;(0) = 0 en otro caso.
Para un uso posterior se definira a la distribucién del tamaiio final de la
epidemia { P, }(,>0); es decir, la distribucién del nimero de individuos
susceptibles inicialmente que se infecta finalmente como:

Po =P [ lim (S, 1)(t) = (N5 —n,0)[(S, 1)(0) = (N5, ND)| = Py —n0(00)

t—oo

Se obtiene una representaciéon mas simple de la ecuacién si se define

t' = ot asi que d/dt = ad/dt’. Con p = s como la tasa de recuperacion
a

relativa, las ecuaciones (2.3) se convierten en (escribiendo ¢t = t' por
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conveniencia)

dPugn, (t)

2122 — —Ni(Ns + P)Pag, (0,

WO (4 1)~ Vs ga®) = 36+ D0 +
(7 + 1)pij+1(t)

(0<i+j<Ns+Nj, 0<:<Ns, 0<j7 < Ns+Npj, (2.4)

sujeto a la misma condicién inicial p,_, (0) = 1. Podriamos ahora
intentar resolver estas ecuaciones recursivamente, empezando con
Pagn, (1) = e”WNsTANIE Aunque también se puede usar una aproxi-
macién sistematica como la que se basa en una combinacion de la trans-
formada de Laplace y los métodos de f.g.p.

3. Teorema del Umbral de Whittle para la
Epidemia Estocastica General

Similar en naturaleza, al teorema de Kermack y McKendrick para
el modelo deterministico de la epidemia general, Peter Whittle construye
un teorema para el umbral estocéstico, con el objetivo de ver el desar-
rollo general de la epidemia; es decir, observar si la intensidad de la
epidemia aumenta o disminuye. Empecemos considerando al valor Ng
de la poblacion susceptible como un valor muy grande [Bartlett 1978,
as{ que

P{S,D(t+ At) = (i —1, 5+ DS, I)(t) = (1,7)] = NgjAt + o(At)
en lugar del valor exacto ijAt + o(At), y

PU(S.D)(t + At) = (1,5 — DI(S,1)(#) = (1,5)] = piAt + o(At)
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Se denota como I(t) al proceso marginal del namero de individuos in-
fectos que satisface estas relaciones aproximadamente, observando que
{I(t): t>0} con I(0) = N; es un proceso de nacimiento y muerte con
pardmetros Ng para los nacimientos y p para las muertes. La f.g.p. de T
estd dada por

pe(Ns—p)t(z_l) “(NSZ'—P) I .
[NSE(NS_p)t(Z*l)—-(st——p)jl » St NS?'é/),
p(z; 1) = | 5.1)
[1 —(pt — 1)(z — 1)}1\"
1—pt(z—1) ’

si Ng = p.

Notar que el resultado para Ns = p puede derivarse facilmente de que
para Ng # p seleccionando Ng = p + € en este caso y haciendo que
e — 0. Estamos interesados en la probabilidad de extincién de I(t), es
decir en tlin;o P [1: (t) = 0] = t&r& ©(0,t). De la primera de las ecuaciones
de (3.1) vemos que el comportamiento difiere entre Ng > py Ng < p, a
saber,

_ pe—(Ns=pit 1M1 Ni
. p— pe — |~ i
t]irgo |:NS — pe_(NS*P)t] - |:NS:| < 17 SINS > p,
lfm (0; t) =
t—oo p_pe(NS—p)t Ny
M, [m] =1, siNs < p-
(3.2)

Cuando Ng = p la segunda ecuaciéon en (3.1) mantiene el limite
1, el cual es igual al limite de ambas expresiones en (3.2). Asi, para
Ng < p, tlivnolo pP {f () = 0] = 1 luego es probable que la propagacion
epidémica sea pequena. Por otro lado, para Ng > p, el limite es po-
sitivo pero menor que 1, asi que la propagacién puede ser pequena o
grande. Whittle (1955) hizo un anéalisis més preciso que la aproximacion
de Bartlett; el paso esencial es acotar el nimero de infectos I(t) en el
proceso epidémico actual entre dos procesos de nacimiento y muerte I(t).
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Para cualquier £ en ]0,1[ podemos preguntar si la intensidad de la epi-
demia, significa que la proporcion de susceptibles que se han infectado,
excede a €. Para terminar se define

[Nsé]

m(€) = lim P[S(0) — S(t) < Ng €] = Z P, (3.3)

t—00

con P, la probabilidad de que el tamaiio final de la epidemia sea n, como
se defini6 en (2.3). Se puede acotar la componente I(t) en el proceso
epidémico {(S, I)}(t) : t > 0} por I(t) en dos procesos bivariados

{I(t), U(t) = N; + 8(0) — S(t) : t >0}

donde I (-) es un proceso de nacimiento y muerte con parametro de
nacimiento ya sea Ay = Ng, como en (3.1), 0 Ao = Ng(1 —¢£), y con
pardmetro de muerte g1 = ps = p. Notar que U(t) representa a to-
dos los individuos que han sido infectados en un tiempo mayor que ¢,
incluyendo a los Ny individuos inicialmente infectos. Sea

P;x(t) = P[(1,U)(t) = (4, H)I(1, U)(0) = (N1, Np)].-

o(z,w;t) = Z pk(t) 27 w"
3.k

Ahora las ecuaciones de Kolmogorov hacia delante para el proceso de
nacimiento y muerte con el pardmetro A de nacimiento, son:

dp; ) . .
P M~ Dpyereos — A+ 2)ise + 00+ s

(0<j<Nsg+N;, Nt <k < Ng+ Ny),

definiendo pjx = 0 cuando (j, k) cae fuera del rango permisible. Esto
lleva a las ecuaciones diferenciales parciales

9¢

17,
50 [Az2w + (A + p)z + p) —a—i, (3.4)
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con la condicién inicial ¢(z,w;0) = z¥sw¥r. La Ecuacién (3.4) puede

resolverse por los métodos clasicos.

Obteniéndose por el método de Lagrange:

N
ol w;t) = ws [m(z = p)e T 4 i - )]

(z —~ 7]2)6—)\2(771—772)t + (m — 2) :| s (35)

Como t — 00, la distribucién asintética del nimero total de individuos
U(t) que finalmente se infecta estd dada por:

A+ p| ™M
th’m o(1,w;t) = w1 (w) = [—2_%} A-V1i—kw)', (3.6)

donde k = (—)\—;pL Se extiende esta relacion, usando la expansion de

Lagrange para la funcién ¢¥(s) = s"7, donde s(w) = 1 — V1 —kw se
puede dar convenientemente como la raiz de s® — 2s + kw = 0, que
satisface h’mos(w) = (. Notar que

w:s(2—s): s

k k/(2—s)

por lo tanto usando la formula
et w” [ dn—1 k n
— il N Nr—-1
V(s(w) T; n! [ds"—1 [ 18 <2—s> Hs:O

para la expansién de Lagrange, vemos que lleva al siguiente resultado:

P,(A\) = lim P[U(t) = Ny +n] = tliréloP[S(O) —Sty=n]=

t—o0

(2n + N — 1)1 \npnti

<n<Ng-1
I s N O e (0snsNs—1)
N Ng~1 (3.7)
1- Z P"’l()‘)7 (TL:Ns)
m=0
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donde {P,(A)} es la distribucién de probabilidad para el ntmero total
de individuos inicialmente susceptibles que finalmente se infectaron, para
un parametro especifico de nacimiento A,

Ahora sabemos de (3.6) que para Ng — oo,

AN
lim (1,1;1) ZP =1 5) 0 <N gy
e Lo (p=2A)

asi que -
3 Pu(A) = [min (§ 1)]N’ (3.9)
n=0

Por lo tanto para Ng suficientemente grande, en el caso de una epidemia
de intensidad £, con limitar los valores A\; = Ng > S(t) > Ay = Ng(1-¢)
para los parametros de nacimiento del proceso de nacimiento y de muerte
involucrados, tenemos aproximadamente

[Nsg] [NsE] [Ns&]

ZP ZP<ZP)\2)

o equivalentemente

{min (Ns 1)] " <m() < [mm (F(f_—?) 1)] " (3.10)

De este resultado se deducen las siguientes conclusiones:

Teorema 3.1 (Teorema del Umbral de Whittle). Considerar un
proceso epidémico general con numeros iniciales de individuos suscepti-
bles Ng e infectos Ny, y tasa relativa de removimiento p. Para cualquier
€ en ]0,1[,7(£) denota la probabilidad de que a lo sumo [Ng€] de los
individuos susceptibles se infectan finalmente; es decir, que la intensidad
de la epidemia no excede a &.

(i). Si p < Ng(1 — &), entonces

()" 0= st =o)"
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(i1). Si Ns(1 —£) < p < Ng, entonces:

(NLS)NI <mE) <1

En ambos casos hay aproximadamente una probabilidad igual a
1 — (p/Ns)N1, de que la epidemia logre una intensidad mayor que
¢, para un valor pequeiio &.

(iii). Si p > Ns entonces m(€) = 1, y la probabilidad de que la epi-
demia logre una intensidad mayor que cualquier ¢ predeterminado
en |0, 1], es cero.
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Abstract

In the present exposition we seek to establish a comparison among the
Kermack and McKendrick’s threshold theorem for the deterministic epi-
demic model and the Peter Whittle’s threshold theorem for the stochastic
epidemic model.
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