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Resumen

En el presente trabajo nos proponemos estudiar las
Foliaciones Holomorfas Singulares sobre el espacio
proyectivo complejo 2-dimensional P%. Nuestro interés en
estas foliaciones estd centrado en sus soluciones algebraicas.
Determinaremos una forma normal de encontrar el indice de
Camacho & Sad de estas soluciones, el cual es invariante
por foliacion. Finalmente, mostramos que el conjunto de
foliaciones holomorfas singulares sin soluciones algebraicas
es genérico.
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1. Introducciéon

El presente trabajo es motivado por una exposicién hecha por A.
Lins Neto [12].

Las Foliaciones Holomorfas Singulares sobre el plano proyectivo comple-
jo §, son representadas en coordenadas afines por un campo Z(x,y) =
(P(a:, y), Qlzx, y)), o equivalentemente por una 1-—forma diferencial holo-
morfa:
P(z;y)dy — Q(z;y)dz = 0

donde Py @ son polinomios en dos variables complejas, de modo tal que
med(P; Q) = 1. El conjunto Sing(F) = {(z;y) : P(z;y) = Q(z;y) = 0}
es llamado conjunto singular de la foliacién § en las coordenadas afines
de PZ. En este caso, Sing(F) consta sélo de puntos aislados. Nuestro
interés acerca de las foliaciones sobre IP(% estara centrado en las Soluciones
Algebraicas de §, asociadas a la ecuacién

"P(z;y)dy — Q(z;y)dx = 0,

Dada una solucién algebraica S de §y p € Sing(F), S es definida lo-
calmente en algin sistema de coordenadas afines por {f(z;y) = 0}. Si
p € Sing(S) entonces podemos descomponer f localmente en un produc-
to de funciones analiticas irreducibles, es decir f = f1.fo.--- .fr. Cada
conjunto B; = {q¢ € U : f;(q) = 0} sera llamado rama local de S en
p. Si p € S es punto regular de S, entonces existe una Unica rama de
S en p. Asociaremos a cada singularidad p € Sing(F),conp e S,y a
cada rama local B de S en p, el niimero complejo i(B; §), Indice de B

con respecto a §, asi se tendrd el namero ¢(9,F) = > > (B ),
peSing(F) BEB
donde B denota al conjunto de todas las ramas locales de S a través de

las singularidades de §. El resultado principal del presente trabajo es de
generalizar el siguiente teorema:

Teorema 1.1 (Teorema del Indice ). Sean § una foliacién singular por
curvas sobre una variedad compleja 2-dimensional M, S una superficie
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de Riemann compacta encajada en M tal gue Sing(§) = {q1,...,¢-} C S
y S\ Sing(F) una hoja de F. Entonces

c(5,8) = [ c(E) Ae(E),
/

donde E es el fibrado normal de S y ¢(E) es la clase de Chern de E.
Ademds ¢(S,F) es independiente de la foliacién §.

Reemplazando la variedad por el plano proyectivo' complejo y la super-
ficie de Riemann (solucién de la foliacién) por una curva algebraica,
obtenemos:

e(S,8) = 3dg(S) — x(S) + 3_ u(B),

BeB

donde: u(B),dg(S), x(S) representan el nimero de Milnor de la rama
local S, el grado y la caracteristica Intrinseca de Fuler de S, respectiva-
mente. Como consecuencia se obtiene:

1. ¢(S,38) € Z\{2}.
2. ¢(S,F) = 1si, y s6lo si S, es una linea proyectiva.

Finalmente, a manera de aplicacién, se muestra que el conjunto de folia-
ciones holomorfas singulares sin solucién algebraica es genérico.

2. Indice de una Separatriz con Respecto a
una Foliacion

Consideremos una foliacion §, determinada por una 1—forma
holomorfa w = 0 y un sistema de coordenadas afines

0:=(z,y):UCM— C?
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donde ¢(p) = (z(p),y(p)) = (0,0), tal que w = 0 puede ser escrita, en
estas coordenadas, como:

P(iC, y)dy - Q(x,y)dx =0, (21)

donde P y @ son funciones analiticas en V = (U) C C2 tal que
P(0,0) = Q(0,0) = 0, y supongamos que el conjunto Sing(F) es ais-
lado.

Teorema 2.1 (Teorema de Camacho - Sad). Si Z = (P(z,y), Q(z,y))
es un campo vectorial holomorfo en un abierto U C C? y p una singu-

laridad aislada de Z, entonces siempre existe una separatriz de Z por

p.

Gracias al Teorema 2.1 la foliacién determinada por w = 0 siempre tiene
una separatriz alrededor de p, ésta serd determinada por los ceros de una
funcién f irreducible, es decir B = {(z,y) € U : f(z,y) =0} .

Proposicion 2.1. El conjunto analitico B = {(m,y) eU: flz,y) = 0},

donde f es irreducible, es separatriz de w =0, si y sdlo st
df ANw = f.gdx A dy, (2.2)
donde g : U — C es analitica.

Observacién 2.1. La proposicién anterior es equivalente a: Si B =
{(z,y) € U : f(z,y) = 0, f irreducible} es una separatriz de w = 0,
entonces existen k,h € O2 y a una 1 — forma, con k y f primos
relativos tales que:

kw = hdf + fa (2.3)

Consideremos ahora S una solucién algebraica de una foliacién § so-
bre P2 y p € Sing(¥) supongamos que S es definida en un sistema
de coordenadas afines,  := (z,y) : U — C2, por {f(x,y) = O} tal
que (p) = (z(p),y(p)) = (0,0), si p € Sing(S) y U es lo suficien-
temente pequefio, entonces podemos descomponer f como el producto
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de funciones analiticas irreducibles localmente, es decir f = fi.... fx.
Cuando if%p_) #0606 é%(yioz # 0, tenemos que B; = {f; = 0} es
una rama regular. Cuando p ¢ Sing(S), entonces existe una dnica ra-
ma de S en p, que es suave. Ahora, ya que f es irreducible, el conjunto
analitico B = {f = 0}, tiene una parametrizacién de Puiseux, digamos
3 : D — B, la cual es un homeomorfismo sobre su imagen.

Definicién 2.1. El indice de la foliacién § con respecto a la rama local
B de S en p, es por definicion el residuo

i( =5 / i (2.4)

donde o y h son como en la ecuacién (2.3) v v es la imagen mediante
1 del circulo re??,con 0 < § < 2ry0 < r < e, donde 0 < e <1,y
1 : D — B es la parametrizacién de Puiseux.

Observemos que (2.4), esta bien definido puesto que f no divide a h.
Lema 2.1. El nimero definido en (2.4), depende sdlo de B y de §

Demostracidén. Ver [14]. O

Ejemplo 2.1. Supongamos que § tiene una solucién regular B, a través
de la singularidad p = (0,0) € U ¢ C2. En este caso, podemos suponer
que B = {(:v,y) eU: fle,y) =y = 0}. Y, en consecuencia, F es
definida por:

w = Pdy — yqdz,

donde P,q : U — C son analiticas.

Asi
df N\w = yqdz Ady,
tomando k = g—i =1, h =Py a= —qdz, una descomposicién para w
seria
w = hdy + ya
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= Pdy — yqdx = hdy + ya,

dividiendo por yh tenemos

o — —gda:

h h
a | _ —q(z,0)dz
R IB = P(x,0)

. q(z,0)
B,3) = Res( 2 =0).
i(B, %) es P, 0) z=0
Notemos que la ultima igualdad coincide con la definicién de Camacho y
Sad, para el caso regular(ver [5]). Por otro lado, como p € S no es punto
singular de S, tenemos justo una rama de S alrededor de este. Usaremos
la siguiente notacién para este caso i(B,§) = i,(B, §).

Un caso particular e interesante es cuando § es definida por un campo
polinomial:

0 0
X = (A by)— + doy—.
(@,9) =z +by)5- + Wa,
En este caso
w = {(Mz + by)dy — Aqydz.
Haciendo k& = %5 =1,h= Py a= —Xdz, se sigue que la descomposi-
cién para w es
w = hdy+yo
= —-Qdr = ya
e - ZQdr -
R hy 7 (Aiztby)
—_ =
kle = 32
. ) A
'L(B7S) = 'L:D(ng) = X’?’

Ejemplo 2.2. Consideremos el caso donde §, es la foliacién en una
vecindad U de (0,0) € C?, cuyas hojas son las superficies de nivel de

32 Pro Mathematica, 23, 45-46 (2009), 27-52, ISSN 1012-3938



Soluciones Algebraicas de Foliaciones sobre P2

alguna funcién analitica f : U — C, donde f(0,0) =0y f # 0, se sigue
que §, esta dada por:

w=df =0.

Supongamos que f~!(0) tiene ramas By, . .., By alrededor de (0,0), donde
Bi=f'0) y f=Hf.....fs 1<j<k

Si k=1

Una descomposicién para w es la siguiente

lw = 1.df +0.f,
entonces
i(B,F) =0.
Sik>1
Denotemos por [B;, Bjlo = [fi, fJ]O al m'lmero de intersecciones de f;
y fj en (0,0). Se tiene que w = Z fi.. .. fr.df;, luego la

descomposicién para la rama B; = f]-_l(O) es
df = hdf; + f;a,
donde

h=fi...fiofe y a= Ffioifio Fioe Frdfs

i#]
(67 w d aj5 dfz
= — ——— .
RTGR T ; fi

Luego, tenemos:
dfs
i(B; E 2.5
J 3 27_” / ( )
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Ahora como f; es analitica irreducible, tomemos ¢ : Dy — B; una
parametrizacién de Puiseux de Bj;, tenemos

1 d i © 1 d’i
{BiaBj]OZOTd(in(p(t)’t::O):%/ Scfo;p) :_27Z_ _}.tf_i’
aD e

y, reemplazando en (2.5), se tiene

i(B,F) =—>_[Bi, Bjlo = =Y _lfu, filo-

i#] i#]

Observacién 2.2. El nimero (B, §) es invariante por biholomorfismo.

3. Generalizacion del Teorema del Indice

La generalizacién serd hecha para foliaciones sobre PZ donde la
superficie de Riemann pasa a ser una curva algebraica.

Consideremos M una variedad compleja 2-dimensional y S C M una
subvariedad irreducible de dimensién 1 compacta (singular o no). Sea §
una foliacién singular por curvas, tales que S es una solucién de §, esto
es, S es unién de hojas con un ntmero finito de singularidades de §. Esto
significa que existe un cubrimiento de M por abiertos, M = J,c; Ui, ¥
una coleccién de 1-formas holomorfas (w;)ecs y funciones holomorfas no
nulas g;; : U; N U; — C¥, tales que w; = g;;w;. Supongamos que el
conjunto singular Sing(w;) = {¢ € U; : w;(q) = 0} es discreto. Ya que
w; = gi;w; en U; NUj, la ecuacidén diferencial w; = 0, i € I, define una
foliacién por curvas sobre M~ Sing(F), donde Sing(F) = {J;c; Sing(w;).
Por otro lado, S puede ser definido en cada U;, por la ecuacién f; = 0,
donde f; : U; — C es analitica y f; = h;; f; en U; N Uj.

La subvariedad singular S seré una solucién de §, si sélo si, para todo
i €1, dfi Aw; = fiu;, donde p; es una 2-forma holomorfa sobre U,. Bajo
estas condiciones, supongamos p € S sea una singularidad de §, tal que
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S tiene ramas By,---, By a través de p. Si es posible definir el indice
de Bj con respecto a §, definimos ¢(S,§) como la suma de todos los
indices con respecto a §, de todas las ramas de S a través de todas las
singularidades de §, esto es:

o$,8) = > Y UBS3), (3.1)

peSin(F) BEBy
donde B, es el conjunto de las ramas de S que pasan por p.

Teorema 3.1. Sea S C M la subvariedad descrita anteriormente. En-
tonces:

a) Si S es una solucidon de una foliacion singular §, entonces ¢(S,§)
es un entero.

b) Si S es una solucidn de dos foliaciones singulares §1 y §2, entonces

0(5731) = C(Sv 32)

c) Si S es regular, entonces ¢(S,5F) es la Clase de Carateristica de
Chern de la parte normal de S en M.

Demostracidn. Si S es regular, entonces (a), (b) y (¢) siguen del teorema
de Camacho-Sad.(ver [5])
Si S es singular,(ver [14]). O

Teorema 3.2. (Generalizacién del Teorema del Indice)
Sea § una foliacién singular de PZ y S una solucién algebraica irreducible
de ¥. Entonces

c(S,3) = 3dg(S) — X(S) + Y u(B),

Be®

donde

dg(S) := Grado de S en PZ.

u(B) := El nimero de Milnor de la rama local.
X(S) := La caracteristica intrinseca de Euler de S.
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Demostracién. Sea S C PZ una curva algebraica irreducible, la cual es
una solucién algebraica de la foliacién singular § sobre P3.
Eligamos un sistema coordenado

(ZL‘, y) : UO — CQ

con la propiedad de que la linea al infinito (Lo, = P% \ Up) corta a S
transversalmente en k = dg(S) puntos. Sea f : C* — C un polinomio
irreducible de grado k, tal que S = {f = 0} en este sistema coordenado
afin.

Sea G la compactificacién en P2 de la foliacién en C2, cuyas hojas son
las curvas de nivel de f. Una ecuaciéon para G |c2 es, desde luego,
w=df =0. Como SNUy = {f = 0} es invariante por G, se sigue
que ¢(S,F) = ¢(S,G). Calculemos entonces el nimero ¢(S,G).

Para esto dividamos el estudio segin las singularidades de G en S, en
dos partes.

I) Singularidades Infinitas (S0)
Correspondiente a la interseccién de S con L, es decir la singu-
laridades de G en S que se encuentran en el infinito.

Soo = Smg(g) N Loo

IT) Singularidades Finitas(Smn.)
Correspondiente a las singularidades de G en S, que se encuentran
en la parte afin, es decir, que estas singularidades se encuentran en
U~ C2.
Stin = Sin(G) N Uy

Analicemos el caso (I).

Notemos que los puntos de L, NS, son puntos regulares de S, entonces
a cada p € SN Ly, le corresponde una nica rama local, la cual deno-
taremos por B(p).

Calculemos i(B(p),G).
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Consideremos el cambio del sistema coordenado afin x = % y =
Donde {z = 0} = Ly en las coordenadas (z,w) € Uy, ya que f(z,
tiene grado k, podemos escribir

@ nle

)

fla,y) = 27 f(z,w)

donde f es irreducible y { f= 0} representa a S en el sistema coordenado
(z,w).
Por otro lado

df(z,y) = 2% (zdf — kfdz).

Se sigue que G puede ser definida en U; por

W' = zdf — kfdz

siendo SNU; = {f = 0}. En particular So,NU; = {(0,w) : f(0,w) = 0},
por tanto S, contiene k puntos ya que L., corta transversalmente a S.
Ademsds, parapg = (0, w) € Seo, f posee apenas una rama en pg, digamos
B(pg). Entonces

(S, G) = k2.

Analicemos ahora el caso (I1).

Sea Sing(S) = {p1,...,pm} las singularidades finitas de S. Supongamos
que f = fi... f,L1 es una descomposicién local de f en factores irre-
ducibles, en una vecindad de p;. Denotemos por Bj a la rama local de .S
a través de p;, correspondiente a f; Ya que § es representado por df =0
alrededor de p;, se sigue:

i(B,G) = — 5 [fifly 3 mi>1

n=1;n#j

i(B},G) = 0 :omy =1
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En consecuencia, la contribucién de todas las ramas locales de S a través

n; n;
depses—3, 3 [fi, filp- Por tanto
j=ln=ln#j

- Y LY

Pi€Spin J=1n#j

En general, de (I) y (II), obtenemos

o(S,9)=k*— ZZ[fmf]p. (3.2)

Pi€Ssin j=1 n#j
Calculemos ahora x(5):

Por el método de aplicar varias Blowing-up (ver [14]), es posible la cons-
truccién de una variedad M y una aplicacién analitica propia
7 : M — PZ, llamada la desingularizacién de S, denotemos por

Di'_'ﬂ._l(pi)v 7':‘17 M

llamado el divisor asociado a p; (ver [14]), y S* C M la superficie
de Riemann compacta tal que 7(S*) = S. Tenemos el biholomorfismo
h =7|g« : §* — §; en consecuencia x(5) = x(S*). Por otro lado

0 0
X = ~fyg+fege (33)

es el campo dual de w = df = f.dx + f,dy. Observemos que X es
tangente a { f= 0}, de forma que podemos considerar X* = #(X |g),

el cual es un campo meromorfo en S*, cuyos polos estan en 77 1(Sy).
Utilizaremos el siguiente resultado {ver [6])

x(8*) = Z(X*) - P(X"), (3.4)
donde
Z(X*y= Y oX*.q) 'y PX)= Y pX"q),
X*(q)=0 g=polo de X*
siendo
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o(X*,q) := Orden de g como cero de X*
p(X*, q) := Orden de g como polo de X*.

Notemos que si p € 771(S,,), entonces el orden de p como polo de X*,
es el mismo que el orden de 7(p) como polo de X |s, el cual es k — 3 (ver
[14]). Luego P(X*) = k(k — 3).

Consideremos ahora ¢ € S* tal que X*(¢) = 0. Si p; = 7(q), entonces
el punto ¢ le corresponde a una rama B; de S por p;. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que B} # {z = 0}. Sea a(t) = (z(t),y(t)),
t € D, una parametrizacién de Puseux de B}, ésta puede ser obtenida,
tomando una parametrizacién 8 : D — S* con §(0) = q. Por otro lado,
de X = —fy% + fxa% obtenemos X*(Blow-put de X), que en la carta
(z, s) tiene la siguiente expresién:

_a__}_(f_z_ﬁ)ﬁ

X0 = _fy(?:c z s’

Si hacemos otra explosién, en (0,0) de la carta (xz, s}, a fin de obtener la
curva regular y transversal al divisor asociado, es facil ver que la primera

componente del campo no se altera, por tanto, podemos suponer que al
hacer tantas explosiones como sea necesario, la expresién del campo es

.0
X ——fy'a—$+(°)é;’

donde (o) representa una funcién holomorfa y (x)representa la ultima
coordenada que surge al hacer las explosiones.

Calculemos ahora la expresidon de X™* con relacién al parametro t:
Notemos que el campo 5*(X*) en D es un campo escalar y, por tanto,

Pro Mathematica, 23, 45-46 (2009), 27-52, ISSN 1012-3938 39



Herndn Neciosup P.

tendrd la forma /*(X*) = g(t)%; g : C — C. Por otro lado

A (X*) = (DBE)TIX*(B())

(DB())B(X*) = X*(B(t)

(D)) = <_ £B)), fm(B(t))ts(gz%)fy(B(t)))
CIOELO} g(t)s’(t)) = (- 0680, fﬂﬁ(t)ﬂ:&fﬁi)))f,,(ﬁ(t)))
=g = L5
LX) = _fyagig))%’

de donde se obtiene
ord(X*,q) = ord(fy o 8,t =0) — ord(z’,t = 0).

Ademss, si 6(t) = re*™, t € [0,1] es un generador de la homologia de
D* = D ~ {0}, entonces

1 [d(fyeB) _ 1 d(fy) _ _

Colocando f = f}... f.., como anteriormente, tenemos

fy = g:il(f})yff...ﬁ...f,ii
=

i

= S Bl Sin B (DU B £
n#j

= ff ;—1(f;)y ;+1~'- viz,,;“‘Kf},
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donde K es holomorfa, obteniéndose de esta manera, por propiedad del
ndimero de intersecciones (ver {7])

ki

s £l = [(FD)ys Filp + (B, Bl

n#j

. ord(f, ©8,0) = [(£])y: filp + Y _(Bi:Bj
n#j
Analogamente, si p; = (g, ¥o), tenemos

ord(z'(t),0) = ord(z(t) + 0,0) — 1 = [z + Zq, f;]p: — 1,

luego

ord(X*,q) = [(f;): filp — [& + 20, filp + 1+ D _ (B}, Bily,-
i#]
Afirmacién: [(f;)y, filp — [& — 2o, filp + 1 = (£}, (F)u] = u(By), ver
[14].
As{ tenemos:
ord(X™, u(BY) + Z[B Bilp;

i£j
de donde se 51gue que la con‘mbucmn de todas las ramas locales de S, a
través de p;, es Z w(B:) + Z E[B;,Bg,]p.

J=li#j
Finalmente, temendo en cuenta que las ramas de las singularidades en

Soo son lisas, obtenemos

ni

2= X SuE)+ XY YIBLB,

pi€Sing(S) j=1 Pi€Srin j=1 iz#j

Luego, reemplazando en (3.4),

x(8%) = Z(X") - P(X7)

S SuB)+ XS SBLBIL, - kk—3),

pi€Sing(8) j=1 Pi€Sfin j=1i#j]
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y por tanto
Ty g
S 3 > BLBIl=x(S) - D> D> B +k(k—3). (3.5)
Pi€Sfin j=1 i#j pi€Sing(S) j=1

Reemplazando (3.5) en (3.2)

(8% = Box(S+ ¥ S u(B)-k(k—3)

pi €Sing(S) j=1

3k—-x(8*)+ X X u(B))
p€Sing(S) =1

— 3dg()—x(S)+ 55 u(BY).

pESing(S) j=1

Como consecuencia se tiene:

Corolario 3.1. Sean § una foliacién de PZ y S una solucién algebraica
de §, entonces:

C(S,3) es un nimero entero positivo.
C(S,3) =1 si, y sélo si, S es una linea proyectiva en PA.

3. C(S,¥) # 2. En particular, de 1 se tiene que una solucidn alge-
braica de §, contiene, al menos, una singularided de §.

Observacion 3.1. Toda solucidn algebraica tiene, al menos, una singu-
laridad de la foliacidn, pues si no la tuviera el i(B,§) = 0 y, por tanto,
e(S,F) =0, lo cual es una contradiccion con (1) del corolario 3.1.
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4. Foliaciones sin Soluciones Algebraicas

Sea ¥ una foliacién singular sobre M2 y p € M? una singularidad
de §.

Consideremos un sistema coordenado afin
. 2
(z,y): U — C

alrededor de p, en el cual § es representado por la ecuacién diferencial
de la forma.

{ & = P(z,y)
¥ =Q(z,y)
donde P(0,0) = Q(0,0) =0, con z(p) = y(p) = 0.
Sean Ay, Az los autovalores de la matriz Jacobiana de (P, Q) en (0,0).

(4.1)

= Diremos que p es una singularidad no degenerada de §, si
AL # 0 # Ag.

= Si p es una singularidad no degenerada, diremos que ésta es una
singularidad simple, si 3+ ¢ Q™.

» Si p es una singularidad no degenerada, diremos que p es de tipo
Poincaré, si 3+ ¢ RY.
2

Observaciones

» Las condiciones anteriores son independientes de la ecuacién dife-
rencial (4.1), que define a la foliacién.

= Si, al menos, uno de los \; es cero, llamaremos a p punto silla
nodo.

= Los nimeros % y %f, seran llamados nidmeros caracteristicos de
la singularidad.
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Definicién 4.1. Diremos que una foliacién § es no degenerada, simple
o de tipo Poincaré, si todas sus singularidades son respectivamente, no
degeneradas, simples o de tipo Poincaré.

Denotemos por:

7 := Conjunto de foliaciones no degeneradas de grado n sobre P.
8y, := Conjunto de foliaciones simples de grado n en IP’%.

pn := Conjunto de foliaciones tipo Poincaré de grado n en PZ.

Es facil ver que

Pn C 0n C 1
Sea § € 6, sean py, ..., py las singularidades de § (donde N = 1+4n-+n?
ver Proposicién 5.2), denotemos por A} y Al los autovalores asociados
1
a la matriz Jacobiana de (P, Q) en cada p; ya que %ir ¢ QF. Entonces
7
existen exactamente dos separatrices B Jl y BJQ- por pj, lisas y transversales

(o DI Al
a p;; ademas, z(B},%) = X;{- y z(BJQ-,S) = :\?

Definicién 4.2. Una configuracién C asociada a § € 0y, es un subcon-
junto del conjunto de todas las separatrices de §

C C Sep(3)={Bj,BZ:j=1...,N}.

J

Diremos que una configuracion C es propia si C # Sep(F). Dada una
configuracién C C Sep(F), usaremos la notacién:

o(C,3) = Y i(BF,3%),
BFeC
a(4,k) = i(Bf,3).

Notemos que ¢(C,§) es una suma de nimeros caracteristicos asociados
a singularidades de §.
Sea

A={(,1),(G:2):j=1...N}.
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Si C es una configuracién, podemos asociar un subconjunto C de A,
dado por
C={(,1): B; €eC}U{(j,2): B? € C}

de forma que
o(CF) = > iBLE+ > i(B3) =03
(4, 1)eC (5,2)eC

Si S es una solucién algebraica §, podemos definir una configuracién
asociada a § vy S, por

C(S,3) ={B} € Sep(3) : Bf c S}.

Teorema 4.1. Sean > 2 y§ € 8, tal que para toda configuracidn propia
C C Sep(F), el nimero o(C,F) no es un entero positivo. Entonces § no
posee solucion algebraica.

Demostracién. Una prueba bien detallada puede ser vista en [14]. O

Corolario 4.1. No hay solucidn algebraica que contenga todas las sep-
aratrices de una foliacion simple.

5. Foliaciéon de Jouanolou

Consideremos la foliacion §o, definida en un sistema coordenado
afin Uy, por la ecuacién diferencial Pdy — Qdz = 0, donde

P(x’y) =y" - gt
Q(:t’ y)=1-yz"
Obsérvese que Fo no tiene singularidades en la linea al infinito, L, =
PZ \ Uy, ver [14] .
Por otro lado, las singularidades finitas de §o, en Uy, son las soluciones
de

(5.1)

=yt A ya" =1,
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de donde:
(] z "
= gt = g
xn,2+n+1 — 1
2V o= 1
z ¥ k=0,1,...,N -1,
lo que es equivalente a escribir
zj=er~ ;j=1,...,N.
Sean pi,...,py € Uy =~ C2, los puntos singulares de §o, donde N =

n*+n+1,p; = (25,¥), ¥ = ;% j = 1...N. Ahora, la matriz

Jacobiana de (P, Q) en el punto p; es

—(n+D)z}  pyt?
Jj:Jpj(P,Q):< yJ >’

n—1 —h
—ny;z] T

luego los autovalores asociados a p; son las raices solucién de la ecuacién
()\j)z — (T’I‘GZG(Jj)))\j + Det(Jj) =0,

es decir

)\} _ —(n+2)+n\/§izn A 32 —(n—i~2)—n\/§izn
) 3 J D) J
En particular, tenemos que §o € pn, ver [14]. Por otro lado, o(4,2) =

1 —_——

A -

s =0(,1) ¢R.

A partir de aquf denotaremos a Fo (foliacién de Jouanolou sobre PZ)
por J,,. Entonces, si B} y B? son las separatrices locales de J,, en cada

singularidad, tenemos

i(BL, J) = 0(j, 1)
i(B2, 7,) = o(3,2),
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luego, si C' es una configuracién propia asociada a 7, se tiene

U(Ca jﬂ) = Z Z(le’ \771) + Z 2(3327\-771) = Ta(j71) + SO’(j,Q),

BjeC BieC
donde
0<r <N, 0<s<N=—=0<r+s<2N.
n? : — n n nv3i
O’(C, j’n) - T(—n ;—1371+2 _ (n+§3\1]1\/§ ) —I—S( n2;-1\2] +2 + ( +§3V\/3 )

= (r+8)(FEE) (s — ) (BERY)

Notemos que o(C,J,) ¢ R, desde que s # r, asi J, no posee solucién
algebraica.

Por otro lado para que o(C, J,,) sea real, es necesario que r = s, entonces

—n?42n 42

U(C’ \771) = 74( N )a

de donde se obtiene que, si n > 3, entonces —n? + 2n + 2 < 0, lo cual
implica que o(C, J,,) nunca es un entero positivo.

Sin =2, entonces N =7y —n? + 2n+ 2 = 2, por tanto o(C, J,) = %.
Ahora, como

2.
0<T<N——:7——>0<27‘<14——>0<—77—<2,

queda la posobilidad que 2—; = 1, pero esto no sucede, pues si suponemos
que 2—; =1, se tendria r = %, lo que es un absurdo ya que r € Z, luego
o(C, J,) no es un entero positivo, de donde se deduce, por Teorema 4.1,

que J, no posee solucién algebraica, cuando n > 2.

Por tanto podemos afirmar la siguiente proposicion
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Proposicién 5.1.

1. Jp € pn- Sin > 2, entonces las singularidades de J,, son tales que
el cociente de los autovalores no son reales positivos.

2. J, tiene todas las singularidades en la parte afin Uy; ademds el
cardinal del conjunto Sin(J,) es N =1+n+n?

Lema 5.1.

1. Dado §o € nn, con singularidades pi,...,pn, entonces existen
vecindades Uy de Fo en Xp, V; de p; enP%, y una funcién analttica
w;:Up— Vi j=1,....pn, tal que V;NV; = ¢ si j #14, y para
todo § € Uy, ¢;(F) es una dnica singularidad de § en V; (en par-
ticular ¢;(Jo) = p;)-

2. pn Y Mn son subconjuntos abiertos, densos y conexos de X,.

Demostracidn. ver [14]. O

Proposicion 5.2. FEl nimero de singularidades de una foliacion § € py,
es:

#8ing(§) =1+ n+n?

Demostracion. Definamos la aplicacion

#: pp — N
§ +— #Sing

Del Lema 5.1 # es localmente constante, ademaés p,, es conexo, por tanto,
se sigue que # es una aplicacién constante en p,. Por otro lado de
la Proposicién 5.1, la foliacién de Jouanolou posee N = 1 4 n + n?
singularidades. O

Teorema 5.1. (Foliaciones sin Soluciones Algebraicas)
Para todo n > 2, existe un subconjunto U, C X™ abierto y denso, tal que
st § € Uy, entonces § no tiene solucidn algebraica.
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Demostracidn. Fijemos n > 2 y consideremos el siguiente conjunto de
foliaciones:

Gy = {§ € pn : V configuracién propia C' C Sep(F) se tiene o(C,F) ¢ N}
o(C,F) = > i(B%3).
BkeC

Notemos que G, # 0, puesto que J, € G,. El Teorema 4.1 garantiza
que si § € G, entonces § no posee solucién algebraica.
Demostraremos que Gy, es abierto y denso en p,,. Fijemos §o € p, con
singularidades p1, ..., pnx. De la Proposicién 5.1 se sigue que p,, es abierto
y denso en X,,, por tanto existen vecindades Uy C p, de Fo, V; de p; ¥
funciones holomorfas

@i U —V;

c:U—C"j=1,...,N

tales que

1. Si § € Uy, entonces ¢;(F) es una dnica singularidad de § en V;, la
cual es no degenerada.

2. Si § € Up, entonces los nimeros caracteristicos de ¢(F) son o;(F)

y (o;(F)
(01(3) ={o(j,1):5=1.. .,N})

(0N ={0(,2) = (0(, 1) s 5 =1...,N}D)).
Dada una configuracién C de § € Uy, sea
CcA= {(j;l),(j,?) = 1,...,N}
tal que o(C, §) = 0(3)- Notemos que

O“C‘T: L{o-—> c*

F—  05(3)
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es holomorfa para todo C C A. Por otro lado, si C es una configuracién,
entonces

oZH(N) = {3 e N}

es unién enumerable de conjuntos analiticos en Up, por tanto son cerra-

dos;

ademds son conjuntos cuyo interior es vacio ( complementar denso),

es mas int(ﬂaél (N)) = ¢, y como Uy ~ ﬂa%l(N) = G, NUy, se sigue
que G, NUy es abierto y denso en Uy. Ademsds si § € G, NUp, entonces
F no tiene soluciones algebraicas.

O
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Abstract

In this work we propose study the Singular Holomorphic Foliations on
complex projective 2-dimensional IP%. Our interest in these foliations
is focused on their algebraic solutions. We determine a normal way to
find the Camacho & Sad index of these solutions, which is invariant by
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foliation. Finally, we show that the set of singular holomorphic foliations
without algebraic solutions is generic.

Keywords: Singular holomorphic foliations.
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