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Resumen

Presentamos aqui el método homogéneo y auto-dual para el problema
dindmico de programacion lineal de distribucién/inventario, formulado
como un problema de flujo lineal en red. Este método es combinado con
una estrategia de Mehrotra de predictor-corrector, con la misma matriz
de coeficientes en cada iteracion. El sistema lineal resultante, pero con
diferentes lados derechos, es resuelto mediante el método de Cholesky
de descomposicion de la matriz asociada al sistema lineal. El referido

método homogéneo y auto-dual es aplicado a este modelo de
distribucién dindmica en diferentes dimensiones, y la experiencia
computacional muestra que este método es eficiente para la solucién de
este tipo especial de problema lineal.

Clasificacion 90C05, 90C51, 90B06
Palabras Clave: Programacion lineal, Método Homogéneo y Auto-Dual,
Logistica

1. Departamento de Engenharia de Producto, Univ. Federal Fluminense.



Luis E. Torres Guardia

1. Introduccién

Después de que Karmarkar {6] propusiera su método de punto
interior para resolver problemas de programacién lineal con mejores re-
sultados que los obtenidos por el método simplex, muchos otros métodos
basados en sus estudios se han desarrollado.

Entre los métodos desarrollados tenemos el método primal-dual, ana-
lizado por ejemplo en el libro de Wright [12] y el predictor-corrector,
desarrollado por Mehrotra [7].

El método de punto interior requiere un esfuerzo computacional para
resolver los sistemas de ecuaciones lineales de Newton, que provienen
de la aparicién gradual de sus iteraciones, y en la préactica, ocurre de la
descomposicién de la matriz asociada con el Sistema lineal, y se pueden
realizar diversas veces tales descomposiciones si las soluciones del sistema
lineal ayudan a reducir el ndmero total de iteraciones del método. Esta
es la idea bésica propuesta por Mehrotra [7] en su denominado método
predictor-corrector.

Otro paso fundamental para el método de puntos interiores es determinar
un punto de partida que sea viable, lo que podria ser obtenido usando
el método de las II-Fases o el método de la M-Grande. Este problema se
puede evitar si se utiliza la técnica llamada homogénea y auto-dual pro-
puesta en primer lugar por Ye et al. {14]. Esta técnica fue posteriormente
simplificada por Xu et al. [13] combinando con la técnica de Mehrotra
[7]. de predictor-corrector, de modo que, en cada iteracién del método
homogéneo y auto-dual, la matriz del sistema lineal sea la misma, para el
paso predictor-corrector, pero con diferentes lados derechos. El método
homogéneo y autodual es aplicado por Berkelaar et al. 3] y por Sun y
Liu [10]en la solucién del problema lineal estocéstico formulado a través
de escenarios, lo que deviene en un problema de programacién lineal de
gran porte dependiendo del nimero de escenarios.
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En este trabajo presentamos el método homogéneo y auto-dual de Xu
et al. [13] para resolver un problema de programacién lineal, mediante
la combinacién con la técnica predictor-corrector de Mehrotra [7] y la
aplicamos en la determinacién de la solucién del problema dindmico
lineal de distribucién/inventario formulado como un problema lineal de
flujo en red, el cual es un problema de gran porte debido a su estructura
de red que forma la matriz de restricciones.

Para una mayor comprension de la teoria del flujo en red y de sus apli-
caciones, se sugiere consultar el libro de Ahuja et al. [1]. Para una mejor
comprension acerca de la teorfa de puntos interiores y otros métodos, se
sugiere la lectura de Wright [12] y Vanderbei [11].

Este trabajo se ha organizado como sigue: la seccién 2 describe el méto-
do homogéneo y auto-dual para resolver el problema de programacién li-
neal: en la seccion 3, se presenta la formulacién matematica del problema
dindmico lineal de distribucién/inventario formulado como un problema
lineal de flujo en red; en la seccién 4, se dan los resultados computa-
cionales del método homogéneo y auto-dual aplicado al caso mencionado
anteriormente en diferentes dimensiones, usando el ambiente Matlab; y,
finalmente, en la tltima seccién, se presentan las conclusiones de este
estudio.

2. Meétodo Homogéneo y Auto-dual

En esta seccién se presenta el método homogéneo y auto-dual para
resolver el problema de programacién lineal, siguiendo el trabajo de Xu
et al. [13]. Consideremos el siguiente problema primal de programacién
lineal dado en el formato estandar:

(P) minc? z,

sujeto a: Azx = b,
z >0,
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donde ¢ € R™, A es una matriz de rango completo, A € R™*"* m < n
y b € R™ son dados, y x es el vector de decision, € R™. El problema
dual de (P) puede ser descrito como:

(D) méax b7 y,

sujeto a: ATy +z=¢,
z >0,

donde y € R™ y z € R™ es el vector dual de holgura.

En general, para resolver (P) y (D) es importante tener una solucién
inicial factible para iniciar el proceso de optimizacién. Este punto inicial
puede ser obtenido por la fase I del método de las II-Fases o usando el
método de la M-Grande. Para evitar el uso del método II-Fases o el de
la M-Grande, Ye et al. [14] usaron el algoritimo homogéneo y auto-dual
para (P) y (D), que tiene el siguiente formato:

Az —br = 0
ATy 4er > 0,

Vy—cla > 0, (1)
z, 7, > 0

El sistema (1) es transformado en un sistema con restricciones de igual-
dad incluyendo variables adicionales. Asf tenemos el sistema denominado

H:

H: Ax—br = 0,
ATy —z4+ecr =0,

o Y T+m' 0, 2)
b'y—ctx—r =0,
z,z, 7,k > 0.

Si el sistema H tiene una solucién (z*,y*, z*,7*,£*), tal que 7* > 0 ¥y
Kk* = (), entonces una solucién éptima para (P) es /7% y una solucién
6ptima para (D) es (y— Z—) . Por otro lado, la solucién (a*, y*, z*, 7%, k)

L5 1
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es tal que
'+ >0 y T4k >0

¥, por tanto, debemos analizar cualquier solucién (z,y, z,7, %) de H, la
que necesariamente debe satisfacer

tTz4+710=0.

Considercmos un punto interior para el sistema H tal que z* > 0, y*, z* >
0,7% > 0 v k¥ > 0. Partiendo de este punto interior, se aplica el método
modificado de Newton para resolver el sistema H. En cada iteracidn,
el método homogéneo y auto-dual resuelve el siguiente sistema de ecua-
clones lineales, para determinar la direccién (dz, dy, dz, dr, dr):

Adx —bdr = nrk,

~ATdy —dz +cdr = —nrk),
Vdy —cTde —dr = nrk, (3)
Zkdz + XFdz = ~ype — XkzF,
kEdr 4+ 7Rdr = Y — ThRE,

donde 7‘1", =brk — Azk, vk = crk — ATy* — 2k rh = cTak —pTyk 4 Kk,
n y v son dos parametros positivos, y:
K (:Ek)Tzk + Tkﬁk
K n+1

En las expresiones anteriores se denominae = (1,...,1,...,1)T € R?, Xk
y Z* indican matrices diagonales con 2* y z* sus respectivas diagonales.

El método genérico homogéneo y auto-dual para resolver problemas de
programacién lineal, presentado por Xu et al. [13], se describe a conti-
nuacion:
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Dado el punto inicial z° > 0,4%,2° > 0,72 >0y «* > 0;n € [0,1] ¥
v € [0,1],k — 0.

1. Seark =brk—Az*; vk = crk— ATyF 2% rf = cTab —bTyk +k*.
2. Resolver el sistema (3) para (dz,dy,dz,dr,dk).
3. Seleccionar el tamafio del paso o* > 0.

4. Actualizar

"t = 2F pafdr >0,
= gk akdy,

= 24 akdz >0,
rht1 ™ 4 ofdr >0,
k¥ = k* 4 afde > 0.

5. Si el criterio de parada se cumple, parar sino, k «+ k+1, ir al paso
1.

Xu et al. [13] aplica la técnica predictor-corrector de Mehrotra (7} para
resolver el sistema (3). En particular, primero usar en el paso predictor
n =1y v =0,y tendremos el siguiente sistema:

Adz —bdr = rk,
—ATdy+cdr —dz = -—rk,
bldy — cTdr —dv = 1k, 4)
ZFdy + Xkdz = —Xkzk
kkdr +1m8dk = —1FkE,
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Realizando las sustituciones convenientes en (4), sin tener en cuenta el
superindice k, tenemos el siguiente sistema:

— (%) ccldx + {AT + (%) ch} dy+dz = rp+ecf,
[AT_ (%)bcT] dz + (%) Wldy = r,+bf, (5)

Zdr +Xdz = —-X=z.

Expresando en forma maticial, el sistema (5) es dado por:

0AT I [ - c 17 dz rp+cf
AO0O +; -b —b dy | = re+dsf (6)
Z 0 X 0 0 dz ~Xz

donde f = TRY TG

Una vez determinada (dz, dy, dz)T, podemos entonces calcular:
dr=f+ () cTde~ ()T dy,
K K
y de la tercera ecuacién del sistema lineal (4), podemos determinar dx:
dre = bTdy — T'dx — 7’8.

Por tanto, hemos determinado la direccién (dz,dy, dz,dr,dk). Ahora,
para obtener la solucién del sistema lineal (6), éste puede ser expresado
como:
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dz rp+cf
u=\| dy |, v=| rp+bf
dz —-Xz

Utilizando la férmula conocida de Sherman-Morrison-Woodbury, con-
sultar Nocedal y Wright [9], tenemos que la solucién de (7) estd dada
por:

RT(G~1v)

w=G ly- l:l—m—)} G‘lg- (8)

De (8), se puede observar que precisamos determinar G~'v y G™1g, esto
es, debemos resolver el sistema lineal digamos G~ v = r o Gr = v,
para el primer caso, y lo mismo para G~lg =t o Gt = g. Esto significa
resolver el sistema lineal:

0 AT I 1 rp+cf
A 0 0 T2 = rp + bf . (9)
Z 0 X T3 —-Xz

Similarmente, se resuelve también el sistema digamos G~1g =t 0 Gt = g,
esto es:

0 AT I tl —C
A 0 0 ty | =1 —b |. (10)
zZ 0 X i3 0

Las matrices de coeficientes de (9) y (10) tienen la misma estructura,
como en los métodos de puntos interiores primal-dual para resolver pro-
blemas de programacién lineal estdndar, consultar, por ejemplo, Wright
[12], pero los lados derechos de (9) y (10) son diferentes. Considerando
estas observaciones, entonces para cualquier vector del lado derecho, la
solucién del sistema lineal de la forma (9) o (10), esto es:

0 AT I P1 q1
A 0 O ] =1 @ |- (11)
Z 0 X D3 q3
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es dado por:

(AZ7'XAT)py = AZ7HXq —q3) + a2,
ps = q— ATps, (12)
p = Z Yg3— Xp3).

La primera ecuacién de (12) se denomina sistema normal. La solucién de
este sistema puede ser determinada usando algun algoritmo de descom-
posicién de la matriz (AZ7' X AT), siendo esta dltima matriz, simétrica
definida y positiva. En nuestro caso, usamos el método tradicional de
Cholesky, consultar Nocedal y Wright [9]. Este es el método de descom-
posicién de la matriz (AZ X AT) donde (427! X AT) = UTU, siendo
U una matriz triangular superior. En este caso, la solucién del sistema
normal (12) estd determinado por la solucién de los dos sistemas triangu-
lares, lo que puede calcularse facilmente. Por tanto utilizando la primera
ecuacién de (12), y realizando las operaciones convenientemente, pode-
mos determinar los vectores 1 = G~lv y t = G~ 1g, y asf de (8), tenemos

el vector u dado por:
hTr ;
U=7r— |
1+ hTt

Asi, el sistema (6) se resuelve para (dz, dy, dz
otras variables dr y dk son determinadas.

)T, y usando (4) todas las

Denominamos la solucién resultante del sistema de ecuaciones (4) como
la direccién afin (dz?, dy*, dz%,dr%, dx*), v calculamos el tamaiio del
paso « dado por:

o 0 . (13)

a

dr* dr°
min (X—ld.r“,Z_ldza, . ,(‘f—a”9>
T(l

Asf, en el paso predictor, podemos determinar (2/,y’, 2/, 7/, ') dado por
(' 2 1K) = (a8 yF, 2R TR KR 4 alda®, dyt, d2R, drR, de?),  (14)
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k (.’L‘k)TZk+Tknk B (.'IfI)TZI+T,f‘C,
Yy w = n+1 ) Ha = nt1

y calculamos:

2
Ha . Ha
(%) +(3a) <0

v = (15)

3
min {0, 1; max [(E%) ; 0, 0001] } en caso contrario
7

v hacer n =1 —~.

Se puede ver que ¥ < 0,1, luego n > 0,9. La eleccién anterior dada por
Xu et al. [13] debe ser apropiadamente calculada para que garantice una
mayor eficiencia del método predictor-corrector.

Hecho esto, realizamos el paso corrector que consiste en resolver el si-
guiente sistema:

Adx —bdr = 7k,
~ATdy + edr —dz = —T]T’f),
bldy—clde —de = ok, (16)
Z*dx + vXkdz = —XkzF - D242 + yuFe,
kEdr + mhdk = —7FKk — dade + ypk,

donde se afiadieron D2d? y d%d? respectivamente, y D% = diag (d%) es
la matriz diagonal con las componentes del vector d%.

La solucién del sistema (16) es determinada siguiendo el mismo esquema
realizado para la obtencién de la solucién del sistema (14). Se denomina
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la solucién (16) por (dz’,dy’,dz’',dr’,dr’') v calculamos el tamafio del
paso « en forma semejante a lo hecho en (13), esto es:

o= — b . (17)

' /
min (X“ldx’,Z—ldz’,di ax -—0)

k)
! w! ’

Hacer luego:

k+1 _k+1 _k+1 _k+1 _k+1 o ’ ’ ’ ’ ’ '
(FFh yF Tt AL PR Ry — (2 T KD + alde dy d2 dT d)

Si el criterio de parada no se cumple, realizar el paso predictor con v = 0
y n =1, esto es, resolver el sistema (4). Después aplicar el paso corrector,
esto es, resolver el sistema (16). En caso contrario, si el criterio de parada
fuera satisfecho, consultar Xu et al. [13], tenemos una solucién Gptima
aproximada dada por:

@) = g+l ghtl gkt
Y T\ AU TR TRH1 )

3. El Problema Dinamico de Distribucion

Una cadena de suministros puede ser entendida como una forma
de colaboracién entre los proveedores minoristas y consumidores para la
creacién del valor de participacién de los flujos fisicos, de informacién,
financieros y de conocimiento, cuyo objetivo es satisfacer las necesidades
del consumidor final con productos y servicios de diversos proveedores
vinculados (Ayers [2]). Problemas similares se pueden observar también
en los trabajos de Cheung y Powell [4], Nagurney, et al. [8], y Dong, et
al. [5].
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Para ilustrar la eficiencia del método homogéneo y auto-dual, consi-
deremos el problema de distribucién dindmica en un horizonte de pla-
nificacién T, el cual puede ser formulado como un PPL de la siguiente
forma:

min Z Z cij(Bwi;(t) + Z Z 2k (D)yu(t)
ieP jcA JEAkEC
sujeto a:

Z.’I‘,‘j(l) +$“(1) = (ll(l);i € P,

JjEA

_qu +yjj +ZUJI« —OJEA

€A keC

Z]U VA2 (t) = a(t) i (t - 1);0 € P,
JEA

_qu )+t —1) +Zy11~ ) +yj;(t) =055 € A,
€A keC

> ynlt) =di(t)k € C.

JEA
T > 051 € Pije A,

.yijO;jGA'-,kEC?

donde P es el centro de produccién, con ¢ € P, A representa el centro
de almacenamiento, con j € A, C representa el centro de consumo con
k€ C,x;;(t) es el nimero de unidades transportadas del centro de pro-
duccidn ¢ al centro de almacenamiento j, en el periodo ¢, y z;(t) es el
numero de unidades que quedan en el centro de produccién i, que oca-
sionan un costo de almacenaje ¢;;(t), en el periodo f,y;.(t) representa
el nimero de unidades transportadas del centro de almacenamiento j al

186 Pro Mathematica, 23, 45-46 (2009), 175-192, ISSN 1012-3938



El Método Homogéneo y Auto-dual

centro de consumo k, en el periodo ¢, siendo y;;(t) el ndmero de unidades
que quedan en el centro de almacenamiento j, y que ocasionan un costo
de almacenaje ¢;; (%), en el perfodo ¢, a(t) representa la cantidad de bie-
nes producidos en el periodo t en el centro de produccion i € P, di(t) es
la cantidad de bienes consumidos en el perfodo ¢ en el centro de consumo

k.keC.

En la figura siguiente:

o - 0
o o

N _

Fr

3 AN k (}““ﬂw\
{\ji} = ﬁQ}WWWM—-“**—**““}

® ©
©

Figura 1: Problema de distribucién dindmica

En un periodo de observacién t los centros de fabricacién producen bie-
nes que son enviados a los centros de alinacenamiento que atienden las
necesidades de cada centro de consumo en el mismo periodo. En ¢ + 1
los centros de fabricacién continidan produciendo bienes para ser dis-
tribuidos a los centros de consumo, pero es posible que atin haya bienes
residuales (inventarios del perfodo anterior dentro de los propios centros
de produccién o de los centros de almacenamiento). Tales inventarios
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deben ahora ser considerados en la planificacién de la distribucién de los
bienes, sabiéndose que el flujo total de entrada debera ser igual al flujo
de salida en cada nudo y ain obedecer a las siguientes restricciones:

N N
D ai(t) = Y di(t); i€ Py keC.
t=1

t=1

4. Resultados Computacionales

Redes de diferentes tamainos fueron analizadas, en funcién del
nimero de centros de produccidn, centros de almacenamiento, centros
de consumo y numero de periodos en el horizonte de planeamiento. Para
ello fue implementado un programa especifico en lenguaje MATLAB,
que determina el nudo de origen y el nudo de destino que definen el arco
de la red. Un punto de partida en el método homogéneo y auto-dual es
el siguiente: 2° = e,3° = —0,25,20 = ¢,70 = 1,xk° = 1, pero una bue-
na eleccién de otro punto inicial podria hacerse, y tal vez mejorar con
ello el rendimiento computacional. Para determinar el tamatio del paso
o correspondiente, se utilizaron en todas las pruebas computacionales
el valor de 8 = 0,99995. El algoritmo homogéneo y auto-dual fue total-
mente codificado en MATLAB. Todos los experimentos se realizaron en
un microcomputador PC Athlom con 1,46 GB de RAM y 1,79 GHZ de
frecuencia en la plataforma Windows XP.

Como se menciond, la matriz (AZ !X AT) es descompuesta usando el
método de Cholesky de tal forma que (AZ"'XAT) = UTU. Para re-
alizar tal descomposicién, el comando chol del ambiente MATLAB fue
usado. En este caso, almacenamos la matriz A y la matriz (AZ "1 X AT),
pero otros métodos de descomposicién podrian ser usados de modo que
se evite almacenar tales matrices. A continuacién presentamos los resul-
tados computacionales para redes de diferentes dimensiones.
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M 10 8 ] T 5

N 12 10 9 8

P 15 12 11 10

H 8 12 15 20
N-link 2.877 2.817 2.833 2.781
N-nudo 333 390 432 483
Iteracidén 5 6 (3] ) 6
Primal 107.999,6400139 135.199.9979059 153.999,9997912 157.499,9997999
Dual 107.999,6963959 135.199,9982127 153.999.9998406 157.499,9998878
Tiempo 11.947268 15.739167 17.478252 20.478829

Tabla 1. Resultados computacionales.

Alli M es el nimero de centros de produccién, N representa el nimero
de centros de almacenamiento, P es el nimero de centros de consumo, H
representa el nimero de periodos, siendo N-link el ntimero de arcos, N-
nudo el ndmero de nudos, Iteracién representa el niimero de iteraciones
realizadas, Primal es el valor de la funcién objetivo del problema primal,
Dual es el valor de la funcidén objetivo del problema dual, Tiempo es el
tiempo de procesamiento dado en segundos. De la Tabla 1, se observa que
la diferencia entre los valores de la funcién objetivo del correspondiente
problema lineal primal y dual es pequefia. Por otro lado, el nimero de
iteraciones es tipicamente muy pequeno cuando aplicamos este método
homogéneo y auto-dual. Podemos decir que este método estudiado se
comporta muy bien para el caso del problema lineal dindmico de flujo
en red de diferentes dimensiones.

5. Conclusiones

Este trabajo presenta el método homogéneo y auto-dual para re-
solver el problema de programacién lineal de gran porte como es el caso
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del problema dindmico de distribucién/inventario formulado como un
problema lineal de flujo en red y A es la matriz de restricciones lineales.
El método de Cholesky, del MATLAB, es usado para determinar la des-
composicion de la matriz (AZ7'X A7), y asf obtener la solucién de més
de un sistema lineal pero con diferentes lados derechos, cuando se aplica
tanto el paso predictor como el corrector, respectivamente. Los resul-
tados numéricos obtenidos con algunas redes de diferentes dimensiones
confirman la eficiencia del método homogéneo y auto-dual.
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Abstract

In this work, we present the homogeneous and self-dual method for lin-
ear programming and we apply this method to the dynamic distribu-
tion/inventory problem formulated as a network flow problem. At each
iteration, the homogeneous and self-dual method is combined, with the
predictor and corrector strategy to solve two linear systems with the
same matrix factors with different right-hand side. These systems are
solved by using the Cholesky decomposition method of the matrix of the
corresponding linear system. The hontogeneous and self-dual method is
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applied for solving different dynamic distribution/inventory problems
and the computational experiments show that this method is efficient
for solving this special class of linear programming

Keywords: linear programming, homogeneous and self-dual method, logistic.
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