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1. Introduccién

En el presente trabajo desarrollaremos herramientas para calcular
la homologia ciclica y la homologia de Hochschild para A = R/ {f,g);
aqui R es el anillo local de un punto racional regular de un esquema
de tipo finito sobre un cuerpo k de caracteristica cero. Es decir R =
(klz1,...,zs)/I )y n=(x1—a1,...,2s — as). El ideal I = (f, g) es de
tipo interseccién completa con una singularidad aislada en (R, 7). Este
anillo es un caso particular de un anillo regular local esencialmente de
tipo finito (r.l.e.t.f). Los célculos que aqui se obtienen generalizan los
resultados de Michler, Hiilb, Bach, [21], [8], [5].

Como R es proyectivo como k—médulo, podemos escribir la ho-
mologfa de Hochschild como HH,(R) = TorZ (R, R). En particular, si
el ideal J = ker(R ® R — R) es localmente generado por una secuencia
regular, tenemos una descripcién concreta de la homologia de Hochschild:
HH.(R) = Qf (Teorema de Hochschild Kostant Rosenberg). Las 4lge-
bras con esta propiedad se llaman suaves. En esta direccién, podemos
indicar que la homologia de Hochschild caracteriza la suavidad de un
anillo regular local e.t.f : Por un lado si A es suave entonces la homologia
de Hochschild en grado n se anula para todo n > m := dim(R), por otro
lado tenemos el siguiente resultado de Avramov-Vigué [2] y de BACH

[6] :

Teorema 1.1. Sea A un digebra f.g. sobre un cuerpo k tal que la ho-
mologia de Hochschild se anule en grados i y j para algin i par y j impar
entonces A es suave.

En el caso suave podemos describir a la homologfa ciclica por medio
de la cohomologia de deRham

07 n-—21
HCn(A) = dﬂf_l ® (@1 Hp* (A)),
A

segiin [18, Teorema 2.9].
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Sea A un ilgebra de la forma A = k[z1,...,%,]/I donde I es un ide-
al de tipo interseccién completa. En [4] se define la homologia ciclica y de
Hochschild para algebras diferenciales graduadas. Sea V un espacio vec-
torial graduado concentrado en grado uno. Identificando el ilgebra gra-
duada AV con el médulo graduado del complejo Koszul se proporciona
un diferencial a AV. Esto convierte a (AV,d) en un algebra diferencial
graduada. Mostrando una versién graduada del teorema de Hochschild
Kostant Rosenberg para el dlgebra (AV,d) hallan una férmula explici-
ta, HH,(AV,d) = ©psoHHEP | HCo(AV,d) = HCH(k) ® ©p»0HCP,
que célcula la homologia de Hochschild y ciclica de A (ver [4]). En [9]
se usa un método similar para hallar una férmula que calcula la ho-
mologia ciclica y de Hochschild para dlgebras de la forma R/I, donde R
es homoldgicamente regular e I es localmente una interseccién completa.
Estas férmulas (ver [9, Corolario 3.4]), que en el caso R regular fueron
obtenidas por [12], expresan la homologia de Hochschild y ciclica en fun-
cién de los complejos L; y D; para j > 0 respectivamente, definidos de
la siguiente manera

L::0 I]Q% dpr 11—19}{ dpr . dpr IQ’;I_I dpr Q’;{
. 1i+1Q9, 938 12051 1%

y

D0 0% don. Qb dor_ s V' e Q%
7 7+1Qy, 0k 2oy ! 104,

Basados en la férmula de [9, Corolario 3.4] en adelante nos dedi-
caremos a calcular la cohomologia de los complejos L; y de los D;.

2. La Homologia de Hochschild

En el caso que el ideal I es principal, para el cdlculo de los médulos
de cohomologia de los complejos L; se usa el siguiente método: Primero
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se prueba que L; es quasiisomorfo a K(fz,, -, fz,.) ®r R/I, donde
K(fg,, -, fz,,) es el complejo de Koszul de la secuencia f; , -, fz...
Si la singularidad de I en n es aislada y (R,7) es r.le.t.f, entonces
K(fzy, -+, fz,,) es unaresolucién de R/Jy. Aqui J; es el ideal jacobiano
de f, y en general Jr representa el ideal jacobiano de F = (f1,--- , fr).

Esto nos permite describir la cohomologia de L; de la siguiente
manera.

Proposicién 2.1. Sea (R,n) un anillo r.le.t.f, I = (f) un ideal con
una singularided aislada en n entonces

0 st *#£ m,m-1
H*(L;) = Y40 si *=m-1 (1)

R ; k.
Ty 5 *=m
para j > m = dimR.
Prueba. Sera suficiente hallar una resolucién de R/ (f). Como R es un
dominio, el complejo
K(f):R—1>R

es una resolucién de R/ (f). Por lo tanto el complejo K(f) ® R/J; se
escribe como

K(f) ® R/ (Jg) : 0 —> R/ (J;) —> R/ (J}).

De aquf se sigue que H(L;) =0sii#m,m—1, H*Y(L;) = (—JJL;f—), y
H™(L;) = R/{f,Jy) .

Este resultado se encuentra en [8] cuando R = k[zi,...,z,], y se
usa en [16] en el caso de un dlgebra r.l.e.t.f. Todos ellos se limitan al caso

en que I = (f).
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Nosotros generalizamos estos cdlculos al caso en que I = (f1,..., fr)
sea una interseccion completa. La generalizacién natural directa de las
férmulas anteriores al caso de dos polinomios seria

H* (Lm) = TO’I‘m_*(R/ (fa g) aR/ (Jf) Jg))

Sin embargo, esta nueva férmula no se cumple en general, como se ve en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. Sea f = 22+ ¢y  + 22y g = ay+ 22 en (R,n) =
(k[z,y, 2)(z,y,2),M)- Se prueba que f, g forman una secuencia regular. Un
célculo muestra que jf 4 = (z2—y2, 2(22—y), 2(2y—x)), ht((Js,q, f, 9)) =
3. Es decir el ideal I = {f, g} tiene una singularidad aislada de intersec-
cién completa en 7. Mas adn como Jy = J; = 7 entonces ht(Js) =
ht(Jy) = 3 = dim Krull(R). Esta dltima conclusién significa que f y
g tienen una singularidad aislada en 7. Esto a su vez equivale a tener
que los complejos K (fz,,- .-, fz..) Y K(9z15- - - » Gz,, ), tienen cohomologia
cero para todo i # m, donde df = > _1*, fo,dz; y dg = Y v g5, dz.

Debido a que el complejo L,, se puede escribir como

Lm | l l l
—m—1 —m—2 —m—3
Q dg 2 4
ldf ldf ldf
_m —=m-—1 —m—2 ey
Q dg Q dg Q

tenemos la secuencia exacta corta

0—)K(fw1"",fmm) ®RR/I_>Lm‘_>Lm—1_—>O;

donde, en L,,, identificamos la primera columna de la izquierda con el
complejo K(fg,,-- -, fz,,)®r R/I,y el cociente con L,,_;. Como f tiene
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una singularidad aislada entonces

H*(K(fzys--s fo,,) ® R/I) = Torm,_. (% -JE—> .
f.9

Por lo tanto si tomamos la secuencia exacta larga en cohomologia te-
nemos

Toro(4, 35) T d

Sin dificultad se prueba que do = 0 pues J; C Jy y entonces dp ([@]) =
[dgAw] =0 € H™(K(fz1,.--, fom) ® R/I) = R/(Js,I) = R/{Jg,I).
Veamos qué sucede con é;. Sea [(Wo,W1)] un elemento en el médulo
H™~%(L,,_1). Entonces para representantes (wg, w;) en la clase (%o, w1)
de (Ly—~1)m—2 se cumple
df Nwr+dgAwo=f-m+g-n.
Multiplicando por dg la igualdad anterior tenemos

dg A (df Awi +dg Awo) =dgA(f-m+g-m2) (2)

Como J; = J, se tiene dg Ami,dgAne € dgAQE ! ~ J, = Jp ~
df A Y%, Entonces existen n},n5 € Q5! tal que dg Am = df Anj y
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dg Ay = df Anj. Por lo tanto podemos escribir
(f-dgAm +g-dgAng)=(f-df Ami+g-df Anp).
De aqui se sigue que la ecuacién (2) se escribe como
dg Ndf Awy — (f -df Any +g-df Amz) =0.
Si factorizamos df obtenemos
df N(dgAwi+f-ny+g-m3) =0.

Como df es el diferencial del complejo K(fz,,..., fz, ) que tiene coho-

mologia cero en todos los grados salvo en nivel m (pues ht(Js) = m),

tenemos que dg Awi + (f -0} + g - 75) = df Ang, para algin 79. Es decir
=m—1

dg Awy =df Ang en §) y

b1 (@, 0)]) = [dg Awr] = [ Ama] =0

en H" Y (K (f1,..., fm))- Por lo tanto tenemos la secuencia exacta corta

ﬁm—l
dFAQ™ 2 pdgall™ 2

0—> Tor; (¥, £) —> H™ (L)

(3)
%% ) = 2. Si usamos la
hipétesis que el ideal I = (f, g) es interseccién completa tenemos que el
complejo de Koszul K(f,g) :

A continuacién calculamos el médulo (Tor(

0 R (£.9) ROR (=9.f) R 0
es una resolucién de I—I{. Si efectuamos el producto tensorial ® R% = ®rk
en el complejo anterior obtenemos

0—>k—2>k@Pk—2>k—>0

Esto significa que Tor; ( £, £} = k@k. Antes de continuar un lema que
I Jg

am-—1

AT 2 +dgnTt

nos permitira demostrar que ——7 es un médulo no nulo.
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Lema 2.3. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f, y (f) un ideal con una singu-
laridad aislada. La aplicacién

e e g

Tdf AQM—2 4 dg A QM2 J5, g0 o Jrg

df

definida por W v df Aw es un isomorfismo.

Prueba. Sélo la inyectividad no es clara. Si df A w = 0 entonces df Aw =
df AdgAwy, por lo tanto df A(w—dgAw;) = 0. Como H (K (fz,,-+ 5 fzn))
= 0 para todo i # m entonces existe wy € Q™ 2 tal que w = dg A w; +
df N\ wg, es decir w = 0. O

m—1
dFAT™ 2 4dgAl™ 2
J;?,'; cumpliria que % = 0 y por el Lema de Nakayama se tendria M = 0.
Pero J; =ny Js,y C 12 nos dice que M # 0. Por (3), dim(H™~Y(L,,)) >
2 y no puede ser isomorfo a

Notemos que, ~ 7‘% ®r i}- #0porquesino M =

Tori(R/I,R/(Jf,Jg4)) = Tori(R/I,R/Jf).
Esto finaliza el Ejemplo 2.2.

Observacién. La Proposicién 2.1 se obtuvo gracias al hecho que ht(J;) =
dim(R) = m. En el caso que I = (f, g) se tiene que ht(Jr) = m — 1.
Cuando el ideal I es generado por una secuencia regular de r elementos
obtenemos que ht(Jr) = m —r+ 1. Esta es la principal obstruccién para
seguir el método empleado para el caso de un solo polinomio. Sin embargo
el cdlculo de la altura del ideal jacobiano nos permite brindar informa-
cién sobre los ideales de tipo interseccién completa con una singulari-
dad aislada (icis por sus siglas en inglés). Estas propiedades permitirdn
calcular la homologia de Hochschild y seran descritas més adelante. A
continuacién describimos los resultados obtenidos sobre la cohomologfa
de los complejos L; y L.

Para el caso en que el ideal esté generado por una secuencia regular
de longitud dos, I = (f, g), obtenemos :
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Proposicién 2.4. Los complejos L;- cumplen que H "(L;.) =0 para todo
i#jet<m—1

Prueba. Para todo primo P, que no contiene al ideal Jy 4 el complejo L}
localizado en P es exacto para todo j > m — 1 y exacta excepto en nivel
j cuando j < m — 1 (ver [3, Teorema 2.47]). Sea P un primo de altura
menor que m — 1. Como ht(Jsg) = m — 1 (ver Teorema 3.1) entonces
P no contiene al ideal Jy, . Por lo tanto L} localizado en P satisface el
enunciado presentado al inicio de la prueba. Si aplicamos el Corolario
1.4.14 de [7] tenemos que H*(L;) = 0 para todoi <m—1lei # j si
Jj<m. O

El significado de esta afirmacién se refleja en el siguiente teorema.

Teorema 2.5. Sea j € N entonces

4

0 si i < min{j,m — 2}.
df NV L
————— —Q®R/I sii=jyj<m.
, -1
Hi(Ly) = { Y g n @)
Torm—1-i(=",R/I) sij=m-—1.
JIf.9

(Tori(H™ Y(Cps1),R/I) sij>m—1ei=m-2,

donde Cpy1 = (L}, ,,)S™ ! y f tiene una singularidad aislada. Para los

términos en nivel m — 1 y m presentamos una secuencia espectral

E}o = Tors(My, §) (5)
d! J,
E} = Tory(Mp, %) <—— B} = Tory (5%, 9)

E}y = Toro(My, 2)) <%~ B}, = Toro(72, B),
donde Gr(M,) = ®f_oR/Js y d* es el producto ezterior con dg.
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Prueba. Para todo primo P en (R/I,7) diferente del ideal maximal se
prueba que H*((L;)p) = 0 para todo i # j (ver [3, Teorema 2.48]). De
esta propiedad y de [7, Corolario 1.4.14] se desprende que H*(L;) = 0
para todo i < m — 1 e i # j. La segunda igualdad de (4) se sigue
del hecho que f tiene una singularidad aislada (la prueba es similar a
la presentada en el Lema 2.3). De la Proposicién 2.4 obtenemos que
Hi(L],_,) = 0 para todo i < m — 1. Es decir L!,_,; es una resolucién de
H™ YL _,)~J¢/Js4. Como L1 =L, ; ® R/I entonces

Hi(Lm_l) = TO"'m-—l—i(R/Ia Jf/']f,y)-

La ltima afirmacién de (4) se demuestra de manera similar. La secuencia
espectral se obtiene al escribir Ly, 4, de la siguiente manera

.

Lm+p .

=m—1
Ql,IH'l dg dg
ldf df df
=m =m—1
- .
QO,p dg Ql,p dg T dg
df df af
=m—1 =m—2
s thy gy <
df df df
=m =m-1
Qo,0 dg Q0 g ’

(6)
donde ﬁi,* = Q.. ® R/I. Como Lmip = Ly, ® R/I, el complejo
L, +p Se escribe, como un bicomplejo, de manera similar. Si f tiene una

singularidad aislada, el complejo M, definido como,
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M, : )
|
m—1
Qo1 w4
ldf df df
m m—1
0,p dg Ql,p dg
df df
-1
. dg Q;r,ll
df
m
0,0

es una resolucién de H™(M,). El complejo L;, /M, es quasiisomorfo a

L}, _,. Esto implica que L., se escribe como un bicomplejo cuyas dos
unicas columnas son los complejos E, = M, ® R/I y L,,_1. La filtracién
por columnas nos proporcionan la secuencia espectral (5). O

En el caso que J,; este contenido en el ideal Jy, se tiene el siguiente
resultado.

Corolario 2.6. Si J, C Jy entonces la secuencia espectral del Teorema
2.5 cumple que E' = E*.

Prueba. Una propiedad que usaremos en repetidas ocasiones en la prue-
ba del corolario es la que pasamos a demostrar:

Supongamos que ninguno de los generadores del ideal I es regular,
es decir Jy # R. Si un generador es regular el resultado es trivial. Si
Jy C Js entonces ht(Js) = m. En efecto, como f € (/Js,g € /Jy
se tiene que ht(Jy) = ht (\/Jf) > ht({f,g,Js,4)) = m. Esto a su vez
significa que H*(K(fz,,---,fz,.)) = O para todo i # m. Es decir si
w € Q* y df Aw = 0 entonces existe w’ € Q*~! tal que w = df Aw'.
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Por otro lado para demostrar el corolario serd suficiente probar que
los morfismos de conexién, dados por Adg, de la secuencia exacta larga
en cohomologia de la secuencia exacta corta.

0 Ep Lm+p Lm—l —0

son nulos. En efecto, si tomamos la secuencia exacta larga en cohomologia
a la secuencia anterior obtenemos la secuencia

Hm—z(Ep) - Hm_z(Lmﬂ)) - Hm‘z(Lm—l) -

Hm_l(Ep) - Hm—l(Lmﬂv) —_ Hm_l(Lm—l) —

H™(Ey) ——> H™ Ly ) ———> 0.

La condicién J, C Jy implica que §p = 0, y 61 = 0. Verificaremos sélo
que &; = 0, pues el otro caso es similar.

En efecto, sea [(®W1,Wo)] una clase de médulo H™ ?(L,,~1) con
(w1,wp) € Q™2 @ O™~2. Entonces

df ANwy+dgAwo=f-nt+g-nf e QL.
Si multiplicamos por dg a la igualdad anterior obtenemos
dgndf Nwy=f-dgAnt+g-dgnni. (8)

Como dg Ani,dgAnm: € QF ~ Ry J; C Js se tiene que existe 73,73 en
Q™1 tal que dg An} = —df An} y dg An? = —df An?. Por lo tanto la
ecuacién (8) se escribe de la siguiente forma

dg Adf ANwy=—f-dgAmg —g-df Amj.
Si factorizamos df tenemos

df A (dg Awy — fn3 — gn3) = 0.
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Como H*(K(fz,,-- -, fz,,)) = 0 para todo i # m, existe a; € Q™!
tal que
dgAwy=f-m+g-n+df Aay.

Si k = 0 la prueba terminé pues [dgAw,| = 0 € H™ 1(Ep). De lo
contrario definamos ag := w; y continuamos la demostracién por un
proceso inductivo. Admitamos como hipétesis inductiva que

—dgANas_o=1,+df Nas_1 9)

con 7y € IV 1. Es decir n; = n} - f +72 - g. Por el método de la escalera
en el diagrama

B T

dg
df df
daA Qm-1 Qm—2 .
gNas—1€ dg as-1€ dg ., dg
df df df
me— Qm—-l .
Q dg dghas_2€ dg .. g
df df
m . Qm—Z
Q dg ., dg a1€
df df
m—1
dg dgnw, €2
df
Qm

tenemos que existe a, tal que 7,41 = dg A as_1 +df Aa, € IQ™ 1. En
efecto de la hipétesis inductiva se tiene

_dg Nas_a=ns+df Nag1 (10)
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con 17, € IQ™~ 1. Es decir 7, = n} - f + 72 - g. Si multiplicamos por dg en
(10) tenemos
dg A (ns +df ANas—1) =0. (11)

Como 7, € IQ™ 1 entonces n, = f -l + g - n?. De la relacién J, C Jy
se tiene que dg Ans = df An,11, para algin 7,1 € IQ™ L. Por lo tanto
la ecuacién (11) se escribe como

df A (Ms+1 —dg Aas—1) =0.
Como HY(K(fz;,---, fz,,)) = 0 para todo i # m, existe a, tal que
Ns+1=dgAas—1+df Nas € nm1
Esto finaliza la induccién y demuestra que
dghai_g+df Aaj—1 =m € IOF!
para todo [ =1, ..., p. Esto significa que

[(0,...,dg Aw )] =

[(df Aaps1 +dgAap,...,df Nag+dgAay,df Aay)]=0
O

Aunque la condicién J,; C J; simplifica significativamente los célcu-
los, esta se da en muchos ejemplos conocidos. Ello nos permite calcular
los médulos de cohomologia de los complejos Ly, , para el caso en que
R/I es de dimensién cero y la singularidad es simple (clasificacién de
Guisti [13]) [19, 7.19], a excepcién de H, para g > 7, y las singula-
ridades simples de curvas inmersas en dimensién tres (ver 3,
Ejemplo 2.67]). El célculo de estos grupos de cohomologia fue una de las
motivaciones originales de este trabajo.

En general, cuando el ideal I = (f1,..., fr) es una interseccién
completa y tiene una singularidad aislada en 7 llegamos al siguiente
resultado.
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Teorema 2.7. Sea (R,7n) un anillo r.le.t.f., I = (f1,..., fr) una icis.
St f. tiene una singularidad aislada en n entonces eriste una secuencia
espectral E7 | tal que E*° = ET7, y converge a la cohomologia del complejo
Loyip

Prueba. Ver [3, Teorema 2.76). O

Respecto a los médulos de cohomologia nulos de los complejos L;
demostramos el siguiente hecho.

Proposicion 2.8. Sean (R,n) un a.r.letfel = (fl,...,fr) una icis
entonces

H'((L;)) =0
paratodoi<m-—rei>msij>m—r;ysij<m-—rei#j.

Prueba. Sea P un ideal primo en al anillo R/I diferente del maximal.
Entonces P 2 Jr, por lo tanto el complejo (L;)p es exacto para todo
j > m—ry tiene cohomologia cero para todo grado i # jsij < m—r+1.
Del Corolario 1.4.14 de [7] se sigue la prueba de la Proposicién. O

Este ltimo resultado significa que los complejos L, tienen a lo
mas r + 1 términos de cohomologia no nulos. Del cdlculo de ht(Jr) =
m—r+1donde F = (fi,..., fr), se desprenden los siguientes resultados.

Proposicién 2.9. Sea I = (f1,...,fr) unaicisys >m—r+1 un
entero entonces

H*(Lm—r+1) = Torm—r—1-«(H™ "+ (Lm—r41), R/I)

H™"(L,) = Tor, (L,)S™ "1, R/I).

Prueba. Notemos que la longitud del complejo L], .., esm —r +1,
y ht(Jr) = m — r + 1. Sea P un primo de altura menor que m —r + 1
entonces P no contiene a Jp, el ideal jacobiano de F. De [3, Corolario
2.70] se sigue que

Hi((L;n—'r+1)P) =0
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para todo 1 # m—r+1. De [7, Corolario 1.4.14] tenemos que el complejo
L!,_.,1 es una resolucién de H™~"*+1(L! _ ..). De aqui se desprende

directamente que
H* (Lm—r+1) = Tomorir— (H™ (L, 1), R/I).

Finalmente

H™"(Lg) = Tor ((L,)S™" "1, R/I)
es una generalizacién de la tltima igualdad de (4) en el Teorema 2.5 y
la prueba es similar a la presentada anteriormente. O

3. Singularidades Aisladas

Para poder establecer las propiedades mencionadas anteriormente,
en el camino probamos los siguientes resultados algebraicos, que no se
encuentran en la literatura. Una de las piedras angulares en el trabajo
es el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Sea (R,n) un anillo r.le.t.f., I = {f1,..., fr) un ideal
con una icis en 1. Entonces ht(Jp) =m —r + 1.

Prueba. Sea P 2 Jr un ideal primo.

Si f; € P, para algin i = 1,...,r, sin pérdida de generalidad pode-
mos asumir que f; € P. Sea Q(z1,...,T,) = 1 polinomio no nulo
entonces Q(f1,...,fr) = f1 € P. Como ht(P,I) = m = dim(R), de [3,
Lema, 2.15] se tiene que

Rt(P) > m—r+1.

Si f; ¢ P para todo i = 1,...,r debemos probar que ht(P) >
m—r+1. De [3, Corolario 1.41] tenemos que en K = Q(D), el cuerpo de
fracciones de D = R/P, los elementos fi,..., fr no forman un conjunto
algebraicamente independiente sobre k -el cuerpo base- (f; denota tam-
bién a la clase f; en R/P). Es decir, existe un polinomio S(z1,...,z,) €
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k[z1,...,z,] no nulo tal que S(fi,..., fr) =0 en el cuerpo K. Como D
es un dominio y D — K entonces S(f1,...,fr) = 0 en el anillo (D, n).
Esta tltima condicién significa que S(f1,-.., fr) € P. Finalmente, co-
mo ht({I,Jr)) = m y P D Jr se tiene que ht((P,I)) = m. De aqui se
sigue que ht(P) = m — r + 1. Esto significa que ht(Jr) > m —r + 1. La
desigualdad contraria ht(Jr) < m — r + 1 se sigue de [10, Teorema A.
2.54]. O

Notemos que en el caso r = 1, obtenemos ht(J;) = m.

En general en una icis I = (f1,--- , fr) pueden existir elementos f;
tales que la hipersuperficie {f; = 0} sea regular, esto significa que el
anillo R/ (f;) es regular. Por ejemplo los polinomios f = z2 + zy + z,
g=22+y*+2,y h=zenel anillo R = k[z, ¥, 2](,y,,) nos proporcionan
una icis (f, g, h). Es evidente que R/ (h) ~ k[, y](z,y) es un anillo r.L.e.t.f.
Para evitar estos casos triviales ponemos como condicién que ninguna
de las hipersuperficies {f; = 0} sea regular. Esto equivale a pedir que
el ideal Jy, esté contenido en el maximal 7; notemos que esta condicién
significa, en el caso particular que R = k[z1,...,Zm](z,,....z,n)s Que el
jacobiano evaluado en 0 = (0,...,0) tiene rango cero. En estos casos
puede suceder que el lugar singular de f; sea més grande que un punto,
es decir ht(Jy,) < m = dim(R). Notemos que ht(Jy,) = m si sélo si la
singularidad de f; es aislada. Si embargo nosotros tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.2. Sea (R,n) un anillo r.l.et.f I = (f1,..., fr) una icis.
Entonces ezisten generadores g1,--- ,gr tal que I = (g1,--- ,gr) ¥ cada
gi tiene una singularidad aislada en 7.

Prueba. El proceso se desarrollard de manera inductiva sobre r > 2
el nimero de polinomios. Para dos polinomios se sigue de {3, Colorario
2.23].

Supongamos que el teorema se cumple para toda I, = (fi;i =
1,...,r) icis. Sea Ir41 = (fi;i = 1,...,r + 1) una icis. De la Proposi-
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cién 3.4 podemos fijar f.4; y hallar elementos ¢g; con ¢ = 1,...,r,
generadores de I,y = (fi;i = 1,...,7 + 1) de tal forma que I,4; =
(9, fr+1,2 = 1,...,1) yelideal I, = (g; : ¢ = 1,...,r) sea una icis.
De la hipétesis inductiva podemos asumir que cada g;;¢ = 1,...,r tiene
una singularidad aislada. Nuevamente para no cargar la notacién de-
notemos los g; por f;. Este anélisis previo nos permite afirmar que para
I41 = {fi;i = 1,...,7 + 1), al menos un generador tiene una singu-
laridad aislada en 7; que sin perdida de generalidad podemos suponer
que es fr41. Si fijamos este 1iltimo y usamos la Proposicién 3.4 podemos
hallar nuevos generadores g, ..., g- tales que I = (g;;i=1,...,r), sea
una icis e Ir41 = (I}, fr+1). De la hipétesis inductiva los generadores de
I' =(g;;i =1,...,r), se pueden cambiar, sin cambiar el ideal, por ge-
neradores g; parai=1,...,r tales que cada uno tenga una singularidad
aislada en 7); a estos los denotaremos nuevamente por {f;;i=1,...,r}.
Con ellos tenemos que I+, tiene generadores {fi;1 =1,...,7+1}, para
los cuales cada (f;) tiene una singularidad aislada en 7. Més aiin, como
los nuevos f; hallados cumplen que I, 43 = (fi;i=1,...,r+ 1) entonces
r+1=ht((fi;i=1,...,7+1)) = profundidad ({f;;i=1,...,7r+1)) lo
que nos permite afirmar que los nuevos elementos {f;;i=1,...,7r + 1}
forman una secuencia regular. O

Este teorema nos permite reducir el lugar singular de cada uno de los
generadores de I a un punto. En el siguiente ejemplo se muestra un ideal
I generado por una secuencia regular de dos elementos en k[z, y)(z,y), que
tiene una singularidad aislada en 7, y no podemos hallar un representante
que sea regular. Esto significa que, bajo las hipé6tesis planteadas ante-
riormente, no podemos reducir més el lugar singular de los generadores
de una icis.

Ejemplo 3.3. Sea (R,n) = (k|z, y](z’y) ,m), el anillo regular local y
[ =x*+42 g = zy + y* entonces Jr = (z(2y + z) — y*) . Se prueba
que I = (f,g) es una icis. Se cumple que I C n?. Si I = (f’.¢’) donde
al menos f’ es regular entonces se prueba que Jp = R. Esto significa

26 Pro Mathematica, 24, 47-48 (2010), 9-89, ISSN 1012-3938



Homologia de Hochschild

que f' = P +ax + by, donde P € n? y a o b es diferente de cero. Esto
significa que f’ ¢ n? y por lo tanto I ¢ n?, una contradiccién.

El Teorema 3.2 también se puede interpretar como un teorema de
clasificacion local de las singularidades aisladas de tipo inter-
seccién completa; y nos garantiza que todas ellas se pueden formar a
partir de polinomios con singularidades aisladas.

El teorema anterior es consecuencia inmediata de la siguiente proposi-
cién:
Proposicién 3.4. Sea (R,7n) un anillo r.letfel = (f;,i=1,...,7r)

una icis entonces podemos modificar los generadores fi, ..., fr de I para
tener que los primeros v — 1 sean una icis.

Prueba. Sea Jr = (Nt_,q;) N (N'_,q}), la descomposicién primaria del
i=1 j=14j

ideal jacobiano con ./g; = pi,,/ q;. = pg-, donde los p; no contienen a

ningun fi paratodok=1,...,r, ylos p;- contienen al menos un fi. Sea
p; un ideal primo en la descomposicién primaria de Jr. Entonces existe
P; polinomio no nulo en k[zy,...,z,], tal que P;(f1,...,fr) =0 en pﬂ’_
(ver [3, Corolario 1.41]). Sea P = []:_, P; entonces
P(fi,--,fr)=0 (12)
en £ para todo i = 1,...,t. Por otro lado, para P(zq,-+- ,,) exis-

pi
ten X\; € k para i =1,...r — 1 todos diferentes de cero, tal que

PM\zp, -+, Ap—1Zr,Zr) # 0. A partir de las constantes Ap,---,Ar—1
definamos ¢g; = f; — Aifr, ¥ Je como el ideal jacobiano de los g; para
i=1,...,r—1.

Los ideales Jg y Jr guardan la siguiente relacién de inclusién: Jg 2
Jr. En efecto es claro que Jy, ... q,_,.f. = Jr. Por lo tanto la definicién
del determinante y del ideal jacobiano prueban la afirmacién.

Sea p un ideal primo tal que

p2{Jg,gi,i=1,...,7—1)
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y ht(p) = ht({Jg,9:,i = 1,...,7 — 1)). De la relacién Jg 2 Jr tenemos
que

p2Je 2 Jr = (Niy@) N (N, d)), (13)

entonces p 2 ¢; o p 2 g;.

Primer caso: Si p D ¢}, entonces al menos un fi € p puesp 2 \/q_; =
p}. 8i fr € p, como paratodoi =1,...,r—1se cumple que f; = g;+X\;- fr
entonces f; € p para todo i. Si k # r como fr = (fr — gk)/M tenemos
que fr € py por lo tanto f; € p para todo j = 1,...,r Recapitulando,
por hipétesis

P> (JG,giyi_——l;-",r_l)a

sabemos que Jg O Jr y hemos probado p O (fi,...,fr). Entonces

p O (Jp, f1,.-., fr). De la hipétesis ht({JF, f1,..., fr)) = m se sigue
que ht(p) = m.

Segundo caso: Si p D ¢ tomemos P(zy,- - ,z,), €l polinomio que
definimos anteriormente. Notemos que en el anillo R/p tenemos f; = A; fr
y P(f1,--- , fr) = 0 (ver Ecuacién (12)). Entonces P(A1 fr,- -+ , Ar—1.fry fr)
= 0 en el anillo % (fi denota la clase de f; en R/p). Es decir, si definimos
Q(fr) == P(Mifry- s Ar—1fr, fr) tenemos que Q(f,) € p, y el polinomio

Q(z;) = P(MZy, - , A\r—1Zr, Zr) €s no nulo. Por lo tanto tenemos que
fr € /P =p. Como f; = \if, = 0 en el anillo R/p y las constantes A; son
diferentes de cero para todo ¢ = 1,...,r — 1 entonces p 2 (f1,---, fr).

Como por hipétesis p O Jr entonces
P2 {Jr, fr,-, fr)-
Por lo tanto ht(p) = m.
Sit = 0 no necesitamos definir el polinimio P. Simplemente tomamos

elementos no nulos \; para i = 1,--- ;7 — 1 en el cuerpo k. Con ellos
formamos los elementos g, = f; — A; - f» y estamos en el primer caso.
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En ambos casos obtenemos ht({Jg,g1,-..,9r—1)) = m. Para de-
mostrar que {g1,...,gr—1) tiene una icis, solo resta probar que los ele-
mentos g; parai =1,...,r—1 forman una secuencia regular. Para

demostrar esta afirmacién serd suficiente probar que

profundidad ({g1,...,9r-1)) = ht({g1,...,9r-1)) =7 — L.

En efecto, como

(91, > 9r—1, fr) = (1, fr)

y ht({f1,..., fr)) = r, entonces ht({g1,...,9r—1, fr)}) = r. Por lo tanto
de la desigualdad

ht({gi:i=1,...,r =L f) <ht({gi:i=1,...,r=1)) +1

tenemos que ht({g; : ¢ =1,...,7r — 1)) > r — 1. Por otro lado, el PIT.
nos indica que ht({g; :i=1,...,r=1)) <r— 1. Q

En el caso k£ = C, del Teorema 3.1 y del enunciado anterior se en-
cuentran en [19] y [1, Teorema 5.4, pigina 157]. La demostracién emplea
propiedades de la topologia del espacio C™ donde esta contenida la va-
riedad Y. Esta version topolégica se sigue inmediatamente de nuestros
resultados.

4. Homologia Ciclica

Los complejos L; tienen cohomologia cero para todo término
menor que m — r. Debido a este hecho y al Lema 6 de [5] podemos
calcular los médulos de cohomologia de los complejos D; para grados
menores que m — r — 1. Los demds términos se encuentran en una se-
cuencia exacta corta, y pueden ser calculados de manera recurrente. En
el caso que S = 0 expresamos los médulos de cohomologia de los comple-
jos D; en funcién de los médulos de cohomologia de los complejos L;. El
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complejo que proporciona la homologia ciclica negativa 2™ se descom-
pone en casi un producto tensorial de complejos. En el caso r = 2 esto
permite tomar un subcomplejo Q}Zm. El complejo cociente Q2™ /Q%m
es isomorfo a Q?m. Mostramos una secuencia espectral que se genera a
partir de este subcomplejo. Este estudio permite presentar una secuencia
espectral que converge a la cohomologia de Q=™.

Con respecto a la homologfa ciclica se llega al siguiente teorema.

Teorema 4.1. Sea A; = R/(I), y A, = R/I*. Para j € N se tiene que

Hpp(A:) sii <min{m —r—2,j}.
Hi(Dj) = Hgfr(Aj—m—{—ri—l) stt=m-—71 — 1,]' >Sm—r-—1.
'A—1 sit=3j
dQ—;’(1

(14)
Sij>m—rparam—r+1<t<m-—1 eriste una secuencia exacta

0 —> H5p (Aj—et1) —> H"Y(Dj_1) —

HY(L;) — HY(D;) — > Hbp(Aj—s) —> 0

Prueba. Ver [3, Teorema. 3.1]. O
En el caso quasihomogénio trabajamos sobre el anillo k{z1, ..., Zm].
El ideal I = (fi,---, fr) es generado por polinomios quasihomogéneos.

Por lo tanto el 4lgebra R/I es graduada. Los resultados obtenidos se
resumen en el siguiente Teorema.
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Teorema 4.2. Sea j € N entonces

4

0 sit<min{j —1,m—r—1}
o iy
i T sit=jyj<m-—-r
H'(D;)=4 ™74 qm-r
Hm_r(Dm_r) = ﬁ st ] =m-—r
dQ’y
‘Hm"'(Dj) = H™"(L;) sij>m-—r.

(15)

Sim —r <t < m entonces existe una secuencia exacta

0 — H'""Y(D;-1) — H*(L;) — H'(D;) — 0.

cont < j. Sij > m entonces H™(D;) = 0, y H™Y(D;) = H™(L;)
para todo j > m — 1.

Prueba. Ver [3, Teorema 3.9]. O
La homologia ciclica negativa se calcula a partir de los complejos

Q2P para p > 0 (ver [3, Definicién 1.78]). A continuacién tratamos el caso
en que I = (f,g). En un primer estudio llegamos al siguiente resultado.

Proposicién 4.3. Para todo pg > 0 se tiene que
H?*(Q2P0) ~ lim H*(D;),

donde D; := Ker(D; — D,,), para todo j > po.

Prueba. La proyeccion b — ﬁJ 1 €s sobre para j > pop entonces se
satisface la condicién de Mitaff-Leffler. Debido a que dlm,c (H (D )) < oo,
el sistema inverso (H(D;), 1) donde p : H(D;) — H(D;_1) cumple la

Pro Mathematica, 24, 47-48 (2010), 9-39, ISSN 1012-3938 31



Rubén E. Burga Barboza

condicién de Mittag-Leffler. Por lo tanto se tiene que lim® H, (DJ) =0.
De la secuencia exacta de Milnor

0 —> lfm" H,(D;) — Hs(lim D;) —> lim Hy(D;) — o,

se desprende que

H(lim D; ~ lim H,(D;)
0

Corolario 4.4. Los complejos Q2P con py > m sdlo tienen tres térmi-
nos de cohomologia no nulos.

Prueba. Los complejos L; para j > m sélo tienen los tltimos tres
términos de cohomologia no nulos (ver Proposicién 2.8). Entonces D;
tienen a lo més los tres 1ltimos términos de cohomogfa no nulos. Por lo
tanto

H*(Q2P0) ~ lim H*(D;) =0

para todo s < m — 2. Es decir el complejo Q2P0 con p > m sélo tienen
posiblemente los 1ltimos tres términos de cohomologia no nulos. O

Para poder emplear los resultados que se plantean en [16] descom-
ponemos el complejo 22™ en dos complejos; el complejo Q?m y Q?my
(ver [3, Definicién 3.27]). Ambos complejos son isomorfos y dependen de
f, df v dg. En particular se tiene la secuencia exacta corta

0 oz Qzm QF"-1] —>0.
Definicién 4.5. Definamos el bicomplejo M(f, g) como
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e (Em42(0))m-1 <— (Em+1(0))m—2 <— (Em(o))m—3

|

e (Em42(0))m <—— (BEm+1(0))m-1 <— (Em(0))m—2

B
é
(Em+1 (0))m <—ﬁ_ (Em(o))m—l
')
(Em(0))m,

y Hi(M(f,9)) = H.(Tot(M(f,g))), donde (Em4p(0))s = (Ep,1,(0) ®
K(f))s; ¥ Epyp(0) se define en [3, Definicién 3.29].

Lema 4.6. Si f tiene una singularidad aislada en n entonces existe una
secuencia exacta

0 ———> H™ Y (M(f,9)) — H™(L(f,9))y —

H™I(f,9)) — H™(M(f,9)) —>0,

Gr(H™(L(f,9))) = ®p20H™ (Em+5(0)), ¥
Gr(H™(Em+p(0))) = &_o(R/Jf)s-
Prueba. Ver [3, Lema 3.34]. O

Zm

La cohomologia del complejo cociente % es exacto excepto en
tltimo nivel, en grado m—1 el graduado es suma de los médulos Jy/Jf,¢®
R/{f), donde g tiene una singularidad aislada en 75
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Proposiciéon 4.7. El complejo

Qzm
M(f,9)
es eracto excepto en el dltimo nivel, y

>m >m

O ) = e () = R
M(f M) =6 (M(fg)) @[(—69 /()i

>0 fie

G’I‘(Ho(

Prueba. Las columnas del complejo Q7 estdn formadas por los comple-
jos L7, ., ® K(f), para p > 0. De la definicién del complejo M(f,g) se
desprende que las columnas del complejo

Qzm
M(f,9)
son isomorfas a L], _; ® K(f). Estas son exactas excepto en el dltimo

nivel (ver [3, Lema 3.15]). Por lo tanto el primer término de la secuencia
zm
espectral del % quedaria de la siguiente manera

(5%) ® B/(F) =—0

(515 ) @ R/H),
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Es decir E! = E*. Esto significa que

o (1 (i) = (4 ) ) @ () 0500

.|

Otra forma de abordar el estudio de la cohomologia del complejo

M(f, g) es la siguiente: Tomamos un subcomplejo F' de M (f, g) definido

de la siguiente manera. Definamos el complejo Emyp(p) := E/,1,(p) ®

K(f); donde Ey, . ,(I), para un ! = 0,...,p, se define en [3, Definicién
3.36). Seguiendo la notacién de [3] presentamos la siguiente definicidn.

Definicién 4.8. Sea p > un ndmero natural. Definamos el complejos
F como

B B8 B8
v e—— Emiprat1(p) <—— Emipts(p) <—

8
o <—— Emipr1(p) <=—— Em1p(p)

(ver Definicién 3.42 de [3]).

En el complejo cociente A—'[—%,f—’ﬂ presentamos una filtracién

M
IpC"'CII=#,

(ver [3, Definicién 3.46]) y calculamos el E! de esta filtracién.

Proposicion 4.9. Eriste dos secuencias exactas cortas

. i —1
0 —— @ H? (Lyn4p—i(f); 6) H( ;}p—-:l)

—— (@SS () >0
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para § = m,m — 1. La Cohomologia en los demds casos es cero.

Prueba. La secuencia exacta larga de cohomologia de la secuencia exac-
ta corta.

0 ——> B (Lumsp—i(f),0) — Qms-Smtp=i=1(f) — >

Ip—ita

nos proporciona la secuencia

0——> @ H™ (Lm4p-i(f);§) —— H™* (’p—ifl)

——> HY QPSSP (1)) 2 > @ H™(Lintp—i(f); 6) ——>

m [(Ip_si m m<-<m4+p—i—
H™ (fs2) H™ (@S Smpizi(f)) — >0

p—i

donde el morfismo conexién es nulo (Ver [3, Lema 3.47]). Esta tltima
afirmacién prueba la proposicién. O

Para el complejo F existe una filtracién
FCFC...CF,
(ver [3, Definicién 3.43]). Esta filtracién proporciona una secuencia es-

pectral que colapsa en E! (ver [3, Lema 3.44]), sin embargo en general
no se sabe si converge.

Los célculos del presente trabajo pueden servir para determinar la
K-teorfa algebraica de las intersecciones completas con singularidades
aisladas.
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Homologia de Hochschild

Abstract

Let R be the local ring of a point P of smooth variety. When R/I is
regular the Hochschild and cyclic homology is known. We studied the
case in which the ring R/I has a isolated singularity and I is complete
intersection.
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