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l. Introducción 

En el presente trabajo desarrollaremos herramientas para calcular 
la homología cíclica y la homología de Hochschild para A = R/ (!, g) ; 
aquí R es el anillo local de un punto racional regular de un esquema 
de tipo finito sobre un cuerpo k de característica cero. Es decir R = 
(k[x1, ... , X 8 ]/ I')r¡ y r¡ = (x1 - a1, ... , X 8 - a8 ). El ideal I = (!, g) es de 
tipo intersección completa con una singularidad aislada en (R, r¡). Este 
anillo es un caso particular de un anillo regular local esencialmente de 
tipo finito (r.l.e.t.f). Los cálculos que aquí se obtienen generalizan los 
resultados de Michler, Hülb, Bach, [21], [8], [5]. 

Como R es proyectivo como k-módulo, podemos escribir la ho
mología de Hochschild como H H * ( R) = Tor~· ( R, R). En particular, si 
el ideal J = ker(R ® R -t R) es localmente generado por una secuencia 
regular, tenemos una descripción concreta de la homología de Hochschild: 
HH.(R) = nR_ (Teorema de Hochschild Kostant Rosenberg). Las álge
bras con esta propiedad se llaman suaves. En esta dirección, podemos 
indicar que la homología de Hochschild caracteriza la suavidad de un 
anillo regular local e.t.f: Por un lado si A es suave entonces la homología 
de Hochschild en grado n se anula para todo n >m:= dim(R), por otro 
lado tenemos el siguiente resultado de Avramov-Vigué [2] y de BACH 
[6]: 

Teorema 1.1. Sea A un álgebra f.g. sobre un cuerpo k tal que la ho
mología de Hochschild se anule en grados i y j para algún i par y j impar 
entonces A es suave. 

En el caso suave podemos describir a la homología cíclica por medio 
de la cohomología de deRham 

según [18, Teorema 2.9]. 
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Sea A un álgebra de la forma A= k[x¡, ... , xm]/ I donde I es un ide
al de tipo intersección completa. En [4] se define la homología cíclica y de 
Hochschild para álgebras diferenciales graduadas. Sea V un espacio vec
torial graduado concentrado en grado uno. Identificando el álgebra gra
duada 1\ V con el módulo graduado del complejo Koszul se proporciona 
un diferencial a 1\ V. Esto convierte a ( 1\ V, d) en un álgebra diferencial 
graduada. Mostrando una versión graduada del teorema de Hochschild 
Kostant Rosenberg para el álgebra (/\V, d) hallan una fórmula explíci
ta, HHn(AV,d) = ffip?.oHH~Pl, HCn(I\V,d) = HCn(k) ffi ffip?.oHC~l, 
que cálcula la homología de Hochschild y cíclica de A (ver [4]). En [9] 
se usa un método similar para hallar una fórmula que calcula la ho
mología cíclica y de Hochschild para álgebras de la forma R/ I, donde R 
es homológicamente regular e I es localmente una intersección completa. 
Estas fórmulas (ver [9, Corolario 3.4]), que en el caso R regular fueron 
obtenidas por [12], expresan la homología de Hochschild y cíclica en fun
ción de los complejos Li y Di para j >O respectivamente, definidos de 
la siguiente manera 

y 

Basados en la fórmula de [9, Corolario 3.4] en adelante nos dedi
caremos a calcular la cohomología de los complejos Lj y de los Dj. 

2. La Homología de Hochschild 

En el caso que el ideal I es principal, para el cálculo de los módulos 
de cohomología de los complejos Lj se usa el siguiente método: Primero 
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se prueba que Lj es quasiisomorfo a K(!x 1 , • • • , fxm) ®R R/ I, donde 
K(! x1 , • • • , f xm) es el complejo de Koszul de la secuencia f x1 , • • • , f x'"'. 
Si la singularidad de I en r¡ es aislada y (R, r¡) es r.l.e.t.f, entonces 

K(!x1 , • • • , fxm) es una resolución de R/ J¡. Aquí J¡ es el idealjacobiano 
de J, y en general Jp representa el ideal jacobiano de F = (J¡, · · · , fr)· 

Esto nos permite describir la cohomología de Lj de la siguiente 
manera. 

Proposición 2.1. Sea (R,r¡) un anillo r.l.e.t.f, I = (!) un ideal con 
una singularidad aislada en r¡ entonces 

H*(Lj) = {~yl 
(f,J¡) 

si *# m,m-1 

si *=m-1 

si *=m 

(1) 

para j 2:: m= dimR. 

Prueba. Será suficiente hallar una resolución de R/ (!) . Como R es un 
dominio, el complejo 

f 
K(!) :R--R 

es una resolución de R/ (!). Por lo tanto el complejo K(!)® R/ J¡ se 
escribe como 

f K(!)® R/ (J¡): O-- R/ (J¡)-- Rj (J¡). 

De aquí se sigue que Hi(Lj) =O si i-# m, m -1, Hm-l(Lj) = (J5/), y 

Hm(Lj) = R/ (!, J¡). O 

Este resultado se encuentra en [8] cuando R = k[x1. ... , xn], y se 
usa en [16] en el caso de un álgebra r.l.e.t.f. Todos ellos se limitan al caso 
en que I = (!) . 
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Nosotros generalizamos estos cálculos al caso en que 1 = (!1, ... , fr) 
sea una intersección completa. La generalización natural directa de las 
fórmulas anteriores al caso de dos polinomios sería 

H*(Lm) = Torm-•(R/ (!, g), R/ (J¡, J9 )). 

Sin embargo, esta nueva fórmula no se cumple en general, como se ve en 
el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2.2. Sea f = x2 + y2 + z2 y g = xy + z2 en (R, r¡) = 
(k[x, y, z](x,y,z)• r¡). Se prueba que J, g forman una secuencia regular. Un 
cálculomuestraquej¡,9 = (x2 -y2 ,z(2x-y),z(2y-x)),ht((J¡,9 ,J,g)) = 
3. Es decir el ideal 1 = (!, g) tiene una singularidad aislada de intersec
ción completa en r¡. Más aún como J¡ = J9 = r¡ entonces ht(J¡) = 

ht(J9 ) = 3 = dimKrull(R). Esta última conclusión significa que f y 
g tienen una singularidad aislada en r¡. Esto a su vez equivale a tener 
que los complejos K(! x 1 , ••• , f xm) y K (9x 1 , ••• , 9xm), tienen cohomología 
cero para todo i =/=m, donde df = ¿:,1 fx 1 dxi y dg = ¿:,1 9x;dXi· 

Debido a que el complejo Lm se puede escribir como 

Lm: 

l l l w-1-- w-2--nm-3- ... 

l df 
dg l df 

dg 

l df 

nm --w-1--w-2-- ... , 
dg dg 

tenemos la secuencia exacta corta 

donde, en Lm, identificamos la primera columna de la izquierda con el 
complejo KUxu ... , fxm)®R R/1, y el cociente con Lm-1· Como f tiene 
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una singularidad aislada entonces 

H*(K(fxp · .. , fxm) ® Rj I) = Torm-* (~, JR ) . 
J,g 

Por lo tanto si tomamos la secuencia exacta larga en cohomología te
nemos 

Toro(!}, !J) -- Il 
1 df +dg 

Sin dificultad se prueba que 8o =O pues J9 e J¡ y entonces 8o ([w]) = 
[dgAwJ =O E Hm(K(fxp ... ,fxm) ®R/I) = Rj(J¡,I) = Rj(Jg,I). 
Veamos qué sucede con 81 . Sea [(w0 , w1 )] un elemento en el módulo 
sm-2(Lm-1)· Entonces para representantes (wo, w1) en la clase (wo, w1) 

de (Lm-dm-2 se cumple 

df ¡\ W1 + dg ¡\ Wo = f ' 171 + 9 ' 172 · 

Multiplicando por dg la igualdad anterior tenemos 

dg A (df A w1 + dg A wo) = dg A(!· 111 + g · 172). (2) 

Como J¡ = J9 se tiene dg A 17¡, dg A 112 E dg A n~-1 ~ J9 = J¡ ~ 
df A n~-1 . Entonces existen 17~, 17~ E n~- 1 tal que dg A 111 = df A 17~ y 
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dg 1\ 112 = df 1\ 11~. Por lo tanto podemos escribir 

(!. dg 1\ 111 + g. dg 1\ 112) = (!. df 1\ 11~ + g. df 1\ 11~). 

De aquí se sigue que la ecuación (2) se escribe como 

dg 1\ df 1\ W1 - (! · df 1\ 11~ + g · df 1\ 11~) = 0. 

Si factorizamos df obtenemos 

dj 1\ ( dg 1\ W1 + f · 11~ + g · 11~) = 0. 

Como df es el diferencial del complejo K(fxp ... , fx.J que tiene coho
mología cero en todos los grados salvo en nivel m (pues ht(J¡) = m), 
tenemos que dg 1\ w1 + (! · 11~ + g · 11~) = df 1\112, para algún 112· Es decir 

--- =-1 
dg 1\ W1 = dj 1\ 112 en f2 Y 

en Hm- 1(K(h, ... , fm)). Por lo tanto tenemos la secuencia exacta corta 

(
R R) m-1 n""-1 

O- Tor1 y, J¡ - H (Lm)- dfATI"" 2+dgAn"" 2 -O 

(3) 
A continuación calculamos el módulo (Tor1(!j-, ~)) = 2. Si usamos la 
hipótesis que el ideal I = (!, g) es intersección completa tenemos que el 
complejo de Koszul K(!, g) : 

o-RJ.!_!!lRffiR~R-0 

es una resolución de !j-. Si efectuamos el producto tensorial ® R ~ = ® Rk 
en el complejo anterior obtenemos 

o ffi o o-k-kwk-k-0 

Esto significa que Tor1 ( !j-, ~) = k$k. Antes de continuar un lema que 
-m.-1 

nos permitirá demostrar que "" ~ "" 2 es un módulo no nulo. 
djAn +dgMl 
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Lema 2.3. Sea (R, r¡) un anillo r.l.e.t.J, y (!) un ideal con una singu
laridad aislada. La aplicación 

nm-1 J nm J¡ 
df. --+ f "'-

. df 1\ nm-2 + dg 1\ nm-2 J¡,gnm - J¡,g 

definida por w t--t df 1\ w es un isomorfismo. 

Prueba. Sólo la inyectividad. no es clara. Si df 1\ w =O entonces df 1\w = 
df l\dgl\w1, por lo tanto df 1\(w-dg/\w¡) =O. Como Hi(K(fx 1 , • • • , fxm)) 
= 0 para todo Í i=- m entonces existe W2 E nm-2 tal que W = dg 1\ W¡ + 
df 1\ w2, es decir w =O. D 

n=-1 J R . 
Notemos que, m 2 m 2 ~ fL ®R y -1=- o por que Sl no M= 

dfl\0 +dgl\0 J,g 

-jL cumpliría que 1Af.t =O y por el Lema de Nakayama se tendría M= O. 
J,g 

Pero J¡ = r¡ y J¡,g e r¡2 nos dice que M-!=- O. Por (3), dim(Hm-1(Lm)) > 
2 y no puede ser isomorfo a 

Tor¡ (R/ I, Rj (J¡, J9 )) = Tor1 (R/ I, Rj J¡ ). 

Esto finaliza el Ejemplo 2.2. 

Observación. La Proposición 2.1 se obtuvo gracias al hecho que ht(J¡) = 

dim(R) = m. En el caso que I = (!, g) se tiene que ht(JF) = m- l. 
Cuando el ideal I es generado por una secuencia regular de r elementos 
obtenemos que ht( J F) = m- r +l. Esta es la principal obstrucción para 
seguir el método empleado para el caso de un solo polinomio. Sin embargo 
el cálculo de la altura del ideal jacobiano nos permite brindar informa
ción sobre los ideales de tipo intersección completa con una singulari
dad aislada (icis por sus siglas en inglés). Estas propiedades permitirán 
calcular la homología de Hochschild y serán descritas más adelante. A 
continuación describimos los resultados obtenidos sobre la cohomología 
de los complejos Lj y Lj. 

Para el caso en que el ideal esté generado por una secuencia regular 
de longitud dos, I = (!, g) , obtenemos : 
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Proposición 2.4. Los complejos Lj cumplen que Hi(Lj) =O para todo 
i=f.j ei<m-1. 

Prueba. Para todo primo P, que no contiene al ideal J¡,g el complejo Lj 
localizado en P es exacto para todo j > m - 1 y exacta excepto en nivel 
j cuando j < m- 1 (ver [3, Teorema 2.47]). Sea P un primo de altura 
menor que m- l. Como ht(J¡,g) = m- 1 (ver Teorema 3.1) entonces 
P no contiene al ideal J¡,9 . Por lo tanto Lj localizado en P satisface el 
enunciado presentado al inicio de la prueba. Si aplicamos el Corolario 
1.4.14 de [7] tenemos que Hi(Lj) = O para todo i < m- 1 e i =f. j si 
j <m. D 

El significado de esta afirmación se refleja en el siguiente teorema. 

Teorema 2.5. Sea j E N entonces 

o 
df A nj R/I 

df A dg A nj-1 ® 
J¡ 

Torm-1-i(y--,R/I) 
J,g 

Tor1(Hm-1(Cp+1), R/ I) 

si i < min{j, m- 2}. 

si i = j y j ~m. 

sij=m-1. 

si j > m- 1 e i = m - 2, 

(4) 

donde Cp+l = (L:.,.+P)~m- 1 y f tiene una singularidad aislada. Para los 
términos en nivel m - 1 y m presentamos una secuencia espectral 

(5) 

Ei 0 = Tor1 (Mp, E1 ) ~ Ei 1 = Tor1 ( ...::.JLJJ , E1 ) 
' ' j,g 

EJ 0 = Toro(Mp, E1 )) ~ EJ 1 =Toro( ...::.JLJJ , El), 
, ' f,g 

donde Gr(Mp) = tiJf=0Rj J¡ y d1 es el producto exterior con dg. 
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Prueba. Para todo primo P en (R/ I, r¡) diferente del ideal maximal se 
prueba que Hi((Lj)P) =O para todo i =1- j (ver [3, Teorema 2.48]). De 
esta propiedad y de [7, Corolario 1.4.14] se desprende que Hi(Lj) = O 
para todo i < m - 1 e i =1- j. La segunda igualdad de ( 4) se sigue 
del hecho que f tiene una singularidad aislada (la prueba es similar a 
la presentada en el Lema 2.3). De la Proposición 2.4 obtenemos que 
Hi(L~_ 1 ) =O para todo i <m -l. Es decir L~_ 1 es una resolución de 
Hm-1 (L~_ 1 ) ~ J¡ / J¡,9 • Como Lm_1 = L~_ 1 ® R/ I entonces 

La última afirmación de ( 4) se demuestra de manera similar. La secuencia 
espectral se obtiene al escribir Lm+p de la siguiente manera 

Lm+p: 

l df 

=-1 
n1,p+l dg 

J~ 
dg 

l~ 1 df 

íl -----n=-1 O,p dg 1,p dg dg 

J~ l df l df 

---rr-1 ---- w-2 - ... 
dg } dg j~l ~ 1 ~ 

n ~n ----···· 0,0 dg 1,0 dg 

(6) 

donde 0:,. O!,.® R/I. Como Lm+p = L~+P ® R/I, el complejo 
L~+P se escribe, como un bicomplejo, de manera similar. Si f tiene una 
singularidad aislada, el complejo Mp, definido como, 

18 Pro Mathematica, 24, 47-48 {2010}, 9-39, ISBN 1012-3938 



Homología de Hochschild 

Mv: (7) 

l df 

nm-1 
l,p+l dg 

J~ 
dg 

J df l df 

nm ~nm-1 

O,p d, '[df dg 

l df 

nm-1 
dg 1,1 

1 df 

f!O,o 

es una resolución de Hm(Mv)· El complejo L'm+vfMv es quasiisomorfo a 
L'.,._1 . Esto implica que Lm+p se escribe como un bicomplejo cuyas dos 
únicas columnas son los complejos E* = M*® R/ I y Lm-l· La filtración 
por columnas nos proporcionan la secuencia espectral (5). O 

En el caso que J9 este contenido en el ideal J¡, se tiene el siguiente 
resultado. 

Corolario 2.6. Si J9 e J¡ entonces la secuencia espectral del Teorema 
2. 5 cumple que E 1 = E 00

• 

Prueba. Una propiedad que usaremos en repetidas ocasiones en la prue
ba del corolario es la que pasamos a demostrar: 

Supongamos que ninguno de los generadores del ideal I es regular, 
es decir J¡ -:1 R. Si un generador es regular el resultado es trivial. Si 
J9 e J¡ entonces ht(J¡) = m. En efecto, como f E y'T¡, g E yiJ; 
se tiene que ht(J¡) = ht ( y'T¡) ~ ht ( (!, g, J¡,9 )) = m. Esto a su vez 
significa que Hi(K(fx 1 , ••• ,fxm)) =O para todo i-# m. Es decir si 
w E f!* y df 1\ w = 0 entonces existe w' E f!*- 1 tal que w = df 1\ w'. 
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Por otro lado para demostrar el corolario será suficiente probar que 
los morfismos de conexión, dados por 1\dg, de la secuencia exacta larga 
en cohomología de la secuencia exacta corta. 

son nulos. En efecto, si tomamos la secuencia exacta larga en cohomología 
a la secuencia anterior obtenemos la secuencia 

La condición J9 e J¡ implica que 80 = O, y 81 = O. Verificaremos sólo 
que 81 = O, pues el otro caso es similar. 

En efecto, sea [(w1 ,w0 )] una clase de módulo Hm-2 (Lm-1 ) con 
(w1, wo) E nm-2 ® nm-2. Entonces 

df 1\ W1 + dg 1\ Wo = f · r¡} + g · r¡~ E nm- 1
• 

Si multiplicamos por dg a la igualdad anterior obtenemos 

dg 1\ df 1\ W1 = f · dg 1\ r¡} + 9 · dg 1\ r¡~. (8) 

Como dg 1\ r¡¡, dg 1\ r¡~ E n'R ~ R y J9 e J¡ se tiene que existe r¡~, r¡~ en 
nm- 1 tal que dg 1\ r¡f = -df 1\ r¡~ y dg 1\ r¡~ = -df 1\ r¡~. Por lo tanto la 
ecuación (8) se escribe de la siguiente forma 

dg 1\ df 1\ W1 = - f · dg 1\ r¡J. - 9 · df 1\ r¡~ · 

Si factorizamos df tenemos 

df 1\ (dg 1\ W1 - fr¡i - gr¡~) = 0. 
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Como Hi(K(fx1 , ••• , fx"')) =O para todo i =f. m, existe a¡ E nm-l 

tal que 
dg 1\ W¡ = f · 17~ + g · 17~ + df 1\ a¡. 

Si k = O la prueba terminó pues [dg 1\ w1] = O E Hm-1 (E0 ). De lo 
contrario definamos a0 := w1 y continuamos la demostración por un 
proceso inductivo. Admitamos como hipótesis inductiva que 

-dg 1\ as-2 = 17s + df 1\ as-1 (9) 

con 17s E Jnm-1. Es decir 17s = 17; · f + 17; · g. Por el método de la escalera 
en el diagrama 

nm-2 
a, E dg 

l df 

nm-1 dglla,_¡ E 
dg 

¡~ 
nm 

dg 

lq l 
as-lEnm-2 

dg dg 

jq 1~ l 
nm-1 ... 

''""·-·¡~ <--¡;- J 
dg 

jq 
nm 

dg 
nm-2 

dg a¡ E 

l df 1 df 

nm-1 
.. --d dgllw1 EH 

. g l df 

tenemos que existe as tal que 17s+1 = dg 1\ as-1 + df 1\ as E Jnm-1. En 
efecto de la hipótesis inductiva se tiene 

-dg 1\ as-2 = 17s + df 1\ as-1 (10) 
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con Tls E Inm-l. Es decir Tls =TI!· f +TI~· g. Si multiplicamos por dg en 
(10) tenemos 

dg 1\ (Tis + df 1\ as-1) =O. (11) 

Como Tls E Inm-l entonces Tls = f · TI! + g · TI~. De la relación J9 e J¡ 
se tiene que dg 1\ Tls = df 1\ Tls+l, para algún Tls+l E Inm-l. Por lo tanto 
la ecuación (11) se escribe como 

df 1\ (Tis+l - dg 1\ as-1) =O. 

Como Hi(K(fxp· .. , fx .. J) =O para todo i =f m, existe as tal que 

Tls+l = dg 1\ as-1 + df 1\ as E ¡nm-l. 

Esto finaliza la inducción y demuestra que 

dg 1\ a1-2 + df 1\ a¡_¡ = Tlt E In'J:-1 

para todo l = 1, ... ,p. Esto significa que 

[(0, ... , dg 1\ w¡)] = 

[(df 1\ ap+l + dg 1\ ap, ... , df 1\ a2 + dg 1\ a¡, df 1\ a¡)] =O 

o 

Aunque la condición J9 e J¡ simplifica significativamente los cálcu
los, esta se da en muchos ejemplos conocidos. Ello nos permite calcular 
los módulos de cohomología de los complejos Lm+p para el caso en que 
R/ I es de dimensión cero y la singularidad es simple (clasificación de 
Guisti [13]) [19, 7.19], a excepción de Hp, para J.L ~ 7, y las singula
ridades simples de curvas inmersas en dimensión tres (ver [3, 
Ejemplo 2.67]). El cálculo de estos grupos de cohomología fue una de las 
motivaciones originales de este trabajo. 

En general, cuando el ideal I = (!1, ... , fr) es una intersección 
completa y tiene una singularidad aislada en TI llegamos al siguiente 
resultado. 
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Teorema 2.7. Sea (R,r¡) un anillo r.l.e.t.f., I = (!1, ... ,fr} una zczs. 
Si fr tiene una singularidad aislada en r¡ entonces existe una secuencia 
espectral E;,q tal que EOCJ = Er, y converge a la cohomología del complejo 

Lm+p· 

Prueba. Ver [3, Teorema 2.76]. D 

Respecto a los módulos de cohomología nulos de los complejos Lj 
demostramos el siguiente hecho. 

Proposición 2.8. Sean (R, r¡) un a.r.l.e.t.f e I = (J¡, ... , fr} una icis 
entonces 

para todo i < m - r e i > m si j > m - r; y si j ~ m - r e i :f:. j. 

Prueba. Sea P un ideal primo en al anillo R/ I diferente del maximal. 
Entonces P f: Jp, por lo tanto el complejo (Lj)P es exacto para todo 
j > m- r y tiene cohomología cero para todo grado i :f:. j si j < m- r +l. 
Del Corolario 1.4.14 de [7] se sigue la prueba de la Proposición. D 

Este último resultado significa que los complejos Lm+k tienen a lo 
más r + 1 términos de cohomología no nulos. Del cálculo de ht( J F) = 

m- r + 1 donde F = (J¡, ... , fr), se desprenden los siguientes resultados. 

Proposición 2.9. Sea I = (!1 , ... , fr} una icis y s > m- r + 1 un 
entero entonces 

y 
Hm-r(Ls) = Tor¡((L~)'S.m-r+l,R/1). 

Prueba. Notemos que la longitud del complejo L~-r+l es m- r + 1, 
y ht(JF) =m- r +l. Sea P un primo de altura menor que m- r + 1 
entonces P no contiene a Jp, el ideal jacobiano de F. De [3, Corolario 
2. 70] se sigue que 
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para todo i =f. m- r +l. De [7, Corolario 1.4.14] tenemos que el complejo 
L~-r+1 es una resolución de Hm-r+l(L~-r+l). De aquí se desprende 
directamente que 

Finalmente 
Hm-r(L8 ) = Torl((L~)5.m-r+l, Rj I) 

es una generalización de la última igualdad de (4) en el Teorema 2.5 y 

la prueba es similar a la presentada anteriormente. D 

3. Singularidades Aisladas 

Para poder establecer las propiedades mencionadas anteriormente, 
en el camino probamos los siguientes resultados algebraicos, que no se 
encuentran en la literatura. Una de las piedras angulares en el trabajo 
es el siguiente resultado. 

Teorema 3.1. Sea (R, ry) un anillo r.l.e.t.J., I = (h, ... , Jr) un ideal 
con una icis en "1· Entonces ht( J F) = m - r + l. 
Prueba. Sea P 2 Jp un ideal primo. 

Si Ji E P, para algún i = 1, ... , r, sin pérdida de generalidad pode
mos asumir que h E P. Sea Q ( x1 , ... , Xr) = x 1 polinomio no nulo 
entonces Q(h, ... , Jr) = h E P. Como ht(P, I) =m= dim(R), de [3, 
Lema 2.15] se tiene que 

ht(P) ~ m- r + l. 

Si Ji fJ. P para todo i = 1, ... , r debemos probar que ht(P) ~ 
m-r+l. De [3, Corolario 1.41] tenemos que en K= Q(D), el cuerpo de 
fracciones de D = R/ P, los elementos h, ... , Jr no forman un conjunto 
algebraicamente independiente sobre k -el cuerpo base- (Ji denota tam
bién a la clase Ji en Rj P). Es decir, existe un polinomio S ( x1 , ... , Xr) E 
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k[x¡, ... , Xr] no nulo tal que S(!¡, ... , fr) =O en el cuerpo K. Como D 
es un dominio y D ~K entonces S(f¡, ... , fr) =O en el anillo (D, r¡). 
Esta última condición significa que S(f¡, ... , fr) E P. Finalmente, co-
mo ht((l,Jp)) =m y P ::J Jp se tiene que ht((P,I)) =m. De aquí se 
sigue que ht(P) 2: m- r +l. Esto significa que ht(Jp) :;::: m- r +l. La 
desigualdad contraria ht( J F) ~ m - r + 1 se sigue de [10, Teorema A. 
2.54]. o 

Notemos que en el caso r = 1, obtenemos ht(J¡) =m. 

En general en una icis I = (f¡, · · · , fr) pueden existir elementos Ji 
tales que la hipersuperficie {Ji = O} sea regular, esto significa que el 
anillo R/ (li) es regular. Por ejemplo los polinomios f = x 2 + xy + z, 

g = x 2 +y2 + z, y h = z en el anillo R = k[x, y, z](x,y,z) nos proporcionan 
una icis (!, g, h). Es evidente que R/ (h) ~ k[x, y](x,y) es un anillo r.l.e.t.f. 
Para evitar estos casos triviales ponemos como condición que ninguna 
de las hipersuperficies {Ji = O} sea regular. Ésto equivale a pedir que 
el ideal J ¡, esté contenido en el maximal r¡; notemos que esta condición 
significa, en el caso particular que R = k[x¡, ... , Xm](x¡, ... ,xm)> que el 
jacobiano evaluado en O = (0, ... , O) tiene rango cero. En estos casos 
puede suceder que el lugar singular de fi sea más grande que un punto, 
es decir ht(J¡.) < m = dim(R). Notemos que ht(J¡.) = m si sólo si la 
singularidad de Ji es aislada. Si embargo nosotros tenemos el siguiente 
resultado. 

Teorema 3.2. Sea (R, r¡) un anillo r.l.e.t.f. I = (f¡, ... , fr) una zczs. 

Entonces existen generadores g1 , · · · , gr tal que I = (g1 , · · · , 9r) y cada 
gi tiene una singularidad aislada en r¡. 

Prueba. El proceso se desarrollará de manera inductiva sobre r 2: 2 
el número de polinomios. Para dos polinomios se sigue de [3, Colorario 
2.23]. 

Supongamos que el teorema se cumple para toda Ir = (Ji; i = 

1, ... , r) icis. Sea Ir+l = (Ji; i = 1, ... , r + 1) una icis. De la Proposi-
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c1on 3.4 podemos fijar fr+l y hallar elementos 9i con i = 1, ... , r, 
generadores de Ir+l = (/i; i = 1, ... , r + 1) de tal forma que Ir+l = 
(g, fr+b i = 1, ... , r) y el ideal Ir = (gi : i = 1, ... , r) sea una icis. 
De la hipótesis inductiva podemos asumir que cada 9ii i = 1, ... , r tiene 
una singularidad aislada. Nuevamente para no cargar la notación de
notemos los 9i por fi. Este análisis previo nos permite afirmar que para 
I r+l = (/i; i = 1, ... , r + 1), al menos un generador tiene una singu
laridad aislada en r¡; que sin perdida de generalidad podemos suponer 
que es fr+l· Si fijamos este último y usamos la Proposición 3.4 podemos 
hallar nuevos generadores 91, ... , 9r tales que J~ = (9i; i = 1, ... , r), sea 
una icis e Ir+l = (J~, fr+l)· De la hipótesis inductiva los generadores de 
I~ = (gi; i = 1, ... , r), se pueden cambiar, sin cambiar el ideal, por ge
neradores g~ para i = 1, ... , r tales que cada uno tenga una singularidad 
aislada en r¡; a estos los denotaremos nuevamente por {/i; i = 1, ... , r }. 
Con ellos tenemos que Ir+l tiene generadores {/ii i = 1, ... , r + 1}, para 
los cuales cada (/i) tiene una singularidad aislada en r¡. Más aún, como 
los nuevos Ji hallados cumplen que Ir+l = (Ji; i = 1, ... , r + 1) entonces 
r + 1 = ht( (Ji; i = 1, ... , r + 1)) = profundidad ((Ji; i = 1, ... , r + 1)) lo 
que nos permite afirmar que los nuevos elementos {/i; i = 1, ... , r + 1} 
forman una secuencia regular. O 

Este teorema nos permite reducir el lugar singular de cada uno de los 
generadores de I a un punto. En el siguiente ejemplo se muestra un ideal 
I generado por una secuencia regular de dos elementos en k[x, Y](x,y)' que 
tiene una singularidad aislada en r¡, y no podemos hallar un representante 
que sea regular. Esto significa que, bajo las hipótesis planteadas ante
riormente, no podemos reducir más el lugar singular de los generadores 
de una icis. 

Ejemplo 3.3. Sea (R, r¡) = (k [x, yJ(x,y), r¡), el anillo regular local y 

f = x 2 + y2
, g = xy + y2 entonces JF = (x(2y + x)- y2

). Se prueba 
que I = (f,g) es una icis. Se cumple que I e r¡2 • Si I = (f'.g') donde 
al menos f' es regular entonces se prueba que Jf' = R. Esto significa 
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que f' = P + ax +by, donde P E r¡2 y a o bes diferente de cero. Esto 
significa que f' rt r¡2 y por lo tanto I e¡;_ r¡2 , una contradicción. 

El Teorema 3.2 también se puede interpretar como un teorema de 
clasificación local de las singularidades aisladas de tipo inter
sección completa; y nos garantiza que todas ellas se pueden formar a 
partir de polinomios con singularidades aisladas. 

El teorema anterior es consecuencia inmediata de la siguiente proposi-
ción: 

Proposición 3.4. Sea (R, r¡) un anillo r.l.e.t.f e I = (h i = 1, ... , r) 
una icis entonces podemos modificar los generadores f¡, ... , fr de I para 

tener que los primeros r - 1 sean una icis. 

Prueba. Sea J F = ( n~=l qi) n ( nf=1 qj), la descomposición primaria del 

ideal jacobiano con ..¡¡¡¡ = Pi, ¡;i = pj, donde los Pi no contienen a 

ningún fk para todo k= 1, ... , r, y los pj contienen al menos un fk. Sea 
Pi un ideal primo en la descomposición primaria de Jp. Entonces existe 
Pi polinomio no nulo en k[x¡, ... ,xr], tal que Pi(f¡, ... ,fr) =O en-!: 

(ver [3, Corolario 1.41]). Sea P = TI!=l Pi entonces 

P(f¡, · · · Jr) =O (12) 

en -!: para todo i = 1, ... , t. Por otro lado, para P(x1 , · · • , Xr) exis
ten >.i E k para i = 1, ... r - 1 todos diferentes de cero, tal que 
P(>.¡xr, · · · , Ar-!Xr, Xr) # O. A partir de las constantes A¡,··· , >-r-1 

definamos 9i = fi - >-dn y Jc como el ideal jacobiano de los 9i para 
i = 1, ... , r -l. 

Los ideales Jc y Jp guardan la siguiente relación de inclusión: Jc 2 
Jp. En efecto es claro que J91>····Yr-l.fr = Jp. Por lo tanto la definición 
del determinante y del ideal jacobiano prueban la afirmación. 

Sea p un ideal primo tal que 

p 2 (Jc, 9i, i = 1, ... , r- 1) 
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y ht(p) = ht( (Ja, 9i, i = 1, ... , r- 1) ). De la relación J0 2 JF tenemos 
que 

(13) 

entonces p 2 q~ o p 2 Qj· 

Primer caso: Si p 2 q~, entonces al menos un !k E p pues p 2 R = 
p~. Si fr E p, como para todo i = 1, ... , r-1 se cumple que fi = 9i+Ai· fr 
entonces fi E p para todo i. Si k# r como fr = (!k- 9k)/>..k tenemos 
que fr E p y por lo tanto fi E p para todo j = 1, ... , r Recapitulando, 
por hipótesis 

P ::::> ( J a, 9i, i = 1, ... , r - 1), 

sabemos que J0 ::::> JF y hemos probado p ::::> (!1, ... , fr)· Entonces 
p ::::> (JF, fl, ... , fr)· De la hipótesis ht( (JF, fl, ... , fr)) = m se sigue 
que ht(p) =m. 

Segundo caso: Si p 2 q¡ tomemos P(x¡, · · · ,xr), el polinomio que 
definimos anteriormente. Notemos que en el anillo Rjp tenemos fi = >..dr 
y P(fl, · · · , fr) =O (ver Ecuación (12)). Entonces P(>..tfr, · · · , Ar-dn fr] 
=O en el anillo~ (h denota la clase de Ji en Rjp). Es decir, si definimos 
Q(fr) := P(>..tfr, · · · , Ar-tfr, fr) tenemos que Q(fr) E p, y el polinomio 
Q(xr) = P(A¡Xr, · · · , Ar-!Xr, Xr) es no nulo. Por lo tanto tenemos que 
fr E y'P =p. Como fi = >..dr =O en el anillo Rjp y las constantes Ai son 
diferentes de cero para todo i = 1, ... , r- 1 entonces p 2 (fl, · · · , fr)· 
Como por hipótesis p ::::> J F entonces 

Por lo tanto ht(p) = m. 

Si t =O no necesitamos definir el polinimio P. Simplemente tomamos 
elementos no nulos >..i para i = 1, · · · , r- 1 en el cuerpo k. Con ellos 
formamos los elementos g1 = fi - >..i · fr y estamos en el primer caso. 
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En ambos casos obtenemos ht((Ja,g¡, ... ,9r-1)) = m. Para de
mostrar que (g1, ... , 9r-1) tiene una icis, solo resta probar que los ele
mentos 9i para i = 1, ... ,r-1 forman una secuencia regular. Para 
demostrar esta afirmación será suficiente probar que 

profundidad ((g¡, ... ,gr-1)) = ht((g¡, ... ,9r-1)) = r -l. 

En efecto, como 

y ht( (!¡, ... Jr)) = r, entonces ht( (g¡, ... , 9r-b fr)) = r. Por lo tanto 
de la desigualdad 

ht( (gi : i = 1, ... , r- 1; fr)) :5 ht( (gi : i = 1, ... , r- 1)) + 1 

tenemos que ht( (gi : i = 1, ... , r- 1)) ;::: r- l. Por otro lado, el P.I.T. 
nos indica que ht( (gi : i = 1, ... , r- 1)) :5 r- l. O 

En el caso k= C, del Teorema 3.1 y del enunciado anterior se en
cuentran en [19] y [1, Teorema 5.4, página 157]. La demostración emplea 
propiedades de la topología del espacio cm donde está contenida la va
riedad Y. Esta version topológica se sigue inmediatamente de nuestros 
resultados. 

4. Homología Cíclica 

Los complejos Lj tienen cohomología cero para todo término 
menor que m - r. Debido a este hecho y al Lema 6 de [5] podemos 
calcular los módulos de cohomología de los complejos Dj para grados 
menores que m - r - l. Los demás términos se encuentran en una se
cuencia exacta corta, y pueden ser calculados de manera recurrente. En 
el caso que S = O expresamos los módulos de cohomología de los comple
jos Dj en función de los módulos de cohomología de los complejos Lj. El 
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complejo que proporciona la homología cíclica negativa n:?:m se descom
pone en casi un producto tensorial de complejos. En el caso r = 2 esto 
permite tomar un subcomplejo nj-m. El complejo cociente n:?:m ¡nj-m 
es isomorfo a nj-m. Mostramos una secuencia espectral que se genera a 
partir de este subcomplejo. Este estudio permite presentar una secuencia 
espectral que converge a la cohomología de n:?:m. 

Con respecto a la homología cíclica se llega al siguiente teorema. 

Teorema 4.1. Sea A1 = R/(I), y At = R/It. ParajE N se tiene que 

si i < min{m- r- 2,j}. 

si i = m - r - 1, j > m- r - l. 

si i = j 

(14) 
Si j ~ m - r para m - r + 1 ~ t ~ m - 1 existe una secuencia exacta 

Prueba. Ver [3, Teorema 3.1]. D 

En el caso quasihomogénio trabajamos sobre el anillo k[x¡, ... , Xm]· 
El ideal I = (!¡, · · · , fr) es generado por polinomios quasihomogéneos. 
Por lo tanto el álgebra R/ I es graduada. Los resultados obtenidos se 
resumen en el siguiente Teorema. 
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Teorema 4.2. Sea j E N entonces 

o si t ~ min{j - 1, m- r - 1} 

sii=j yj<m-r 

sij=m-r 

si j >m- r. 
(15) 

Si m - r < t < m entonces existe una secuencia exacta 

con t ~ j. Si j ~ m entonces Hm(D3) = O, y Hm-1(D3) = Hm(L3) 
para todo j ~ m - l. 

Prueba. Ver [3, Teorema 3.9]. D 

La homología cíclica negativa se calcula a partir de los complejos 
n:=::v para p > O (ver [3, Definición l. 78]). A continuación tratamos el caso 
en que I = (!, g). En un primer estudio llegamos al siguiente resultado. 

Proposición 4.3. Para todo Po> O se tiene que 

donde b3 := Ker(Dj ----+ Dp0 ), para todo j ~Po· 

Prueba. La proyección Dj ~ Dj-1 es sobre para j ~ Po entonces se 
satisface la condición de Mitaff-Leffier. Debido a que dimk(H(D3)) < oo, 
el sistema inverso (H(Dj),J..L) donde J..L: H(Dj) ~ H(Dj-1) cumple la 
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condición de Mittag-Leffier. Por lo tanto se tiene que lím1 H*(Dj) =O. 
De la secuencia exacta de Milnor 

se desprende que 

o 

Corolario 4.4. Los complejos f!~Po con p0 ;:::: m sólo tienen tres térmi
nos de cohomología no nulos. 

Prueba. Los complejos Lj para j ;:::: m sólo tienen los últimos tres 
términos de cohomología no nulos (ver Proposición 2.8). Entonces Di 
tienen a lo más los tres últimos términos de cohomogía no nulos. Por lo 
tanto 

para todo s < m - 2. Es decir el complejo f!~Po con p ;:::: m sólo tienen 
posiblemente los últimos tres términos de cohomología no nulos. O 

Para poder emplear los resultados que se plantean en [16] descom
ponemos el complejo n~m en dos complejos; el complejo n¡m y n¡my 
(ver [3, Definición 3.27]). Ambos complejos son isomorfos y dependen de 
J, df y dg. En particular se tiene la secuencia exacta corta 

Definición 4.5. Definamos el bicomplejo M(!, g) como 
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l l l 
· · · ~ (Em+2(0))m-1 ~ (Em+I(O))m-2 ~ (Em(O))m-3 

l l l 
· · ·--- (Em+2(0))m --;3 (Em+1(0))m-1 ~ (Em(O))m-2 

ó l l 
(Em+1(0))m ~ (Em(O))m-1 

ól 
(Em(O))m, 

y H.(M(f,g)) = H.(Tot(M(f,g))), donde (Em+p(O))s = (E:,.+P(O) ® 
K(f)) 8 , y E:,.+p(O) se define en [3, Definición 3.29]. 

Lema 4.6. Si f tiene una singularidad aislada en r¡ entonces existe una 
secuencia exacta 

Gr(Hm(r(f,g))) = E9p?:oHm(Em+p(O)), y 

Gr(Hm(Em+p(O))) = Eef=o(R/ J¡ )i. 

Prueba. Ver [3, Lema 3.34]. o 

La cohomología del complejo cociente ::&:) es exacto excepto en 
último nivel, en grado m-1 el graduado es suma de los módulos J9 / J¡,9 ® 

R/ (!), donde g tiene una singularidad aislada en r¡ 
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Proposición 4. 7. El complejo 

n~m 

M(f,g) 

es exacto excepto en el último nivel, y 

Prueba. Las columnas del complejo n¡ están formadas por los comple
jos L~+P ®K(!), para p;:::: O. De la definición del complejo M(f,g) se 
desprende que las columnas del complejo 

n~m 

M(f,g) 

son isomorfas a L~_1 ®K(!). Estas son exactas excepto en el último 
nivel (ver [3, Lema 3.15]). Por lo tanto el primer término de la secuencia 
espectral del ¡j(~:) quedaría de la siguiente manera 

1 1 1 
-----0-------o------- o 

1 l l 
· · ·-- (.f-{:;) ® R/(f) O O 

j j 
( f{:;) ® R/(f) O 

l 
( f/:;) ® R/(f), 
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Es decir E 1 = E 00
• Esto significa que 

o 
Otra forma de abordar el estudio de la cohomología del complejo 

M(!, g) es la siguiente: Tomamos un subcomplejo F de M(!, g) definido 
de la siguiente manera. Definamos el complejo Em+p(p) := E:.r,+P(p) ® 
K(!); donde E:.r,+p(l), para un l = O, ... ,p, se define en [3, Definición 
3.36]. Seguiendo la notación de [3] presentamos la siguiente definición. 

Definición 4.8. Sea p :» un número natural. Definamos el complejos 
F como 

{3 
· · · --- Em+p+l (p) ~~- Em+p(p) 

(ver Definición 3.42 de [3]). 

En el complejo cociente M(t,g) presentamos una filtración 

1 C···Cl1=M(f,g) 
P F ' 

(ver [3, Definición 3.46]) y calculamos el E 1 de esta filtración. 

Proposición 4.9. Existe dos secuencias exactas cortas 
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para j = m, m - l. La Cohomología en los demás casos es cero. 

Prueba. La secuencia exacta larga de cohomología de la secuencia exac
ta corta. 

nos proporciona la secuencia 

m Hm 1 (L (J) ") ____ ,_ Hm-1 ( 1 e-<+.1 ) ___ ----',.. O~ w - m+p-i ;u lp-• 

donde el modismo conexión es nulo (Ver [3, Lema 3.47]). Esta última 
afirmación prueba la proposición. D 

Para el complejo F existe una filtración 

F1 e F2 e ... e F, 

(ver [3, Definición 3.43]). Esta filtración proporciona una secuencia es
pectral que colapsa en E 1 (ver [3, Lema 3.44]), sin embargo en general 
no se sabe si converge. 

Los cálculos del presente trabajo pueden servir para determinar la 
K-teoría algebraica de las intersecciones completas con singularidades 
aisladas. 
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Homología de Hochschild 

Abstract 

Let R be the local ring of a point P of smooth variety. When R/ I is 
regular the Hochschild and cyclic homology is known. We studied the 
case in which the ring R/ I has a isolated singularity and I is complete 
intersection. 
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